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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà

äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ìëàäøåãî êîýôôèöè-
åíòà äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè Ω ïî äîïîëíèòåëüíûì èçìåðåíè-
ÿì â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω. Îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé
ïðîáëåìû. Ðàçâèâàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà
äâóõñëîéíîì ãðàäèåíòíîì ìåòîäå. Ïðèâîäÿòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îáðàòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, èäåíòè-
ôèêàöèÿ ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà, ãðàäèåíòíûé ìåòîä, ðàñïðîñòðàíåíèå çàãðÿçíåíèé

Ââåäåíèå
Âàæíåéøåé çàäà÷åé ïðèêëàäíîé ýêîëîãèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à çàùèòû îêðóæàþùåé ñðåäû

îò àíòðîïîãåííûõ çàãðÿçíåíèé. Ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè
íåèçâåñòíûõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíåíèÿ è èõ ïàðàìåòðîâ. Ðàññìàòðèâàåìûå îáðàòíûå çàäà÷è
â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷è óïðàâëåíèÿ [1�5], ò. å. êàê çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè îïðåäåëåííûõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà íà ðåøåíèÿõ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è.
Ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå ïåðåíîñà çàãðÿçíåíèé è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ÿâëÿþòñÿ
âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè, ïîýòîìó ðåøåíèå óêàçàí-
íûõ çàäà÷ èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ïðèêëàäíîé ýêîëîãèè.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷ è ñèëüíî îñëîæíÿåò ïîëíîå è
ñòðîãîå îáîñíîâàíèå èõ ñõîäèìîñòè.

Äëÿ ÷èñëåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëü-
çóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, îñíîâàííûå ïðåæäå âñåãî íà ìåòîäàõ ðåãóëÿðèçàöèè [6]. Îñî-
áîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò òàêæå ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè, ñâÿçàííûå ñ
ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå è ñ íàõîæäåíèåì ïàðà-
ìåòðîâ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä, â ÷àñòíîñòè, îñóùåñòâëåí â [7, 8] äëÿ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî íåëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ðàáîòå [9] ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ

? 692500, ã. Óññóðèéñê óë. Íåêðàñîâà, 35, Óññóðèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòè-
òóò. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: kalinina-e@newmail.ru

57



êîýôôèöèåíòà êîíâåêöèè äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíå-
íèè ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà è àëãîðèòìà Íüþòîíà.

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä â ðåøåíèè ïðîáëåì èäåíòèôèêàöèè ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà ñî-
ñòîèò â ñâåäåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Ãðèíà ïðÿìîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ïîäõîä áûë îñóùåñòâëåí
â [10] äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà îäíîìåðíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìëàäøåãî êîýôôèöåíòà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîò-
ðåíà òàêæå â [11], ãäå ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðèìåíåíèÿ äëÿ åå ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ðàáîòû [12, 13],
â êîòîðûõ ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìëàäøåãî
êîýôôèöèåíòà äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, îñíîâàííûå
íà èñïîëüçîâàíèè äâóõñëîéíîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà è êâàçèíüþòîíîâñêîãî àëãîðèòìà ñî-
îòâåòñòâåííî. Â ðàáîòå [14] òàêæå ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
ïðèìåñè, îñíîâàííûé íà ïîäõîäå, âïåðâûå ïðèìåíåííîì â ðàáîòå [15].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî â îãðàíè÷åííîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω ïî äîïîëíèòåëü-
íûì èçìåðåíèÿì â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω. Ïðåäëàãàåìûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè äâóõñëîéíîãî ãðàäèåíòíî-
ãî ìåòîäà, ñõîäèìîñòü êîòîðîãî èññëåäóåòñÿ â ðàáîòå. Äàííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì ñâîäèò
ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ê ìíîãîêðàòíîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîé è �ñîïðÿ-
æåííîé� çàäà÷ íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòå
òàêæå ïðèâîäÿòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ.

1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è
Ïóñòü Ω-ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü: Ω = {(x, y) : 0 < x < l1, 0 < y < l2}. Ðàññìîòðèì â

îáëàñòè Ω çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîíöåíòðàöèè ϕ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà èç ñîîòíîøåíèé

−λ∆ϕ + κϕ = f, (1)
ϕ(x, y) |Γ= ψ. (2)

Çäåñü λ = const > 0, κ ≥ 0 � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñïàä çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà
çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, f � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ.

Ïðè èçó÷åíèè êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) è îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(D), s ∈ R. Çäåñü
D îáîçíà÷àåò ëèáî îáëàñòü Ω, ëèáî ãðàíèöó Γ, ëèáî íåêîòîðóþ ïîäîáëàñòü Q ⊂ Ω. Ïðè
s = 0 ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî H0(D) = L2(D). Íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Hs(Ω), Hs(Γ) è
èõ âåêòîðíûõ àíàëîãàõ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ‖ · ‖s,Ω ≡ ‖ · ‖s è ‖ · ‖s,Γ. Ïðè s = 0 ïîëà-
ãàåì ‖ψ‖0,Ω = ‖ψ‖, ‖ψ‖0,Γ = ‖ψ‖Γ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω) ëèáî â L2(Γ) áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç (·, ·) ëèáî (·, ·)Γ. ×åðåç ‖ · ‖1 è | · |1 áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìó è ïîëóíîðìó
â H1(Ω). Îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì X è äâîéñòâåííûì ê íåìó X∗

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈·, ·〉X∗×X ëèáî ïðîñòî 〈·, ·〉. Ïîëîæèì L2
+(Ω) = {q ∈ L2(Ω) : q ≥ 0}.

×åðåç γ : H1(Ω) → H1/2(Γ) îáîçíà÷èì îïåðàòîð ñëåäà, ÷åðåç Rγ : H1/2(Γ) → H1(Ω) �
ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð ê γ, ñ êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå γRγψ = ψ äëÿ âñåõ
ψ ∈ H1/2(Γ).

Ââåäåì îñíîâíîå äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
T = H1

0 (Ω) ≡ {S ∈ H1(Ω) : S = 0 íà Γ}, ÿâëÿþùååñÿ ãèëüáåðòîâûì ñ íîðìîé
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‖ · ‖T = ‖ · ‖1, ýêâèâàëåíòíîé ïîëóíîðìå | · |1 â ñèëó íåðàâåíñòâà Ôðèäðèêñà � Ïóàí-
êàðå |∇S|2 ≥ α1‖S‖2

1 ∀S ∈ T , α1 = const > 0. ×åðåç T ∗ ≡ H−1(Ω) îáîçíà÷èì ïðî-
ñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê T îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà L2(Ω). Ââåäåì áèëèíåéíûå ôîðìû
a, a1 : H1(Ω)×H1(Ω) → R, ãäå

a1(ϕ, η) =
∫

Ω
∇ϕ · ∇ηdΩ, a(ϕ, η) = λa1(ϕ, η) + (κϕ, η). (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
(i) f ∈ T ∗, ψ ∈ H1/2(Γ);
(ii) κ ∈ L2

+(Ω).
Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà ôóíêöèþ S ∈ T è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ω. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå
çàäà÷è (1), (2):

a(ϕ, S) = 〈f, S〉, ϕ|Γ = ψ íà Γ. (4)
Â äàëüíåéøåì áóäåì ññûëàòüñÿ íà (1), (2) êàê íà çàäà÷ó 1.

Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1 áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ϕ ∈ H1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñîîòíîøåíèÿì (4).

Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà a, îïðåäåëåííàÿ â (3), íåïðåðûâíà
íà H1(Ω) × H1(Ω) è êîýðöèòèâíà íà T c êîíñòàíòîé λ∗ = λα1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
a(η, η) ≥ λ∗‖η‖2

1 äëÿ âñåõ η ∈ T . Â òàêîì ñëó÷àå èç òåîðåìû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà [16] ñëå-
äóåò, ÷òî ðåøåíèå ϕ ∈ H1(Ω) çàäà÷è (4) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

‖ϕ‖1 ≤ Mϕ ≡ (1/λ∗)[‖f‖T ∗ + Cγ(λ∗ + λ + C0‖κ‖)‖ψ‖1/2,Γ]. (5)

Çäåñü Cγ = ‖Rγ‖L(H1/2(Γ),H1(Ω)) � íîðìà îïåðàòîðà Rγ , C0 � êîíñòàíòà, âõîäÿùàÿ â îöåíêó

|(κϕ, η)| ≤ C0‖κ‖‖ϕ‖1‖η‖1 ∀κ ∈ L2(Ω), (ϕ, η) ∈ H1(Ω)2. (6)

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å 1 îïåðàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïàðó

(A, γ) : X → Y, X = H1(Ω), Y = (T ∗,H1/2(Γ)), (7)

ñîñòîÿùóþ èç îïåðàòîðà A : H1(Ω) → T ∗, äåéñòâóþùåãî ïî ôîðìóëå

〈Aϕ, η〉T ∗×T = a(ϕ, η) ∀ϕ ∈ H1(Ω), η ∈ T , (8)

è îïåðàòîðà ñëåäà γ : H1(Ω) → H1/2(Γ). Èç ñâîéñòâ ôîðìû a è îïåðàòîðà γ âûòåêàåò,
÷òî îïåðàòîð A|T : T → T ∗ � èçîìîðôèçì, à îïåðàòîð (7) ëèíååí, íåïðåðûâåí, îáðàòèì
è ñþðúåêòèâåí. Â òàêîì ñëó÷àå èç òåîðåìû Áàíàõà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî îïåðàòîðà
[17, ñ. 134] ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð (7) íåïðåðûâíî îáðàòèì è îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì.
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(ii). Òîãäà: 1) áèëèíåéíàÿ ôîðìà
a : H1(Ω) ×H1(Ω) → R íåïðåðûâíà è T � êîýðöèòèâíà ñ êîíñòàíòîé λ∗ = λα1 > 0;
2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè κ ∈ L2

+(Ω) çàäà÷à 1 èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå ϕ ∈ H1(Ω)
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (5); 3) îïåðàòîð (7), (8) îñóùåñòâëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé èçî-
ìîðôèçì.
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2. Ïîñòàíîâêà è ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì â ýòîì ðàçäåëå îáðàòíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé íåèçâåñòíîé ïîìèìî êîíöåíòðà-

öèè ϕ ÿâëÿåòñÿ è âåëè÷èíà κ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñïàä çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà çà ñ÷åò
õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè áóäåì èñïîëü-
çîâàòü çíà÷åíèÿ ϕd êîíöåíòðàöèè ϕ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò çàäàíèþ ïîëÿ êîíöåíòðàöèé,
ñîçäàâàåìîãî èñòî÷íèêîì â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω.

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J è óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå
óïðàâëåíèÿ âûáåðåì ôóíêöèþ κ, êîòîðóþ áóäåì èñêàòü â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå K, ïðè÷åì
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

(iii) K ⊂ L2
+(Ω) � íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Ââåäåì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà J̃ : H1(Ω) → R ïî ôîðìóëå

J̃(ϕ) =
1
2
‖ϕ− ϕd‖2

L2(Q) =
1
2

∫

Q
|ϕ− ϕd|2dΩ ≡ 1

2

∫

Ω
r(ϕ− ϕd)2dΩ. (9)

Çäåñü ϕd ∈ L2(Q) � çàäàííàÿ â ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω ôóíêöèÿ, r = χQ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q. Ïîëîæèì

J(ϕ, κ) = J̃(ϕ) +
µ

2
‖κ‖2, ‖κ‖ = ‖κ‖L2(Ω), (10)

ãäå µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèîíàë J íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ çà-
äà÷è 1, çàïèøåì îãðàíè÷åíèå, èìåþùåå âèä åå ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè (4), â âèäå

F (ϕ, κ) = 0. (11)

Çäåñü îïåðàòîð F = (F1, F2) : H1(Ω)×K → Y ≡ T ∗ ×H1/2(Γ) äåéñòâóåò ïî ôîðìóëàì

〈F1(ϕ, κ), S〉T ∗×T = 〈Aϕ, S〉T ∗×T −〈f, S〉 ≡ a(ϕ, S)−〈f, S〉 ∀S ∈ T , F2(ϕ, κ) = γϕ−ψ. (12)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïåðåïèøåì ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå îáðàòíóþ çàäà÷ó â
âèäå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

J(ϕ, κ) → inf, F (ϕ, κ) = 0, (ϕ, κ) ∈ H1(Ω)×K. (13)

ßñíî, ÷òî ôóíêöèîíàë J̃ ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó. Îòñþäà è òåîðåìû 1 âûòåêàåò
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (iii), ïðè÷åì µ > 0 ëèáî µ ≥ 0 è K � îãðà-
íè÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà çàäà÷à (13) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå
(ϕ, κ) ∈ H1(Ω)×K.

Âûâåäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (13). Äëÿ ýòîãî àíàëîãè÷íî
[1�4] âîñïîëüçóåìñÿ ýêñòðåìàëüíûì ïðèíöèïîì â ãëàäêî-âûïóêëûõ çàäà÷àõ óñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè [16]. Ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå F ′

ϕ ïî ϕ îò îïåðàòîðà F .
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå â êàæäîé òî÷êå (ϕ̂, κ̂) ∈ H1(Ω) × K
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

F ′
ϕ(ϕ̂, κ̂) ≡ (F ′

1ϕ(ϕ̂, κ̂), F ′
2ϕ(ϕ̂, κ̂)) = (Â, γ) : H1(Ω) → Y, (14)
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ãäå îïåðàòîð Â : H1(Ω) → T ∗ äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

〈Âτ, S〉 = â(τ, S) ≡ λa1(τ, S) + (κ̂τ, S), ∀τ ∈ H1(Ω), S ∈ T . (15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ∗ = T ×H−1/2(Γ), ãäå H−1/2(Γ) = H1/2(Γ)∗, äâîéñòâåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî ê ïðîñòðàíñòâó Y . Ïîëîæèì R+ = {λ ∈ R : λ ≥ 0}. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåî-
ðèåé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ [16] ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà (λ0, y

∗), ãäå
λ0 ∈ R+, y∗ = (η, ζ) ∈ Y ∗, ïðè÷åì ýëåìåíò η ∈ T èìååò ñìûñë �ñîïðÿæåííîé� êîíöåíòðàöèè,
è ëàãðàíæèàí L : H1(Ω)×K × R+ × Y ∗ → R ïî ôîðìóëå

L(ϕ, κ, λ0, η, ζ) ≡ λ0J(ϕ, κ) + 〈F1(ϕ, κ), η〉T ∗×T + 〈ζ, F2(ϕ, κ)〉Γ. (16)

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî F (ϕ,K) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà Y , à îïå-
ðàòîð F ′

ϕ(ϕ̂, κ̂) ≡ (Â, γ) : X → Y ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â ñèëó òåîðåìû 1, òî èç [16, c. 79]
âûòåêàåò íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (iii) ïàðà (ϕ̂, κ̂) ∈ H1(Ω)×K ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (13). Òîãäà ñóùåñòâó-
åò íåíóëåâîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà (λ0, y

∗) = (λ0, η̂, ζ̂) ∈ R+ × T ×H−1/2(Γ) òàêîé, ÷òî
ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ýéëåðà � Ëàãðàíæà

F ′∗
ϕ (ϕ̂, κ̂)y∗ + λ0J

′
ϕ(ϕ̂, κ̂) = 0 â X∗, (17)

è âûïîëÿåòñÿ ïðèíöèï ìèíèìóìà

L(ϕ̂, κ̂, λ0, y
∗) ≤ L(ϕ̂, κ, λ0, y

∗) ∀κ ∈ K. (18)
Èç èçîìîðôèçìà îïåðàòîðà F ′

ϕ(ϕ̂, κ̂) è (17) âûòåêàåò, ÷òî λ0 6= 0. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1, à ñîîòíîøåíèÿ (17) è (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

λa(τ, η̂) + (κ̂τ, η̂) + 〈ζ̂, τ〉Γ = −(r(ϕ̂− ϕd), τ) ∀τ ∈ X, (19)

(κ̂− κ, ϕ̂η +
µ

2
(κ + κ̂)) ≡

∫

Ω
(κ̂− κ)[ϕ̂η +

µ

2
(κ + κ̂)]dΩ ≤ 0 ∀κ ∈ K. (20)

Íèæå íà (19) ôîðìàëüíî áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà �ñîïðÿæåííóþ� çàäà÷ó. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
ïðÿìàÿ çàäà÷à (4), ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à (19) è íåðàâåíñòâî (20) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó
îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùóþ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ
(13).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë J â (10), çàâèñÿùèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ ϕ è κ, ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè F (ϕ, k) = 0 ìåæäó ϕ è k â âèäå ôóíêöèîíàëà I, çàâèñÿùåãî
òîëüêî îò ôóíêöèè κ è îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé

I(κ) ≡ J(ϕκ, κ) =
1
2
‖r(ϕ(κ)− ϕd)‖2 +

µ

2
‖κ‖2. (21)

Çäåñü ϕκ = ϕ(κ) îáîçíà÷àåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (4), îòâå÷àþùåå ôóíê-
öèè κ ∈ K. ßñíî, ÷òî çàäà÷à (13) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà I(κ) íà
ìíîæåñòâå K, ò. å. çàäà÷å

I(κ) → inf, κ ∈ K. (22)
Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå ðàçíîñòè I(k) − I(κ̂) çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà I

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû κ, κ̂ ∈ K. Äëÿ âûâîäà ýòîãî âûðàæåíèÿ îáçíà÷èì ÷åðåç
ϕ̂ = ϕ(κ̂) ∈ H1(Ω) è η̂ = η(κ̂) ≡ η(κ̂, ϕ̂) ∈ T , ζ̂ = ζ(κ̂) ≡ ζ(κ̂, ϕ̂) ∈ H−1/2(Γ) ðåøåíèÿ
ñëåäóþùèõ ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷:

λ(∇ϕ̂,∇S) + (κ̂ϕ̂, S) = 〈f, S〉 ∀S ∈ T , ϕ̂|Γ = ψ, (23)
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λ(∇η̂,∇τ) + (κ̂η̂, τ) + 〈ζ̂, τ〉Γ = −(r(ϕ̂− ϕd), τ) ∀τ ∈ H1(Ω), η̂|Γ = 0. (24)
Èç (23) è (4) ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü ϕ− ϕ̂ ≡ ϕ(κ)− ϕ(κ̂) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

λ(∇(ϕ− ϕ̂),∇S) + (κϕ− κ̂ ϕ̂, S) = 0 ∀S ∈ T , (25)

êîòîðîå ïåðåïèøåì ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà κϕ− κ̂ϕ̂ = κ̂(ϕ− ϕ̂) + (κ− κ̂)ϕ â âèäå

λ(∇(ϕ− ϕ̂),∇S) + (κ̂(ϕ− ϕ̂), S) = −((κ− κ̂)ϕ, S) ∀S ∈ T . (26)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè S = η̂ ñîîòíîøåíèå (26) ïðèíèìàåò âèä

λ(∇(ϕ− ϕ̂),∇η̂) + (κ̂(ϕ− ϕ̂), η̂) = −((κ− κ̂)ϕ, η̂). (27)

Ïîëîæèì äàëåå â (24) τ = (ϕ− ϕ̂) ∈ T . Ïîëó÷èì

λ(∇η̂,∇(ϕ− ϕ̂)) + (κ̂ η̂, ϕ− ϕ̂) = −(r(ϕ̂− ϕd), ϕ− ϕ̂). (28)

Ñðàâíèâàÿ (27) è (28), âûâîäèì, ÷òî

(r(ϕ̂− ϕd), ϕ− ϕ̂) = ((κ− κ̂)ϕ, η̂). (29)

Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (29) ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ïàðû κ, κ̂ ∈ K âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

I(κ)− I(κ̂) =
µ

2
‖κ− κ̂‖2 +

1
2
‖r(ϕ(κ)− ϕ(κ̂))‖2 + µ(κ̂, κ− κ̂) + ((κ− κ̂)ϕ(κ), η(κ̂, ϕ̂)). (30)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷èòûâàÿ (21), ëåãêî âûâîäèì, ÷òî

I(κ)− I(κ̂) =
µ

2
(‖κ‖2 − ‖κ̂‖2) +

1
2
(‖r(ϕ− ϕd)‖2 − ‖r(ϕ̂− ϕd)‖2) =

=
µ

2
‖κ− κ̂‖2 + µ(κ̂, κ− κ̂) +

1
2
‖r(ϕ− ϕ̂)‖2 + (r(ϕ̂− ϕd), ϕ− ϕ̂), ϕ = ϕ(κ), ϕ̂ = ϕ(κ̂). (31)

Èñïîëüçóÿ (29), îòñþäà ïðèõîäèì ê (30).
Ïîëîæèì äàëåå â (26) S = ϕ − ϕ̂. Èñïîëüçóÿ îöåíêó (6) è íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà-

Ïóàíêàðå, âûâîäèì, ÷òî

λ∗‖ϕ− ϕ̂‖2
1 ≤ λ‖∇(ϕ− ϕ̂)‖2 ≤ C0‖κ− κ̂‖‖ϕ‖1‖ϕ− ϕ̂‖1.

Îòñþäà è òåîðåìû 1, ñîãëàñíî êîòîðîé ‖ϕ‖1 ≤ Mϕ, âûòåêàåò îöåíêà

‖ϕ− ϕ̂‖1 ≤ C1‖κ− κ̂‖, C1 = C0Mϕ/λ∗. (32)

Òî÷íî òàê æå, ïîëàãàÿ â (24) τ = η̂ è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà-Ïóàíêàðå è òó æå
òåîðåìó 1, â ñèëó êîòîðîé ‖ϕ̂‖1 ≤ Mϕ, âûâîäèì, ÷òî

λ∗‖η̂‖2
1 ≤ ‖ϕ− ϕd‖‖η̂‖ ≤ (Mϕ + ‖ϕd‖L2(Q))‖η̂‖1.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ ‖η̂‖1:

‖η̂‖1 ≤ C2 = (Mϕ + ‖ϕd‖L2(Q))/λ∗. (33)

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå ëåììû
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Ëåììà 2. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ϕ(κ), ϕ̂ = ϕ(κ̂) è η̂ = η(κ̂) � ðåøåíèÿ
çàäà÷ (4), (23) è (24), ãäå κ ∈ K è κ̂ ∈ K. Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè (32), (33).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèîíàë I(κ) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ãàòî.

Òåîðåìà 4. Ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî îò ôóíêöèîíàëà I â ëþáîé òî÷êå κ̂ ∈ K â íàïðàâëåíèè
âåêòîðà h ∈ L2(Ω) ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

〈I ′(κ̂), h〉 = (µκ̂ + ϕ(κ̂)η(κ̂), h). (34)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì κ = κ̂ + th ñ t ∈ [0, 1], ãäå h ∈ L2(Ω) è t âûáåðåì
òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé ýëåìåíò κ ñíîâà ïðèíàäëåæàë ìíîæåñòâó óïðàâëåíèé K. Èñïîëüçóÿ
ëåììó 1, òîãäà èìååì

I(κ̂ + th)− I(κ̂) =

=
µ

2
‖κ̂+ th− κ̂‖2 +

1
2
‖r(ϕ(κ̂+ th)−ϕ(κ̂))‖2 +µ(κ̂, κ̂+ th− κ̂)+ ((κ̂+ th− κ̂)ϕ(κ̂+ th), η(κ̂)) =

=
µ

2
t2‖h‖2 +

1
2
‖r(ϕ(κ̂ + th)− ϕ(κ̂))‖2 + µt(κ̂, h) + t(hϕ(κ̂ + th), η(κ̂)). (35)

Èç (35) âûâîäèì, ÷òî

1
t

(I(κ̂ + th)− I(κ̂)) =
µ

2
t‖h‖2 +

1
2t
‖r(ϕ(κ̂ + th)−ϕ(κ̂))‖2 + µ(κ̂, h) + (hϕ(κ̂ + th), η(κ̂)). (36)

Ïåðåõîäÿ â (36) ê ïðåäåëó ïðè t → 0, ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ϕ îò κ,
âûòåêàþùåé èç ëåììû 2, ê ñîîòíîøåíèþ

〈I ′(κ̂), h〉 = lim
t→0

I(κ̂ + th)− I(κ̂)
t

= µ(κ̂, h) + (hϕ(κ̂), η(κ̂)) = (µκ̂ + ϕ(κ̂)η(κ̂), h).

Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

3. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (13) áóäåì èñïîëüçîâàòü äâóõñëîéíûé ãðàäèåíòíûé

èòåðàöèîííûé ìåòîä, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì óòî÷íåíèå κn ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå

κn = P (κn−1 − snI ′(κn−1)), n = 1, 2, ... . (37)

Çäåñü P : L2(Ω) → K � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî K, n � íîìåð èòåðàöèè, sn

� èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, I ′(κ̂) � ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà I, îïðåäåëÿåìûé â êàæäîé òî÷êå
κ̂ ∈ K ôîðìóëîé (34), ãäå ϕ̂ = ϕ(κ̂) è η̂ = η(κ̂) � ðåøåíèÿ ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷
(23), (24). Ôîðìóëû (37) è (34) ëåæàò â îñíîâå èñïîëüçóåìîãî â äàííîé ðàáîòå ÷èñëåííîãî
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è (13), êîòîðûé ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1) âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå κ0 ∈ K è ïîëàãàåì n = 1;
2) âû÷èñëÿåì êîíöåíòðàöèþ ϕn ≡ ϕ(kn−1) ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è

−λ∆ϕn + κn−1ϕn = f, ϕn|Γ = ψ (38)

ïðè âûáðàííîì κn−1;
3) âû÷èñëÿåì ñîïðÿæåííóþ êîíöåíòðàöèþ ηn = η(κn−1) ≡ η(kn−1, ϕn) ïóòåì ðåøåíèÿ

ñîïðÿæåííîé çàäà÷è
−λ∆ηn + κn−1ηn = −r(ϕn − ϕd), ηn|Γ = 0 (39)
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ïðè âûáðàííîì κn−1, âû÷èñëåííîé âûøå êîíöåíòðàöèè ϕn è çàäàííîé ôóíêöèè ϕd;
4) âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò gn ôóíêöèîíàëà I â òî÷êå kn−1 ïî ôîðìóëå

gn ≡ I ′(kn−1) = µκn−1 + ϕnηn; (40)

5) âû÷èñëÿåì íîâîå ïðèáëèæåíèå kn ïî ôîðìóëå

κn = P (κn−1 − sngn), (41)

ãäå sn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè I(P (κn−1 − sgn)) → inf (s > 0);
6) âûõîäèì èç öèêëà, âûáèðàÿ çà èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (13) ïàðó (kn, ϕn), èëè ïîëà-

ãàåì n = n + 1 è ïåðåõîäèì ê ýòàïó 2.
Èññëåäóåì íåêîòîðûå âîïðîñû ñõîäèìîñòè îïèñàííîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

Òåîðåìà 5. Åñëè gn 6= 0, òî gn ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñïóñêà äëÿ I(κn−1) è ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî I0, ÷òî

lim
n→∞ I(κn) = I0. (42)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ôîðìóëû (41) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà s > 0 , ÷òî

I(κn) = I(P (κn−1 − sgn)) < I(κn−1), n = 1, 2, . . . . (43)

Ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî (kn−1−sgn) ∈ K, òàê ÷òî P (κn−1−sgn) = kn−1−sgn, è èñïîëüçóÿ
ëåììó 1 ïðè κ̂ = κn−1 è κ = κn−1 − sgn, èìååì:

I(κn−1 − s gn)− I(κn−1) =
µ

2
s2‖gn‖2 +

1
2
‖r(ϕ(κn−1 − s gn)− ϕ(κn−1))‖2 − µs(kn−1, gn)−

− s(ϕ(kn−1 − sgn)η(kn−1), gn) =
µ

2
s2‖gn‖2 +

1
2
‖r(ϕ(κn−1 − sgn)− ϕ(κn−1))‖2−

− s(gn, η(κn−1)(ϕ(κn−1 − sgn)− ϕ(κn−1)))− s(gn, ϕ(κn−1)η(κn−1) + µκn−1). (44)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 è ñîîòíîøåíèå (6), âûâîäèì, ÷òî

‖r(ϕ(κn−1 − s gn)− ϕ(κn−1))‖2 ≤ C2
1‖κn−1 − sgn − κn−1‖2 = C2

1s2‖gn‖2,

|(gn, η(kn−1)(ϕ(kn−1 − sgn)− ϕ(kn−1)))| ≤
≤ C0‖gn‖‖η(kn−1)‖1‖ϕ(kn−1 − sgn)− ϕ(kn−1)‖1 ≤ C3s‖gn‖2, C3 = C0C1C2. (45)

Èç (44) è (45) ñëåäóåò ñ ó÷åòîì (41), ÷òî

I(κn−1 − s gn)− I(κn−1) ≤ µ

2
s2‖gn‖2 +

1
2
C2

1s2‖gn‖2 + C3s
2‖gn‖2 − s‖gn‖2 =

= (
µ

2
+

1
2
C2

1 + C3)s2‖gn‖2 − s‖gn‖2 = (βs2 − s)‖gn‖2, (46)

ãäå β = (µ + C2
1 )/2 + C3. Âûáèðàÿ s èç ïðîìåæóòêà (0, 1/β) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî gn 6= 0, èç (46)

ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî I(κn) = I(κn−1 − s gn) < I(κn−1).
Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà (κn−1 − sgn) 6∈ K, ñîîòíîøåíèå (43) äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãè÷-

íîé ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà ëèïøèöåâîñòè îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ P . Òàêèì
îáðàçîì, ïðè óêàçàííîì âûøå âûáîðå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I(κn) ïðè
n → ∞ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Îòñþäà ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà I0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (42).
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Òåîðåìà 6. Ãðàäèåíòû gn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
∞∑

n=1
‖gn‖2 < ∞, òàê ÷òî, â ÷àñò-

íîñòè, limn→∞ gn = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ (46) ïðè s = 1/(2β), çàêëþ÷àåì, ÷òî

I(κn)− I(κn−1) ≤ ‖gn‖2(
1
4β

− 1
2β

) = − 1
4β
‖gn‖2, n = 1, 2, . . . .

Ïðîñóììèðóåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïî n îò 1 äî N . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

N∑

n=1

(I(κn)− I(κn−1)) ≤ − 1
4β

N∑

n=1

‖gn‖2.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

I(κN ) +
1
4β

N∑

n=1

‖gn‖2 ≤ I(κ0).

Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

4. Ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì â ýòîì ðàçäåëå ñåòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(13). Ââåäåì â îáëàñòè Ω ðàâíîìåðíóþ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ ñåòêó ω ñ øàãàìè hα, α =
1, 2, ïîëàãàÿ

ω = {(x, y) : x = ih1, y = jh2, i = 0, 1, . . . , N1, j = 0, 1, . . . , N2}, ω = ω \ ∂ω.

Çäåñü ∂ω îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ. Êàê îáû÷íî, çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè φ(x, y) â óçëàõ (xi, yj) ñåòêè ω áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç φij .

Äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ îïðåäåëèì äâóìåðíûé ñòàíäàðòíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð Ëàïëà-
ñà Λ íà ïÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå, ïîëàãàÿ Λϕ = ϕxx+ϕyy, è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé
êðàåâîé çàäà÷å (1),(2) è ñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷å (19) ñëåäóþùèå ðàçíîñòíûå çàäà÷è
Äèðèõëå:

[−λΛϕ + κϕ]ij = fij , i = 1, . . . , N1 − 1, j = 1, . . . , N2 − 1, (47)
ϕ0,j = ψ0,j , ϕi,0 = ψi,0, ϕN1,j = ψN1,j , ϕi,N2 = ψi,N2 , i = 1, . . . , N1 − 1, j = 1, . . . , N2 − 1, (48)

[−λΛη + κη]ij = −rij(ϕij − ϕd
ij), i = 1, . . . , N1 − 1, j = 1, . . . , N2 − 1, (49)

η0,j = ηi,0 = ηN1,j = ηi,N2 = 0, i = 1, 2, . . . , N1 − 1, j = 1, 2, . . . , N2 − 1. (50)

Â òàêîì ñëó÷àå ðàçíîñòíûé àíàëîã ïðåäñòàâëåííîãî â ðàçä. 4 àëãîðèòìà ïðèíèìàåò ñëåäó-
þùèé âèä:

1) âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå κ0
ij , i = 1, 2, . . . , N1 − 1, j = 1, 2, . . . , N2 − 1 è

ïîëàãàåì n = 1;
2) âû÷èñëÿåì ñåòî÷íóþ êîíöåíòðàöèþ ϕn

ij âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè ω íà n-é èòåðàöèè
ïóòåì ðåøåíèÿ ñåòî÷íîé çàäà÷è (47),(48) ïðè κ = κn−1;

3) âû÷èñëÿåì ñåòî÷íóþ ñîïðÿæåííóþ êîíöåíòðàöèþ ηn
ij âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè ω

íà n-é èòåðàöèè ïóòåì ðåøåíèÿ ñåòî÷íîé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (49),(50) ïðè κ = κn−1,
ϕ = ϕn−1;

4) âû÷èñëÿåì ñåòî÷íûé ãðàäèåíò gn ôóíêöèîíàëà I ïî ôîðìóëå gn
ij = µkn−1

ij + ϕn
ijη

n
ij ;
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5) Âû÷èñëÿåì íîâîå ïðèáëèæåíèå κn ïî ôîðìóëå κn
ij = [Ph(κn−1 − sgn)]ij ïðè îïðåäå-

ëåííîì, íå çàâèñÿùåì îò n çíà÷åíèè s, ãäå Ph � ñåòî÷íûé àíàëîã îïåðàòîðà P ;
6) âûõîäèì èç öèêëà, ïðèíèìàÿ çà èñêîìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (13) ñåòî÷íûå

ôóíêöèè κn è ϕn, èëè ïîëàãàåì n = n + 1 è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ ïðîñòåé-

øåãî âàðèàíòà ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, ò. å. ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè, êîãäà ïàðàìåòð sn ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûõîäà èç öèêëà
èñïîëüçîâàëàñü îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

∫

Q
|ϕn − ϕd|2dΩ < 10−5 ëèáî |I(κn)− J(κn−1)| < 10−8. (51)

5. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
Ïðîàíàëèçèðóåì â ýòîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîëó÷åííûå ïó-

òåì ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Ïðîãðàììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü â ñðåäå èí-
æåíåðíûõ è íàó÷íûõ ðàñ÷åòîâ MATLAB 6.5 íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå PIV-2400.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé êâàçèðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñíà÷àëà ÷èñëåííî ðåøàëàñü
ïðÿìàÿ çàäà÷à, îïèñûâàåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (47),(48), ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ f, ψ è çà-
äàííîì êîýôôèöèåíòå κ = κd. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ îïðåäåëÿëèñü çíà÷åíèÿ ϕn(xi, yj)
ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (47),(48) âî âñåõ óçëàõ (xi, yj) ∈ Ω, i = 1, . . . , N1 − 1,
j = 1, . . . , N2 − 1. Äàëåå ïðîâîäèëîñü âîçìóùåíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè ϕn ñëó÷àéíûìè ïî-
ãðåøíîñòÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

ϕδ = ϕn + 2δ(σn − 1/2). (52)

Çäåñü σn � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå [0,1], à âåëè÷èíà
δ çàäàåò óðîâåíü ïîãðåøíîñòè. Çàòåì ðåøàëàñü îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ìëàäøåãî
êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ � ïàðàìåòðà κ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè
î ðåøåíèè ϕd â ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ (52).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì, èçëîæåííûì â ðàçä. 4, 5, âûáèðàëîñü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå
κ0, çàòåì íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå íàõîäèëîñü ðåøåíèå ϕn ñåòî÷íîé çàäà÷è (47), (48)
ïðè çàäàííîì ïðèáëèæåíèè κn−1 äëÿ κ. Äàëåå íà ýòîì æå èòåðàöèîííîì øàãå ðåøàëàñü
ñîïðÿæåííàÿ ñåòî÷íàÿ çàäà÷à (49),(50) ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ ϕn

ïðÿìîé çàäà÷è, ýòîãî æå ïðèáëèæåíèÿ κn−1 äëÿ κ è çíà÷åíèé çàäàííîé ôóíêöèè ϕd. Êàæäàÿ
èç óêàçàííûõ äâóõ çàäà÷ èìååò âèä ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ
ïÿòèäèàãîíàëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ñîïðÿ-
æåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG) èç ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì LINPACK, âñòðîåííûé â ñðåäó
MATLAB. Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòàïàìè 4 è 5 ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, âû÷èñëÿëîñü
çíà÷åíèå ãðàäèåíòà gn è íàõîäèëîñü íîâîå ïðèáëèæåíèå κn äëÿ κ. Çàòåì îñóùåñòâëÿëñÿ
ïåðåõîä íà íîâûé èòåðàöèîííûé øàã èëè ïðîèñõîäèë âûõîä èç èòåðàöèîííîãî öèêëà. Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå çà èñêîìîå ðåøåíèå ïðèíèìàëàñü ïàðà (κn, ϕn), âû÷èñëåííàÿ íà ïîñëåäíåì
èòåðàöèîííîì øàãå.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ïî x è y ñåòêà ïðè
N1 = N2 = 20. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ âûáèðàëèñü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

λ = 1, f(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω, ψ(x, y) = 1 + x, (x, y) ∈ Γ. (53)

Áûë ïðîâåäåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èäåíòèôèêàöèè ìëàäøåãî êîýôôè-
öèåíòà κ óðàâíåíèÿ (1), â êîòîðûõ èñêîìûé êîýôôèöèåíò ÿâëÿëñÿ êîíñòàíòîé, ôóíêöèåé,
çàâèñÿùåé îò îäíîé ïåðåìåííîé x èëè y, à òàêæå ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò äâóõ ïåðåìåíí-
íûõ x è y. Íèæå ìû ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû è àíàëèç âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî
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âîññòàíîâëåíèþ èñêîìîãî ïàðàìåòðà κ äëÿ äâóõ òåñòîâ, â êîòîðûõ òî÷íîå çíà÷åíèå âîcñòà-
íàâëèâàåìîãî ïàðàìåòðà κ îïðåäåëÿëîñü ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

κ(x, y)òî÷í = 5xy (54)

è
κ(x, y)òî÷í = sin 2πx sin 2πy + 1. (55)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ôóíêöèè κ0 = 8xy è κ0 = 0 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Âñå ïðîâîäèìûå ýêñïåðèìåíòû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé δ ðàçáèâàëèñü íà äâå ãðóïïû.
Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñèëèñü òåñòû, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ
ôóíêöèè ϕ. Öåëüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ýòîé ãðóïïû ÿâëÿëîñü èññëåäîâàíèå
âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà µ, âõîäÿùåãî â ðåãóëÿðèçèðóþùóþ äîáàâêó ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (21),
íà òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà κ, à òàêæå èçó÷åíèå âëèÿíèÿ
çíà÷åíèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà s íà ñêîðîñòü âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà κ. Êî âòî-
ðîé ãðóïïå îòíîñèëèñü òåñòû, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ϕn çàøóìëÿëàñü ïî ôîðìóëå (52). Öåëüþ
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ýòîé ãðóïïû ÿâëÿëîñü èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè îøèáêè
ðåøåíèÿ îò âåëè÷èíû âíîñèìîé ïîãðåøíîñòè δ ïðè ôèêñèðîâàííîì µ.

à á

Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðà κ ïðè
δ = 0, µ = 10−3, κex = 5xy, κ0 = 8xy.

à á

µ = 10−3 µ = 10−5

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðà κ ïðè
δ = 0, κex = sin 2πx sin 2πy + 1, κ0 = 0.

67



Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ òåñòîâ ïåðâîé ãðóïïû ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ. 1 è 2. Íà ðèñ. 1à ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ òåñòà 1 â
âèäå ïîâåðõíîñòåé òî÷íî çàäàííîãî ôîðìóëîé (54) è âîñòàíîâëåííîãî ñ ïîìîùüþ ïðåäëî-
æåííîãî àëãîðèòìà ïðè µ = 10−3 êîýôôèöèåíòà κ. Íà ðèñ. 1á ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèèÿ In = 1

2

∫
Ω |ϕn−ϕd|2dΩ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îò ÷èñëà n èòåðàöèé

äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà s, ðàâíûõ 80, 40, 20 è 10, ïðè µ = 10−3 äëÿ ýòîãî æå òåñòà
1. Âèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà n èòåðàöèé ïðîèñõî-
äèò óáûâàíèå In è êàê ñëåäñòâèå � óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Êðîìå
òîãî, ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà s ñêîðîñòü óáûâàíèÿ In âîçðàñòàåò.

à á

δ = 0.02 δ = 0.005

Ðèñ. 3. Âëèÿíèå âíîñèìîé ïîãðåøíîñòè δ íà òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ κ ïðè µ = 10−3

(κex = sin 2πx sin 2πy + 1, κ0 = 0).

à á

δ = 0.02 δ = 0.005

Ðèñ. 4. Âëèÿíèå âíîñèìîé ïîãðåøíîñòè δ íà òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ κ ïðè µ = 10−4

(κex = sin 2πx sin 2πy + 1, κ0 = 0).

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ òåñòà 2 â âèäå ïîâåðõ-
íîñòåé òî÷íî çàäàííîãî ôîðìóëîé (55) è âîññòàíîâëåííîãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà êîýôôè-
öèåíòà κ ñîîòâåòñòâåííî ïðè µ = 10−3 (ðèñ. 2à) è µ = 10−5 (ðèñ. 2á). Àíàëèç ðèñ. 2 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà κ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâåííî çàâèñèò
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îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ: ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ, òåì òî÷íåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ
èñêîìûé êîýôôèöèåíò κ.

Ïðèâåäåì òåïåðü ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ òåñòîâ âòîðîé ãðóï-
ïû. Íàïîìíèì, ÷òî öåëüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ òåñòîâ ýòîé ãðóïïû ÿâëÿëîñü
èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòè δ íà òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìîãî êîýôôèöèåí-
òà κ. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ ÿâëÿëèñü ôèêñèðîâàííûìè, à
çíà÷åíèÿ óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè δ óìåíüøàëèñü îò 10−1 äî 10−5, ïðè÷åì â êà÷åñòâå òî÷íî çà-
äàííîãî êîýôôèöèåíòà κ èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ (55). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè δ = 0.02 è
δ = 0.005 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çíà÷åíèé µ = 10−3 è µ = 10−4 íà ðèñ. 3 è 4 â âèäå
ñå÷åíèé ïëîñêîñòüþ x = y ïîâåðõíîñòåé òî÷íî çàäàííîãî è âîññòàíîâëåííîãî ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà êîýôôèöèåíòà κ. Óêàçàííûå ñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3à, 3á ïðè µ = 10−3,
à íà ðèñ. 4à, 4á � ïðè µ = 10−4.

Àíàëèç ïðèâåäåííûõ ðèñ. 3 è 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî, ÷åì ìåíüøå âíîñèìàÿ ïîãðåøíîñòü δ,
òåì òî÷íåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ìëàäøèé êîýôôèöèåíò κ óðàâíåíèÿ (1). Êðîìå òîãî, òî÷íîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà κ óëó÷øàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì çíà÷åíèÿ µ.

6. Çàêëþ÷åíèå
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëà èññëåäîâàíà îáðàòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè

ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà äëÿ äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè-ðåàêöèè.
Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è áûë ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñíî-
âàííûé íà ïðèìåíåíèè äâóõñëîéíîãî èòåðàöèîííîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, è èññëåäîâàíà
åãî ñõîäèìîñòü. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé
çàäà÷è ñâåëîñü ê ìíîãîêðàòíîìó ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷ äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ è âû÷èñëåíèþ ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà íà êàæäîì
èòåðàöèîííîì øàãå. Àíàëèç ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàë ýôôåê-
òèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà
µ, âõîäÿùåãî â ðåãóëÿðèçèðóþùóþ äîáàâêó ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, è âå-
ëè÷èíû âíîñèìîé ïîãðåøíîñòè δ.
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ABSTRACT
In this paper the inverse problem of identi�cation of a coe�cient in the two-
dimensional stationary equation of di�usion � reaction is considered. For the solution
of this problem the numerical algorithm is developed which is based on the two-layer
gradient algorithm. Theoretical aspects and the convergence of the algorithm are
discussed. The results of numerical experiments are analyzed in details.
Key words: elliptic equation, inverse extremal problem, coe�cient identi�cation, gra-
dient algorithm, pollutant transfer.


