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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК 

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ С. М. НИКОЛЬСКОГО 
О КОМПАКТНОСТИ КЛАССОВ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

Л. Д. К у д р я в ц е в 

В настоящей заметке мы будем использовать понятия и обозначения, 
введённые С. М. Никольским в статьях [1], [2], [3] и [6]; но для пони­
мания заметки достаточно знакомства только с работой С. М. Никольского [1]. 
Напомним коротко основные определения и некоторые результаты этой 
статьи. 

Пусть 0 < р < °°, через Ьу обозначим пространство функций, сумми­
руемых в p-ii степени на всём тг-мерном действительном пространстве Еп 

и для каждой cp£Lpn\ через ||ср||рп) обозначим её норму в смысле Lp
n) l). 

Пусть gVl ... уп(хг, . . ., хп) (рассматриваемая как функция п комплекс­
ных переменных) есть целая функция экс-потенциального типа степени 
V; > 0 по переменной xi (г = 1, 2, . . . , п). Для функций gy±... Уи£ L^} , 
1 < Р < ° ° , С. М. Никольским получены следующие неравенства: 

' V I . . . Vn 

дх{ r<*ill*v1...vJ|(pB) (1) 

(обобщённое неравенство Бернштейна). 
Если 1 < р < рг < со7 то 

lkv1...vji?)<2" ( f [ tkJ~\\gyi... VJ|̂ >. (2) 
1 

Если 1<т?г<7г, то при любых фиксированных хт+1, . . . , хп 
-f-OO ~\-CO \ 11 1 

{\ ••• \ \8,г... * , ,№ ... ^ 7 < 2 » ( П \УНъ... ЪгС- (3) 
—ОО — ОО 7TI-J-1 

В дальнейшем всегда 1 < р < оо 9 г. > 0, г.. = /\ + а., г4 — целое, 0 < а. < 1 
(г= 1, 2, . . . , п). Через Яр1"1,'"'Гл) (М19 . . . , A/J обозначается совокупность 
всех функций /g £р

п), имеющих обобщённые частные производные / ^ 6 Lf} 

такие, что || А^} (/j£\ /г) ||рП) < Д/41A |"г; Л/. — некоторые фиксированные поста-

х) Под || <р Ида мы понимаем, как обычно, vraisup|©j. 
ЕП 
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янные (при этом для а{ < 1 вторую разность можно заменить первой). 
Естественным образом определяются классы НрЪ - , , r « ) (G; М19 . . . , Мп) 
функций /, заданных на некоторой области GczEn[2]. При записи по­
стоянные Mi иногда для краткости будут опускаться (г = 1, 2, . . . , п). 

Если /£НрЪ'",Гп)(М1У . . . , Мп), то в L^ имеет место разложение 

/ = § £ v ; gv6 4n ) (v = o, i, 2, . . . ) , (4) 
где 

Здесь gv — целые функции экспотенциального типа степеней 2Г<- по пере­
менным xi7 а постоянная С зависит от М-, г., но не зависит от v£ 

<* = 1, 2, . . . , п). 
В круге изучаемых вопросов каждую функцию имеет смысл рассма­

тривать определённой с точностью до меры нуль, поэтому естественно сле­
дующее определение: 

пусть1<га<гг, Е%т ... х ( 0 ) - % {xm¥1=x(m+i9 ..., ^n = ^n0)} и /g L^n). 

Через /(#1? . . . , #m, £ш+ь • ••> #п0)) обозначается такая функция (если она 
существует), что для любого куба Q^ = g { |# { |<Д, г = 1 , 2, . . . , т} 
имеет место соотношение 

lim I \ I / (хг, . . ., хт, хт+1, . . . , #п) 

(0) я (ок I P ^ / O W I P . 

2 - ~-(0) 
1 

- / ( * „ . . . . хт, x£iu . . . , x D | V ( ? r j P = 0. 
п оо 

Если /€Я£-1 Ч * = 1—тг 2 т > 0 и / = S ^ И . (4)], то 
У * — Г-1 *—> 

о о 

/ \ХХ, . . * , Я?т, #т-|-1> • • • > ̂ п ) = /J 8Ч \X1J • • • У ^щ' ^m-f-b • • • > #п / ("/ 
\=0 

и в силу (3) и (5) 

где С не зависит от а44-ь • ••? я40)- Как это уже отмечалось выше, все 
перечисленные результаты принадлежат С. М. Никольскому. 

Введём теперь дополнительные обозначения. Для всякого измеримого 
множества EczEn через L^(E) будем обозначать пространство функций, 
суммируемых в р-и степени на Е, а через ||ср ||рЕ) — норму в этом про­
странстве функции (D^L^(E). 

Пусть далее 1 < я г < п и (?#° = % {\х{ \<R, i — l, 2, . . . , тг}, положим 

(̂ й ( £ m + b . . -, Хп )-=Цв. ( | i i ( 0 ) f0 )e 
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Доказываемые ниже критерии компактности классов дифференцируемых 
функций являются обобщениями соответствующих критериев С. М. Николь­
ского [1] и В. И. Кондрашева [5]. Метод их доказательства аналогичен 
методу доказательства С. М. Никольского и основан на разложении в про­
странстве Lp

n) функций в ряд по целым функциям конечной степени 
(см. [4] и [1]). 

П 

Т е о р е м а 1°. Пусть l < m < w , х = 1 У, — > 0 и {/J, ограни-

ценная в Lp, — последовательность функций 
fk$Hp--'r*)(M1,....,Mn), \\и№<М (s = l, 2, . . . ) , 

где Mv . . . , Мп и М — неотрицательные постоянные. Тогда из последо­
вательности {fk} можно выделить последовательность {fk} (s=l, 2, . . . ) 
такую, что каковы бы ни были фиксированные a4Jfi, •••> х^ и R>0, 
последовательность fks(x1, . . . , хт, хт\\, . . . , х^) сходится в 
L%) {QR1 (xm-t-i, • ••, %п ))? причём эта сходимость равномерна относи-

(0) (0) 
тельно #m-fb •••» хп • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложим согласно (4) функции fk в ряд по 
оо р. 

целым функциям: / fe= 2 gyk, и положим h^h= 2 gvk- Очевидно, что h^h 

есть целая функция степени не выше 2^ r t по переменной х- (г—-1, 2, . . . ) . 
Для (л > 1 в силу (5) имеет место неравенство 

оо оо сю 

и-Ч-1 и+1 ц.-И 

При этом постоянную В можно выбрать так, чтобы она не зависела ни от 
номера к, ни от номера [х. Отсюда на основании (2) при р' ~ оо получаем: 

| |^l!S)<2n(n2^)p |!/^||r<2"(22^yJB, (8) 
1 i 

т. е. при фиксированном |А = 1, 2, . . . , последовательность целых функций 
hXxk ограничена по модулю в Е71. В этом случае, как хорошо известно, из 
последовательности h^ (к = 1, 2, . . . ) можно выделить подпоследовательность, 
равномерно сходящуюся на любом компакте ФаЕп. Применяя, если надо, 
диагональный процесс, мы можем получить такую последовательность 
индексов к8, что последовательность функций h^k ( 5=1 , 2, . . . ) будет 
равномерно сходиться на всяком компакте Ф с С при любом |х>1. Для 
простоты записи будем полагать, что уже последовательность h^k обладает 
указанным свойством. 

Фиксируем какой-либо куб QR И будем там, где это не может вызвать 

недоразумений, вместо <?(xv . . . , хт, Xm+i, . . . , Хп) писать просто ср. По 
доказанному для любого е > 0 существует ке такое, что 

II W^-A^ll» < s (*>*•> />о), 
8 Успехи^матем. наук, т. IX, вып. 1 
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а значит, при любых фиксированных xm\-i, ..., Хп и QR=QR (#m+i, ••-, хпЧ 
имеет место неравенство 

I I W - U ^ I P ; < s m e s P ^ m ) (/c>/c£, / > 0 ) . (9) 
о ~ о 

Согласно (6) /== 2 J £%>&> отсюда 

о о (G<mA от о °° о (с>(™П 

о о (Q(™n ~ о , ч * о , . 

Теперь можно выбрать [х столь большим, что второй член будет 

меньше ~ независимо от выбора к, I и ^ , . . . , Хп\ При фиксирован­

ном {А согласно (9) можно найти к (е) такое, что первый член будет меньше -^ 

при fc>&(e), Z > 0 и независимо от выбора а4п+ь •••> я40)- Применяя, если 
надо, диагональный процесс, мы получим подпоследовательность, которая 
будет сходиться в Lv

n) (Q^ (х\п\{, . . . , х^)) при любом J? > 0 и любых 
Хт\\, . . . , х)г\ Теорема доказана. 

Для дальнейшего нам понадобятся три леммы. 
п 

Л е м м а 1°. Пусть 1 ^ — > 0. Функции F и f определены со-
m-fl 

ответственно на Еп и Ет = Е^ 0 ... 0, fk^H^"'"rn\ \\fk\\P
n)<M (А = 1, 2,. . .) , 

причём для любого куба QR последовательность fk сходится в Lp (QR) 
о 

к функции F, а последовательность fk — fk(xt, . . . , хт, 0, . . . , 0) схо­
дится в ^(Q^) к функции / , Q^ = QP [) Ет. Тогда существует 
о о 

F -- F (xv . . ., хт, 0, . . . , 0) и F = / . 
со 

Согласно (4) в L<,n): / f e = S 
gVfe, где gVk, как всегда, — целые функции сте-

о 
пеней 2 П по #£ (г = 1, 2, . . ., /г). Положим /г^ — 2 gvh- Из доказательства 

теоремы 1° видно, что без ограничения общности можно считать, что при 
любом фиксированном [х>1 последовательность h^k (& — 1 , 2, . . . ) равно­
мерно сходится на любом компакте ФС1Еп. Более того, фиксировав неко­
торый компакт Ф и применив, если надо, диагональный процесс, мы можем 
предположить, что на Ф 

| / г ^ - / г ^ _ ! | < ^ > > 1 , * = 1, 2, . . . ) . (Ю) 
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Из (5) и (7) следует 

115 

• | ( " > ^ \ \ 

v--fe+l 

(п) 
Р <-* 2V ~~ 2fe 

v=fc+ l 
к~КЛТ<\ S И Г < 2 ^ = ж - о при ь 

о о 
l!4-AJir<|j 2 Н Г < 2 Й = ^ - о ч* л — 

v=fc+l v = H 1 

(постоянные В1 и 5 2 не зависят от к). 
Для любого куба (?#} имеем: 

IK-AWJIP ; < K - / h | | p ; + l!/k-*№llpn)-^0 при *->o> 
II 

II/-***!!* '<Н/-/*11*Й Ч | | / , - - ^ Г - > а при *->оо. 
Следовательно, в L^ (Q$) 

со 

F = /гоо + .2 . (А» ~ V i fc-i)» 

а в 4 m ) (<?Г) 
fe=l 

0 °° О О 

Теперь при любых фиксированных жт+1, . . ., хп и кубе фд1*, применяя 
(7) и (10), получаем: 

II Ь h W^^^Wh h \\^Q^^A-\\h h • ' I I ^ V ? ' • 
il nkk ~ % - i h - i UP ^ II пш ~ nkk-i UP i " II /2/??г-1 ~~ nk~ik~i UP ^ 

< 
mes"pQ^m) 

, II (m) ^ # 3 f #4 . 

I Sfcfe-i I|P ^ 2fe • 2fex ' 

постоянные B3 = mespQR и JS4 не зависят от к. Далее : 
• 1 • 

( \ \ F {xv . . ., хп) - f (х1г ..., хт) \pdQ^y = 

О О 

= ( 5 | /г°о + 2 Vh* - 'VuJ - L - 2 (L - <Wx) |P dQ(^ J< 
1 CO 

< 
И-1 ^+1 

< ( ^ I A^ - L |" rf$T > ) г + 253 2 Ж + 2*4 2 ^ = 
И-+1 P.+ 1 

(^i/^-Lr^m)7+|f+|f 
( 5 5 и Б 6 не зависят от к). Пусть теперь задано s > 0. Выберем jx столь 
большим, чтобы сумма второго и третьего членов' правой части неравенства 
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была меньше -^ (очевидно, независимо от # т + 1 , . . . , хп), после этого в силу 
п 

непрерывности h^ можно взять Ь > О такую, что при "У \х\; I < & первый 

член будет также меньше -^ . Лемма доказана. 

Л е м м а 2°. Т/устъ / 6 # ? ь " " Гл) ( i J / l f . . . . , Д/п), (p) — система неот-
п 

рицательных целых чисел р{ ( г = 1 , 2, . . . , п) таких, что в = 1~ 5 J — > 0; 

тогда д?1+— +?п f 

дх\* . . . Ав£* 
< ч<#,+|[ /Г 

причём постоянная С зависит только от ri и Mi (г = 1, 2, . . . , /г). 
С л е д с т в и е . Пусть система © функций / £ #рГ1' "' ' rw). ограничена 

п 

в L^ й б = 1 — ^ ! — > 0 . Тогда система производных д х '" Pw^ , / £ @ т а я -

г*се ограничена в Lp
n\ 

ТУ « л # 1 + — + Р » ф . ' 
Б дальнейшем для всякой функции ср вместо " будем писать 

да^1 . . . да;Р» 
просто ср(р>. 

оо 
В силу (4) / = 2 £v- Условие б > 0 обеспечивает существование нуж-

оо 

ной нам производной ([1], стр. 276), при этом в ЬрП) /<Р) = 2 §vp) • ПрИМе-

няя (1) и (5), получаем: 
оо п 

II (/ - *о)(р) Г < S II ̂  ИРП) < 2 ( П 2 г*) II ̂  Г < 2 |е = ^ т • 
V = l v = l г=1 \ = 1 

Замечая далее, что gQ есть целая функция нулевой степени из (1) и (5), 
имеем: 

U(op)r<lkoir<c+||/r. 
Соединяя эти неравенства, получаем: 

\iM;u\№t4\\(f-gjM\\p<-^+\\fC-
п 

Л е м м а 3°. Пусть ! < / ? < / / < оо и х = 1 — Г ; J 2 ~ > 0. 
1 

Гогда для любой функции /£Н{р1,""Гп)(М1, . . . , Мп) 

1|/Г<2^(^+||/Г), 
где постоянная С зависит только от Mi и r{ ( i = l , 2 , . , , , п) *). 

х) Леммы 2° и 3° по существу, хотя и в не сформулированном виде, содержатся 
в цитированных работах С М. Никольского. 
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Согласно (4) f—2jgyy причём это равенство имеет место не только 
v=0 

но и в L$ (см. [1], стр. 269); применяя (2) и (5), получаем: 
ОО ОО П V 1 1 

и /Г<2 ikvr<2"2(n2^7_377i!gvr< 
v=0 v=0 1 

ОО 

v = 1 

В дальнейшем через (т) и (X) обозначаются системы неотрицательных 
целых чисел iv . . . , im и Xm+1, . . . , Хп, через /(т> и /<А> — соответствующие 
им обобщённые частные производные, взятые по переменным х19 . . . , хт, 
или ж т + ь . . . , хп\ при этом / ( я >(^ , . . . , хт, x£\.t, . . . , хп

0)) мы будем 
называть нормальной производной функции / , рассматриваемой на т-мерном 
пространстве, определяемом фиксированными координатами Zm\-i, ••• , #п0) • 

Т е о р е м а 2°. Пусть 1 < / ? < / / < оо, 1 < т < / г > 

п 

Тогда из всякой ограниченной в смысле L^ системы S функций класса 
Нр1''" 'Гп) (М1У . . . , Мп) можно выделить последовательность /feG£> 

(А = 1, 2, . . . ) такую, что каковы бы ни были фиксированные значения 
Хт\.\ , . . . , Хп и компакт Ф CZ Еп последовательность 

сходится в пространстве (О (0)] вместе со всеми своими 

частными производными дТ ) и нормальными производными Дя), для ко­
торых av > 0 и Хя > 0, причём эта сходимость равномерна OmmCU-

ib) (0) 
тельно а^+ь . . . , # п ' . 

Далее, пределы нормальных производных суть соответствующие нор­
мальные производные предельной функции F, и для любой ограниченной 
области GciEm F^eH(^""am)(G)y где о, = г;.<оТ, a F{x) £ Я<?.ь " " ш (С), 
где Ру = гдА ( / = 1 , 2, . . . , т) *). 

Эта теорема есть обобщение соответствующей теоремы С. М. Николь­
ского ([1], теорема 14, стр. 276). Её уточнение идёт, во-первых, за счёт 
рассмотрения не только частных производных по одному переменному, но 
и смешанных, во-вторых, за счёт рассмотрения нормальных производных, 
в-третьих, за счёт установления класса предельной функции и её произ-

г) Подсчёт зависимости постоянных для указанных классов от постоянных перво­
начально данного класса не представляет труда. 
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водных, в-четвёртых, за счёт утверждения об одновременной сходимости 
на всех сечениях компактов m-мерными координатными плоскостями. 

Перейдём к доказательству теоремы. Пусть / £ © , (р) — система неотри-
п 

дательных целых чисел рх, . . . , рп, т? = х т — 2 7 > 0 ж Рг = гг(^1 — 2 Г-) 
1 гф] 

(очевидно, р- > 0). Тогда согласно теореме С. М. Никольского 

и нетрудно подсчитать, что постоянные этого класса зависят только от 
постоянных исходного класса Нр

п*'" ,r'l) и от г1, . . . , гп. При этом 

1 r i 1 mfl 

Поэтому в силу леммы 3° 

| | / ( Р ) | , ( ' ! > < 2 " ( - ^ + | | / ^ | 1 ? ) ) -

Но для / £ @ согласно лемме 2° совокупность гвсех /<Р) также ограничена 
в Lp , а значит, по доказанному и в Lp< . Кроме того, в силу теоремы 
вложения С. М. Никольского /(Р) g #р°.ь ' " ' 5 п ) , где 8i = xp. (i = 1, 2, . . . , яг). 
Поэтому можно применить теорему 1°, в силу которой мы и получим нуж­
ное нам утверждение о сходимости / (Р), В частности /(<Г) и /<я). То, что пре­
делы нормальных производных суть нормальные производные, следует не­
посредственно из леммы 1° и того, что из всякой последовательности про­
изводных /<д), / g S , МОЖНО выделить подпоследовательность, сходящуюся 
в Lp (Ф), где Ф —любой компакт в Еп. Это можно получить как из тео­
ремы 1° при т = п, так и из теоремы С. М. Никольского о компактности 
классов дифференцируемых функций ([1], стр. 276). 

Пусть G — ограниченная область в Lm(0) (О) и F — предельная функ-
хт±\ "• хп 

ция, к которой сходится в Ь)Р'(Ф[)Е (О) (оЛ вместе со своими отме­
чу хт+1 "'хп J 

ченными производными выделенная нами последовательность fk £ @. Если 
хз1 = а1 + а1 (см. формулировку теоремы), ах— целое, 0 < а х < 1 , то легко 
убедиться, что существует 

?=—;^7= Г > 
a c j 1 * 0 1 . . . dx™ 

и она удовлетворяет условию 

II Ах, (?, /г) ||^г,) < | Л Г ^ , 0 < | /г | < т) 1), 

ибо этому условию удовлетворяют производные того же типа функций 

fk(xlf . . . , #m, #m+i , ••• > ^п0)) и оно сохраняется при предельном пере-

х) Мы полагаем G4= g {р (ж, Em\G) > •»]}, т] > 0. 
x6G 
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ходе в LpP (G). Аналогично нужно рассуждать для других координат и для 
нормальных производных. Теорема доказана. 

Пусть теперь Г ( т ) — т-мерное достаточно гладкое (см. [6]) замкнутое 
многообразие, расположенное в области GczEn. Мы предполагаем при этом, 
что всякая достаточно малая связная окрестность каждой точки многообра­
зия Г (ш) имеет явное представление, т. е. представима, например, в виде 

^. = ^(^1» ж2> • • • у хт), i = m + l, ... , п, 1 < т < / г , 
где функции g. определены на некоторой области D, лежащей в соответ­
ствующей координатной плоскости. Такие окрестности мы будем называть 
элементарными, а числа (хг, . . . , хт) — местными координатами на много­
образии Г ( т ) . Пусть, далее, / g H^ (G); С. М. Никольским показано в статье 
[6], что при соответствующих предположениях о гладкости Г ( т ) функция / 
определяет на Г ( т ) некоторую функцию fv{m)\ в той же работе [6] опреде­
ляются обобщённые нормальные производные функции / вида 

и1У 1 • • • их'п—т 

на многообразии Г ( т ) , соответствующие некоторым взаимно ортогональ­
ным нормалям Nlf . . . , Nn_nV восстановленным к многообразию Г ( т ) в дан­
ной точке. 

В силу сказанного выше функцию / г (ш ) в элементарной окрестно­
сти каждой точки многообразия Г можно рассматривать как функ­
цию т аргументов, а именно от т местных координат: Х{х, Х{29 . . . , xim 

( 1 < ^ < ^ ; ik, ф ik» при к' фк"\ к, к\ к" = 1, . . . , т ) , и можно говорить 
£р\\- . . . Ч-Т/п j / ч 

о производных вида ^~ на I ; (если они, конечно, существуют), 
дх"-1 . . . дх;т 

которые мы будем называть касательными производными функции / . 
Имеет место 

т 
Т е о р е м а 3°. Пусть 1 < / ? < / / < о о , 1<тгг<тг, г > 0, т = 2 ту и 

/ • = 1 
п 

^ = 2 /̂г- Тогда из всякой ограниченной в пространстве L^ (G) системы 
k—m-\-1 

S> функций, принадлежащих классу Нр (G), можно выделить последова­
тельность, сходящуюся в смысле L^1' на I вместе со своими касатель-

d*f г) 
ными производными вида и нормальными производными вида дх]} . . . дх^т 

г1 Ьп дЧ 

п — г, 

если только 

т ; ) > 0 и г —к ml 7 ) > 0. 
р р J р \р р J 

х) Мы предполагаем при этом, что многообразие Г ^ покрыто конечным числом 
элементарных окрестностей, в каждой из которых фиксирована некоторая местная 
система координат и согласованная с ней достаточно гладким образом система норма­
лей Nl7 . . . , iVn_m (о последнем СхМ. подробнее [6]). 
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При этпом пределы нормальных производных суть нормальные производные 
предельной функции. 

Как ' и в теореме 2°, можно получить оценки 77-классов предельных 
функций и без труда сформулировать более общую теорему, утверждающую 
наличие последовательности, сходящейся одновременно на всех многообра­
зиях, получающихся из данного многообразия Г ( т ) достаточно малым сдвигом. 

Наметим ход доказательства. Возьмём покрытие многообразия Г ( т ) ко­
нечным числом достаточно малых шаров Qk9 строго содержащих в себе 
шары Ph, также образующие покрытие Г ( т ) . Если каждое пересечение 
Qkf]T(m) содержится в соответствующей элементарной окрестности, то случай 
каждого шара можно свести к теореме 2° методами, развитыми С. М. Ни­
кольским в [6]. Это и позволяет получить нужную последовательность, 
сходящуюся вместе со своими указанными выше производными на всех Pkr 

а значит, и на Г( . 
З а м е ч а н и е 1°. Теоремы 2° и 3° дают возможность получать не­

сколько более общие критерии компактности, касающиеся уже смешанных 
«касательно-нормальных» производных. 

З а м е ч а н и е 2°. Все результаты настоящей заметки остаются в силе, 
если под / понимать периодические, периода 2тс, функции с нормами, взя­
тыми по кубу, определяющему период. Доказательства совершенно анало­
гичны, если только под gvi...vn понимать тригонометрические полиномы по­
рядка \ по переменной xi (г = 1, 2, . . . , п). 

З а м е ч а н и е 3°. Все теоремы остаются верными и для конечных систем 
функций, определяющих некоторое отображение гг-мерного пространства или 
области, ибо для сходимости последовательности отображений необходима 
и достаточна сходимость соответствующих последовательностей функций, 
задающих рассматриваемые отображения. 

Поступило в редакцию 26 июня 1953 г. 
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