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Введение 
Настоящая работа посвящена численному решению уравнений лами­

нарного пограничного слоя в сжимаемом газе, основанному на применении 
метода интегральных соотношений. Излагаемый ниже метод является 
обобщением развитого в работе А. А. Дородницына [1] метода численного 
решения уравнений пограничного слоя в несжимаемом газе. 

В работе рассматриваются уравнения плоского или осесимметричного 
ламинарного пограничного слоя в сжимаемом газе с произвольным распре­
делением градиента давления по поверхности обтекаемого тела. Числа 
Прандтля Рг, газовая постоянная R, теплоемкость газа при постоянном 
давлении с р , показатель адиабаты х принимаются не зависящими от темпе­
ратуры. Вязкость газа р есть, вообще говоря, произвольная функция тем­
пературы. 

§ 1. Постановка задачи 

Уравнения ламинарного пограничного слоя в сжимаемом газе в плос­
ком случае имеют следующий вид: 

ди , ди dpP . д ( ди\ 1 

дри . dpv А 

-щг-т-дТ= ' . (1Л> 
д Г и2 1 д Г и2~\ ри Т х [IcvT + —J + pv^lcv Т + < T J = 

Ре = ЯрТ. 
Здесь х, у — независимые переменные, х отсчитывается по касатель­

ной к телу, у — по нормали; и (х, у), v (х, у) — составляющие скорости 
газа по осям х яу; р (х, у), Т (ж, у) — плотность и температура газа соот­
ветственно; ре — давление на внешней границе пограничного слоя, счи­
тается заданной функцией переменной х\ \х — вязкость газа, считается за­
данной функцией переменной Т\ с р , i?, Рг, I —^соответственно, теплоем­
кость при постоянном давлении, газовая постоянная, число Прандтля,. 
механический эквивалент тепла, считаются заданными постоянными. 

Так как уравнения пограничного слоя в осесимметричном случае 
известным преобразованием (см. [2]) сводятся в точности к виду (1.1), то 
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очевидно, что наши рассмотрения справедливы и для осесимметричного 
случая. 

Граничные условия для системы (1.1) можно записать в следующей 
форме: 

и(х,у)\у=0 = 0, \ | .' (1.2) 
v {х, у) \у. „ = 0, .! | . (1.3) 

lim и (х, у) = U (х), I (1.4) 

lim (1срТ+ 4) = 
у-*со 

,. и (х, у) . ' 
l i m -TTTST = 1, *->0 ^ i/=const=f о 

lim 
х - > 0 

y=const¥=0 

•Jcp Г + и*/2 

F 2 /2 
к max / * 

= l 

885 

(1.5) 

(1.6) 

( 1 - 7 ) 

В этих формулах U (х) — скорость на внешней границе пограничного 
слоя; функции U (х) и ре (х) связаны соотношением 

Ре (?) = Ро 1 — 
U* (х) 
у2-тах 

(1.8) 

где р0 — давление торможения во внешнем потоке j (В дальнейшем индек­
сом 0 будут отмечаться значения величин в адиабатически заторможенном 
потоке; все такие величины считаем заданными! 

Далее, величина V2

max связана с давлением то эможения 7\ следующим 
образом: F m a x = 2IcvT0. 

Из (1.4) и (1.5)" следует 

причем 

lim Т (х, у) = Те (х) 
у ^ с о 

1сг,Г,;(х)+ — —1,1ах' ' 

Граничное условие, выражающее баланс т ё р ф на стенке, принимаем 
в одной из следующих форм. 

1. Конвективный поток тепла в тело равен количеству тепла, излу­
чаемого телом в газ в единицу времени, что означает 

(1-9) 

(1.10) 

(1.11) 

где к — теплопроводность газа, е— степень черноты тела, а — постоян­
ная Стефана — Больцмана. | 

2. Поток тепла в тело есть известная функций переменной х: ' 

В частности, если тело нетеплопроводно и не (излучает, то поток тепла 
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в тело равен 0, т. е. 

3. Температура тела задана: 

- (Т)у=о = > ( * ) • ' - ( 1 . 1 4 > 

Уместно сделать здесь следующее замечание. 
Излагаемый ниже численный метод применим, когда граничное усло­

вие, выражающее баланс тепла на стенке,есть, вообще говоря, произволь­
ное соотношение, связывающее величины 

*• t ^ L o ' {Т)У=°> ШУ=О/ 
Нужно только, чтобы краевая задача для системы (1.1) оставалась коррект­
ной. Соотношения (1.11) — (1.14) представляют собой некоторые конкре­
тизации упомянутого соотношения, имеющие наглядный физический 
смысл. 

§ 2. Редукция к системе обыкновенных дифференциальных уравнений 
Введем обозначения: 

P Po 1
 0 

ro T ^ max 7 о 

Сделаем в системе (1.1) и соотношениях (1.2) — (1.6), (1.10) — (1.13) сле­
дующую замену зависимых и независимых переменных: 

х • 
1 

F m a x ^ о 
U(x) } 0 Ic T + u 2 / 2 

и = uU, 
- dt 
и з— 

ox 

\ A) 
Здесь R — некоторая постоянная, имеющая размерность длины. Тогда 
система (1.1) примет вид 

а е ( 1 - с ф 

TsT dt 

Условия (1.2) — (1.7) запишутся следующим образом: 

» (*, 0 |i=o = ' (2.2) 
w (s,j) \ t = 0 = 0, (2.3) 
lim u(s , t) ' -= 1 , ( 2 . 4 ) 
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lim h (s, t) = 0, 
t->oo 

Д т и (s, 
s-Ю 

=const=£o 
t) = 1, 

lim h (s ,t)= 0. 
s->0 

f=const^o 

Соотношения (1.11) — (1.14) приобретут форму | 

dh\ Vv'.oTl f W t o - T , 1 ] Уп 

(2.5) 

( 2 . 6 ) . 

( 2 . 7 ) 

(2.S) 
[ dt)t=o - у v 0 Po (1 - a?e • a' | | T ^ 

_(hdh\ _ / Д Р Г ф [ з ф ) ] j / О 

Отметим, что из"' 

W M = l - ^ i (2.11) 

Ic Т + и*/2 
= h 

следует 

Значит, 

1 _ т _ а ^ 2 =А; ; (2.12) 
• ! 

( t ) i = 0 = l - (h)t=0. ! 

Заменим теперь систему (2.1) некоторой системой|интегральных соотно-
щений, используя при этом условия (2.2), (2.3) и (2.4), аналогично тому 
как это было сделано в работе [1]. , ! 

Для этого умножим первое условие системы (2.-1) на -L /'(гг), второе 
! du 

на / (гг), где / — пока произвольная функция; сложим два получившихся 
уравнения; проинтегрируем результат по t от 0 до ojo; сделаем под знаком 
интеграла переход от переменной интегрирования t ц переменной интегри­
рования гг, считая s параметром; введем обозначения 

0 - -J— , со = в/г, р = • ф* 
du/dt ' ' ' a e (1!— a2) 

_ , , . \. j 
потребуем, чтобы функция / (гг) была такова, что | 

lim wf(u) = 0; | , (2.13) 

положим, наконец, z = 1 — гг и / (гг) = ] (1 — >z) |= / (z)\ тогда, учиты­
вая (2.2), (2.3), (2.4), получим : | 

1 i 1 ' | . 
^Q(l-z)f(z)dz=-^®f'(z)z(2-z)dz+- ;! (2.14) 

о . о : • | ' : 

+ ^(z)dz + ^ - \ l r d z , ' 
о о ' | 

где в 0 = в (s, и) | - = о , со0 = со (s, й)\-=(>, Ь0 = Ъ (т) = Ь (1 - <о о /0 о ) . 
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Далее, первое уравнение системы (2.1) умножим на h d£^l\ второе на 
_ • •_ du 

fif (гг), третье на / (гг); сложим три получившихся уравнения и после ана 
логичных преобразований получим 

1 1 

^ со (1 — z) f (z) dz == —- (3 ^ со/' (z) z (2 - z) dz + (2.15) ds 
о 

- 3 i f / ' ( ^ ^ - i - ^ / ' ( i ) - i § / " w ^ -
0 0 0 

+ ( P ! + 1 ) IV' ( * ) d z -g4r + 2al {Vr ~1) \¥ '<* - z) /' (2) <h-
Здесь 

и #o = (#)й=о* Естественно, что функции / (z) должны быть такими, чтобы 
все интегралы в (2.14), (2.15) были конечны. 

Возьмем теперь последовательность систем функций 

{/.}, (ЛЬ {/з}, • • • , {/„}• 
В п-ш члене этой последовательности содержится ровно п функций 

2, 2 2 , . . . , Zn. 

Образуем 2п — 1 интегральных соотношений, взяв в (2.14) в качестве 
/ (z) последовательно п функций из {/п}, а в (2.15) п — 1 функций из {/ п_ 1}. 
Мы полагаем при этом, что функции zk (к = 1, 2, . . .) обладают всеми 
свойствами, наложенными нами на / (z) при выводе (2.14), (2.15). Неиз­
вестные 6 ( 5 , z), со (s, z), а также их комбинаций заменяем в полученных 
интегральных соотношениях некоторыми аппроксимирующими выраже­
ниями, совпадающими с точными значениями аппроксимируемых функ­
ций в п точках Zi = (п — i) I п (i = 0, 1, . . . , п — 1) и учитывающими 
некоторые особенности поведения указанных функций при z 0. 

Именно, если обозначить 

(i = 0, 1, 2, . . . , (n — i)/n), > 

то примененные нами аппроксимирующие выражения имеют следующий 
вид: 

п—1 71—1 

в(«, z)~4-2 ( З а ^ А ^ в ь -
• , ' ' г=0 ' j=0 

г=0 . j=0 , i=0' 3=0 i 

•; ^ — - s f s ^ y ^ . • . ^ * s ( s 1 ^ . W f f , . 
г=0 0- •.. ' г г=0 ^3=0, ' 

п.—1 , n—1 2 

г=0 О I х 
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Здесь вследствие ( 2 . 12 ) Ъ{ = Ъ [1 — щ1 ®i т - (i /п)2а2

е], a aj г /с<°> 
(г, / = О, 1 , . . • >.л.— 1; a =ь 1 , 2У 3 , 4 ) — некоторые числа; удовлетво­
ряющие соотношениям ! 

j = 0 

( о ) _ _ / л — i \ w ~ — 0» 1» 2 ; . . . -f-1, v 
1 ."' U="l, 2, 3, 4 Г i У ' 

В выражениях ( 2 . 17 ) ^ считаются известными 'функциями величин 
bj, (Oj, 6j (/ = 0 , 1 , 2 , . . . , п — 1 ) , определенными посредством соотно­
шений ' 

9*~ ^ Wejz=(n_i)/n 

= - ^ { i [ z i ' ( i « H M » ^ ] } . у ^ щ , 
. , i = 0 3 = 0 г •JJ z=(n—i)/n г 9=0 W J 

( 2 . 1 8 ) 

где rj. (г, / = 0 , 1 , 2 , . . ., n — 1) — некоторые числа. 
Подставляя аппроксимирующие выражения ( 2 . 17 ) в упомянутую выше 

систему из 2п — 1 интегральных соотношений, получим систему из 2п i— 1 
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно 2п неизвест­
ных функций 0г (^), щ (s) (i = О, 1 , . . ., п — 1) : ! "• 

п-1 

п—1 п—1 п—1 

j=o . j=o j=o ; j=o v j / 

2 = - & 2 e?«i + ' э 2 F > 1 ( 2 Л 9 ) 

з=о i=o j=o , i . , , . f > , Г ; 

' j=o w j M , j=o , . • ,. .>( j -j? Я=о* f f4 > ^ i 

( г , / - 0 , 1 , . . ^ ^ - 1 ; G = 0 , i ; , „ ; / i - 2 J , — ' :i " " - , > S f ? 

где точки над ©j, COJ .означают дифференцирование по -5, а Ь)\ с], Й|, е), 
/°, /г?, па

р p°(i, j ±=* 0 , 1 , . . . , гг г~ 1; СУ = (НД, i, . *,v/&f— 2) — некото­
рые числа; считаются известными функциями 0ь о>ь 1 определенными 
посредством соотношений ( 2 . 1 8 ) . ;| I едч 

В дальнейшем систему (2.1.9) будем называть также иногда аппрокси­
мирующей системой гс-го приближения. Система ( 2 . 1 9 ) незамкнута. До­
полнительное соотношение между неизвестными фу нкцйям йг полу ч&етсw 
из граничного условия, выражающего' баланс тепла на стенке. * ^ А ь 

Пуст^, например, это граничное условие имеет вид ( 2 . 8 ) , т. е. 1 ' 

11 ЖВМ и МФ, № 5 
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Н О 

1 — 0 % 3=0 „ J 

Таким образом, получаем 

0° A j
 0 i ^ ^ р о ( 1 - а ^ ^ - ч ^ — С р • (2;20> 

Это соотношение замыкает систему (2.19). 
В случае, если условие баланса тепла на стенке имеет вид (2.10), дс-

полнительное соотношение, которое нужно присоединить к системе (2.19)> 
приобретет форму 

п—1 

2 . со-
г *ёТ = 0 - . (2.21) 

3=0 3 

Наконец, в случаях, когда условие баланса тепла на стенке имеет вид 
(2.9), (2.11), получим, соответственно, 

0 0 Й i 6 i . S ^ P o K ^ ^ ( l - a 2

e r ( x - V ' ( } 

go. = 1 . l _ < P i Г*(')1 / о n o . 

Ниже будут выписаны системы первого, второго, третьего и четвертого 
приближений, а также выражения (2.18) для каждой из этих систем. Сис­
тема первого приближения имеет вид 

а выражение (2.18) 

2 ^ - - - р А 0 о + рсоо + ^ 

60со0 

Система второго приближения имеет вид: 

- т 6 . + т * > = - е ( - т в . + т в . ) + *<>* + £ . 
i e 1 = - p ( 4 e „ + 4 - e 1 ) + | ! ( 4 - » 0 + 4 » 1 ) + i | i - 4 » ! . , 

I * . — » . ( т * + Ь ) + 1 > ( ^ + * Й + ! | + < 

+(*Ц(**+Ц-*кЙ*-«)*' 
где 

Система третьего приближения:, 

4" ©о - Т ®i + Я" ©* = - Р ( 4 ©о - Т © х + 2Т ®i) + Э ( т «о + Т <*) + £ , 

ST ©0 + ^ © 1 + ^ = - Р (и" @ 0 + Т @ 1 + | - @ 2 ) + 

, о / 1 , - , I i , , | 1 ,. V , 7 &о 3 i i 3 & 2 
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где 
_ ^ 0 _ / 11 (Dp • Q 0 ) i 

g ° ~~ Go \ 2 Go + у е ! 2 G2;J 1 

? 2 ~ 6 2 U e0 ° G 1 " t " 2 в 2 Г 

Система четвертого приближения: Л | 

- Ш @ О + Т 1 © 1 - ^ 2 + | © З = - Р ( - ^ © О + 1®1И©2+110З)4-
i a / 2 i , 2 \ . 6о 

4 ©* + i в 2 + i 0з = - Э (1 в 0 + 10 : 1 + f0 ©2 + й ©з) 4-

+ Р(45 + Г5 W l + 15 ®» + 45 <°3 J + 45 ё 7 ~ 45Щ ~ 15 
32 &з 

15 0^ о .'45 03 * 

4 ©О + ^ © 1 + 71 ©2 + 4 © 3 = - Р ( Ш © 0 + 1 ® 1 f i l © 2 + Ш © з ) + 

.1 о П , ч § 3 , 1 , 1 Д , 38 Ь0 8 6i 2 Ъг 8 63 
+ Р \ 3 0 Ю 0 + Т Ю 1 + Г0 Ш 2 + 15<0 3 ) + 1 5 0 7 — J^~~^B2~ Г 5 в7 ' 

, „ / 3 1 , 08 , 2 , 4 \ , 109 60 I 272 61 4 Ь2 1В 63 
Р\То5 *°0 "Г" 105 Ю 1 + I U 5 f t ) 2 i - i o 5 « 3 J - t - 1 5 - g - T - ! ^ 0 ^ — 359^ — 35 J£ , 

: i • ' • !• 

"Г" p \90 0 O " Г 45 0 ! ' 15 0 2 ' 45 0 3 j ' @2 > \\>r ~J- j \90 «О "I - 45 VI ."Г 

1 1 v 

4 ©0 + ^ ©1 + Ш ©2 - - Р(ш 0 « + Т В Н " 57 © * ) + . ; 

, 0 /13 > ч , 3 , ' . 3 , \ . 47 Ь0 9 6i 9 &2 

+ Р [w w o + Т ®i + -So а») + аГ ei" ~ Т 1Г_—
 20 о; -

в- «о + W Щ + W ©а = - Р °°o + io" <°i + Ш ?» ) И" j . 

+ e(ig + 4^+^) + f+(к+л ) (Н '4^+4*)-6+' 
^ Ш е \ р г < А / х60 Go Т 40 Gi ^ Ю 0 2 / 

4 Ло + 2 ^ 1 + 407% - - Р ( ж о̂ + у ®i + l F ^ J r H 

P \60 0 O + 5 Gx 20 G 2 / ~* "60 @ 2 10 : e 2 | 20 G 2 

(h+i)(U + ib + £«.h £'+'2а< Ш- f) (i& + i &+i I ) ' 
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Ш Л о + ш й* + к 6 « + Ш ®з = — Р (Щ ©ь + | % . + ш ю 2 + Ц %) +' =. 
2 2 2 2 

! -о / 1 - ^ 0 к- _ 8 _ . ' ® 1 | 2 ш 2 | 8 Ш 3 \ , S3 Ьфп . ,32&'i.(uj 4 6 2 Ю 2 32 &з<йз\ , 
"Г" Р 4̂5 в 0 • 1 5 6 i ' 15 0 2 " Г 45 0 3 j "Г 45 @2 « 0 2 lo 0 2 45 g2 | + 

• ' . _J . 9«2 (±<Л /. L .4 • v h _s l ^ L _ r i ! M 
; . 1 ' ^ Р г - )\Щ 6 0 -T-315- X, e 2 1" :и&©,,; 

4 ^ Щ *>» = P ( ^ (й 0 +4% + 3 | « 2 + 4 0 ) з ) + 
2 2 2 2 

4_ p / i L ^ 2 i - i i ^ l I 1 ^ O- JL!0*\ ; 379 faeDo -544 M i , ,4 &2CO2 32&зФз 
' P \140 во 6i ' 35.02 .35 0 3 / "1 7U e 2 : 315 @2 35 @2 35. @2 "1 '< 

0 j 1 2 3 

+ (FF + 4 ) ( a ^ 0 + ж ?i + з 4 r s ^ 3 ) - g + : , v Г 

• d : f £ ь j , : :

 5 T e \ P r y . W 0 o T 3 5 в х Г 1 " 3 5 0 2 - т 1 0 5 e j > 

„ '.&o / 25 0 ) 0 . A 0)i 4 9 0 ) 2 , 16 0 ) 3 \ 

? o = 0"i~ JWo•+ l b e i - ^ © 2 + 3 eii> 
6l / " COo 10 0)i д 0 ) 2 0 0 ) 3 \ 

? 1 - e i V - . e i - , T e I + b e ; - « e i J ' ' 
_ _ ^ 2 _ f i 0 ) 0 _8 COi , £ Ю з \ ''" 

Я 2 ~~ в 2 \ з 0 O з ^ т 3 0 J > 
' Y — i i °22 ± 9 ^ _ h ^ i - 10 cojA 
Д 3 0 o

t ^ e 1

 О е 2 ^ з 0 з ; ' 
^ i 1 

§ 3. Начальные условия для аппроксимирующих сиадем 
Систему га-го приближения (2.19) с одним из замыкающих ее соотноше­

ний (2.20), (2.21), (2.22), (2;.23) будёмназывать замкйутой аппроксимирую­
щей системой п-го приближения или просто замкнутой аппроксимирую­
щей Системой. J... { J . , , : •'. ; . • "г 

Рассмотрим вопроб о начальных условиях для замкнутой аппроксими­
рующей системы, когда в качеств^ замыкающего- соотношение использо­
вано (2.20). Напомним, что (2.20) получилось из условия баланса тепла 
на стенке, (2,8). Таким образом, система (2.19), (2,20); аппроксимирует.ре­
шение системы (2.1), удовлетворяющее. (2.2) — (2.7) и (2.8).. Остальные 
случаи^будут рассмотрены ниже. ; 1 

Пусть функция а е (s) такова, что в окрестности значения s = 0 ее можно 
представить в виде • '-:

 г :.' • •;• | , • ' ] • , • •• — • • .. ;• - / ••• : -/ 
s • oce(s) =Csm [1+:0 (41, ; (3.1) 

где С — const. Тогда функцию (i (s) в окрестности нуля можно предста­
вить в виде !' :: I ' ' ^ ' • « 

;,(.v)-,^fl +0(s)\. ;:. ^ (3.2) 

Из физических соображений, естественно положить 

.[; . ; f : :

l : : \ ! ; • 0 < ш < 1 . ; (3.3) 
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Тогда существует и. конечен предел . •• -

И т £ = а 0 . .! . : л ( 3 . 4 ) 
s->0 u e 

Рассмотрим систему | 

dw , ди т у 9 Ч . д I т ди \ 

ди . dw N " 1 /Q с\ 
• _ , ; . ; . . ; ( } 

dh . -ah 1 д l-rdh\ , , , J / 1 , \ d / Г d» 2 \ ' . . v 

1ДО /7 ^ 6 ( 1 — h — С 2 6 m w 2 ) , j i 
6 m = {; 

(О, если тфО. 
11, если w = 0. 

Эта система получилась из системы (2.1) следующим образом: в певцом 
уравнении системы (2.1) функция р (s) заменена главным членом Своего 
асимптотического представления в окрестности значения s = 0, второе 
уравнение системы (2.1) оставлено без изменения, в третьем уравнен™ 
функция а е (s) заменена главным членом своего асимптотического пред­
ставления, если в (3.1) т: = 0, и если в (3.1) m =/= 0, т. е. lim ае (s) = 0, 

то член третьего уравнения системы (2.1), в который а е (s) входит множите­
лем, отброшен. 

Будем искать решение системы (3.5), удовлетворяющее следующий 
граничным и начальным условиям: ! • "'' 

Ч=о = °- N (3.6) 

Ч = о = Р > (3-7) 
l im « (* , t) = i , ; • 7 (3.8) 

lim h(s,t)= О, : \- •].'• (3.9) 
t-fOO j : 

l im B ( S , t) = 1, I ! (3.10) 
J = const * о j 

l im h{s,t) = 0,l \ (3.11) 
* = const ф 0 

Задача (3.5) — (3.12) автомодельна. В самом деле, (3.5) — (3.12) инва­
риантны относительно группы преобразований 

5' = .ps, t' = It, и' '= и, wr 4 Я • А ' = А . (3.13) 

Отсюда следует, что решение (3.5), удовлетворяющее (3.6) — (3.12)'; 
имеет вид 

и = <р' (X), w = s'l/^ {%), 1 = 6 (X), (3.14) 
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где К = s-4*t, а функции ср (А), -ф (А,) и б (X) удовлетворяют некоторой сис­
теме обыкновенных дифференциальных уравнений, которую можно полу­
чить, подставляя (3.14) в (3.5). 

После некоторых эквивалентных преобразований эту систему можно 
записать в виде -

_ ± ф ( р " = _ т [1 - 6 (К) - ф'« (Л)] + [Ц"У, 
< ~ • , 1 ч ( 3 4 5 ) 

- = ^ (66')' + 2C6m (1; - l) (йф'ф'Т, 
где I = 6 [ U 4 (Я,). - С2бтф'2,(Я)]. 

Условия (3.5) — (3.12) дадут граничные условия для системы (3.15). 
При этом (3.6) и (3.7) переходят в 

Ф (0):= 0, (3.16) 
•ф' (0) = 0, (3.17) 

(3.8) и (2.10) переходят в 
Птф' (X) = 1, (3.18) 

> . - > о о 

(3.9) и (3.11) переходят в 

и (3.11) - в 

lint б (Л,) = 0, (3.19) 
Х - ю о 

(6 6') = Рг ео7* {[1 - 6 (О)]* - [1 - СТ>т]*}.у R а 0 (3.20) 

Сформулируем теперь следующее предположение. Решение и (s, t)r 

~iv{sitt)rh(s, t) системы (2.1), удовлетворяющее условиям (2.2) — (2.7) и (2.8) 
в окрестности значения s — 0, близко к решению и (s, t), w (s, f)9 h (s, t) 
системы (3.5), удовлетворяющему (3.6) — (3.12), в следующем точном 
смысле: 

lim и (s\ t) = ф' (А0), (3,21) 
s -И) • 

X 0 = s _ 1 / 2 / = const 

lim =ф"(Л0), (3.22) 
s-M) 0 1 

- X 0=s-V 2f • ч . 

lim h(s\ t) = б(Я0), (3.23) 

где ф (X), б (Я) — решение (3.15),"удовлетворяющее (3.16) — (3.20). 
Из (3.21), (3.22), (3.23) следует, что существуют и конечны пределы 

lim s~V2&i = A t \ ^ 

s-Ю 
где 0i и (0|, как и прежде, означают, соответственно, 

1 / h 

(3.24) 

(du/dt)-=i/n ' \du/dt)-:=i/n 

(Здесь гг, /г — решение (2.1), удовлетворяющее (2.2) — (2.7) и (2.8).) 
Вернемся к рассматриваемой нами замкнутой аппроксимирующей 

.системе п-то приближения. 
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Из (3.24) вытекает, что нужно искать такие решения этой системы, ко­
торые в окрестности нуля представимы в виде ' |; 

e^A^jTs [1+0(8)1 \ ; (3.25) 

Щ = B ° n i V ~ s [ l + 0 ( s ) ] . ; | 

Оказывается, что если имеют место (3.2), (3.3), (3.4), ;то замкнутая аппрок­
симирующая система (2.19), (2.20) имеет единственное решение, которое 
в окрестности нуля допускает представление (3.25).; 

При этом числа А^ и Впъ удовлетворяют некоторой трансцендентной 
системе уравнений, которую можно получить, подставляя (3.25) в (2.19), 
(2.20) и переходя к пределу при s —̂  0. Выпишем систему для определенна 
чисел Ani и Bni: I 

1 2 - - ™ 2 S) b'?, -1- m ^ Щ ^ I (3.26) 
; = 0 i = 0 5 = 0 n j " 

n - 1 -r 0 ; n ~ 1 Г 

Здесь 

~ _ -n у ! j "nj 
Я™ ~~ Kij^'Kj ( i , / = 0, 1 , . . , , o :=0 , l , . . - , « - 2 ) , 

Pr eoT* 
no 

Л П 0 

_{1:_с»вт]«|.ул 

r ^ P . ( l - C W A ) ^ i / V n 

(3.27) 

(3.28) 

Определив числа Ani, 5 ^ из (3.26), (3.27), (3.28), можно численно интег­
рировать замкнутую аппроксимирующую систему '(2.19), (2.20) с началь­
ными условиями Л ' 

Естественно, что 5 0 нужно выбирать как можно ближе к нулю. 
Заметим, что если функция ае (s) в окрестности нуля представима асимп­

тотическим рядом 

осе (s) = C0s/2 + ds + • • • + C / j + m if О ( s i / 2 + 1 ) , - (3.30) 

то решение замкнутой аппроксимирующей системы можно представить 
в этой окрестности следующими асимптотическими рядами: 

ID, (s) = Я?*''" + B}s + • • • -f Б ^ ( № ) / 2 ^ <P (s 5 / 2 + 1 ) . . • ' 
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Мы рассмотрели вопрос о начальных условиях, когда система (2.19) 
замыкается соотношением (2.20). -

Замкнутую аппроксимирующую систему, состоящую из (2.19), (2.21), 
можно считать частным случаем только что рассмотренной; нужно лишь 
положить в равенствах (3.12), (3.20), (3.28) 8 = 0. 

Если замкнутая аппроксимирующая система состоит из (2.19), (2.22), 
то предыдущие рассуждения нужно немного изменить, а именно нужно 
предположить, что существует и конечен предел 

^ Н т ф [х (s)] = ф 0, 

и соотношение (3.12) заменить следующим: ; * 
dh\ Р г ф о [ 1 - ( ^ 0 ] VR -am' = а 0 

dt А = о ср у F m a x Tl У v„ р„ (1 - С в т ) « Л " - « fs' 

Соответственно этому (3.20) следует заменить соотношением 
-<Ь6') ' - ' . Рг <р,о [ 1 - 6 ( 0 ) ] а 0 . 

a (3.28) — соотношением 

Рг ф о [ . 1 - ^ ] - а о ; VR 

: •••• ' p Y y ^ n y ^ i i - c ^ i ^ -
Наконец, если замкнутая аппроксимирующая система состоит из (2,19), 
(2.23), необходимо предположить, в дополнение к предыдущему, что 

Н т ф ! [х (s)] = ф ю < + ° ° о 

Далее соотношение (3.12) следует заменить на 

Соответственно этому соотношение (3.20) заменится; на 
б (О) = 1 - ф 1 0 / Т 0 , 

а (3.28) — на 

§ 4. Некоторые результаты 
Изложенным методом был рассчитан сжимаемый плоский погранич­

ный слой на цилиндре с пластинкой (фиг. 1) п р и Ж а З ' = 4, Рг = | - ; зави­
симость вязкости от температуры бралась 
по формуле Сезерленда, т. е. 

_ Температура торможения Т0 при расче­
тах бралась равной 1000° С. Тело счита­

лось нетеплопроводным и неизлучающим, т. е. граничное условие, вы­
ражающее баланс тепла на стенке, имело вид 
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Зависимость безразмерной скорости — Ш ^ т а х

; на теле от величины 
х = x/R, где х — длина дуги, отсчитываемая от критической точки, R — 
радиус цилиндра, изображена на фиг. 2. Эта функция взята из расчета 
обтекания данного тела потоком идеального сжимаемого газа при Моб..-== 4, 
проведенного О. М. Белоцерковским и П. И, Пушкиным (см. [3], [4]); 

Как видно из графика, точка х = я /2 является точкой разрыва функ­
ции daej dx. 

В рассматриваемом нами случае т = — о ^ ! 
В первом приближении -имеем 

|ва=-р4в0 + р©0 + 
" i f ' 

Но из (4.1) следует, что # 0 = 0. Зна­
чит, о о = 0. Таким образом, 

— — S - в -4- — 
J_ 
г з 

Фиг. 2 

Интегрируя это уравнение при начальном условии в 0 | 8 = 8 о = А%]/ 
где А % Находится методом, описанным в § 3, и равно 1,309307, получаем 
Ф У Н К Ц И Ю 6 0 (s). ; 

Решение системы (3.26) — (3.28) (в данном случае в (3.28). нужно по­
ложить 8 == 0, после чего оно примет вид q0= 6) дало следующие резуль­
таты: : 
во !втором приближении (п = 2) 

^ 0 = 1.1461666, : 

^ = 1.823133, ; 

в10 = #21 = 0; 

в третьем приближении (п = 3) 

А°го = 1.1486837, ! 

Al± = 1.5237882, \ 

A°S2 =-2.5120662, i; 

Bin = Вы = 5 о о — 0 

в четвертом приближении (п — 4) 

^ 0 = 1.1477527, •:. . j 

Л ^ = 1.4008036, ; | 
• . . , ^ = 1.8929945, -j I 

^ 3 = 3.1892659, Г 
рО р 0 р0 рО ; # 4 0 = # 4 1 = # 4 2 = /543 = ;1U, ; 

Численный расчет ламинарного пограничного слоя 
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вообще для любого приближения 

B°NI = 0 (i = 0 , 1 , . . . , л — 1 ; « = i , 2 , . . . ) . 

Рассмотрим полученные нами величины А^0 (гг = 1, 2, 3, 4). Они яв­
ляются приближенными значениями величин 

6 ( 5 , и)|-" (@h)-

l i m — - ^ = ^ 5 , l i m — ^ = < 
где @ = 1/ (du/dt), а и, /г —решение системы (2.1), удовлетворяющее 
(2.2) - (2.7) и (2.10). 

Используя (3.21) — (3.23), можно получить 
&(s, й)\. , 

Иш '• =А°й= ' 1 

(6Л)-

. l i m — ^ 1 = ^ = ^6(0)., 
S-+0 у S 

гдеф (к) и б (X) — решение (3.15), удовлетворяющее (3.16) — (3.20). В на­
шем случае т = у ; кроме того, в (3.20) нужно положить 8 = 0. После 
этого (3.15) запишется в виде ^ 

-ТФФ ; = .Г(1 - * - ф " ) + (?ФТ, -ТФ 6 ' - - W W Y , (4-2) 
где 6 = 6 [1 — 6 (К)]. Условия (3.16) — (3.20) примут вид 

Ф(0) =0, 
Ф' (0) = 0, 

Пюф' (X) = 1, (4.3) 
lim 6 (X) = 0, 
Х-кх> 

б' (0) = 0. 
Проинтегрировав (4.2) с (4.3), можно получить ф" (0) и б (0) и опреде­

лить, таким образом, точные значения Л о и В®. Сравнив и BQ С получен­
ными нами приближенными значениями А°т, B%,^ (п = 1, 2, 3, 4) этих ве­
личин, можно получить некоторое представление о точности предложен­
ного метода. 

Очевидно, что В°0 = 0. Расчеты дают значение А°0 = 1.147354. Отличие 
между А°А0 и Al составляет, таким образом, 0.04%. Оказалось, что интегри­
рование замкнутых аппроксимирующих систем второго, третьего и четвер­
того приближений с начальными условиями, определенными по формулам 

в < п ) I — A°'Vs~ 
w i | s = s 0 — л п г V ло» 

(п = 2, 3, 4) 

где Апи В°пг — вычисленные нами значения, а верхний индекс п у функций 
в* и « г указывает номер приближения, дало неверные результаты. Необ­
ходимо поэтому вычислять следующий член асимптотического разложения 
в окрестности нуля у функций о<п>. * 



\ Численный расчет ламинарного пограничного слоя 899 

Из структуры аппроксимирующих систем в рассматриваемом случае 
видно, что имеет место следующее асимптотическое представление функ­
ций (о<п> в окрестности нуля: 

• ' © | п ) = Ч-. О (sV.): 

Расчеты величин В\г дали следующие результаты: 
для второго приближения (п = 2) 

~ В\0 = 0.18383643 С 2 , 

В\г = 0.21931255 С2; 

для третьего приближения (п = 3) 

Bl0 = 0.16559539 С2, 
В1Х = 0.17403809 С 2 , 
В\г = 0.13120886 С2; 

для четвертого приближения (п = 4) 

- 0.1609154 с 2 , v ; / У 

5 ^ = 0.1747788 С 2 , 1 ; ' % 

J?i8 = 0.1503851 С 2 , 

J5j3 = 0.0749421 С 2 . 

Здесь С = lim -5^ = 0.4697659. 

Системы первого, второго, третьего и четвертого приближений инте­
грировались численно на машине БЭСМ-2 ВЦ АН СССР. Решение системы 
первого приближения дает функцию О 0 (s). Функция о 0 (s) для первого 
приближения, как уже отмечалось, тождественно равна нулю. Системы 
второго, третьего и четвертого приближений интегрировались с началь­
ными условиями 

где числа А*П\Ж Вх

Пг приведены выше. - " ' . 
При^расчетах величина s0 бралась в пределах от 10" 3 до 10" 4 . Для каж­

дого приближения интегрирование велось от нескольких различных зна­
чений 5 0 и продолжалось до значения s = 2.422, что соответствует х = 7.02., 
Была использована стандартная программа интегрирования обыкновен­
ных дифференциальных уравнений методом Адамса — Штёрмера с автома­
тическим выбором шага по заданной точности. Для каждого приближения 
счет производился при точностях 0.002 и 0.0002. 

Для расчета первого приближения на машине БЭСМ-2 потребовалось 
около 5 мин., для расчета второго 10 мин., для расчета ^третьего 20 мин. 
и для расчета четвертого приблизительно 2 часа. В!каждом случае увеличе­
ние точности приводило к весьма незначительному увеличению времени 
счета. • 

Некоторые результаты расчетов приведены на фиг. 3 и 4. На фиг. 3 
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' . . • \ - У ФИГ. 4 , ' 

изображена зависимость величины приведенного трения на стенке: 

' l / ^ i _ f i V i i ^ l ^ y / ( X _ 1 ) v o J R 
1 _•- Г x .rf 1 I 2 J M /ди\ 

от ж для первого, второго, третьего и четвертого приближений. Разрыв 
в точке ~х — я/2 величины dxuv/dx обусловлен разрывом в этой точке ве­
личины dajdx. Наибольшее отличие в величине т п р между третьим и чет­
вертым приближениями не превышает 0.5%-. На фиг. 3 эти кривые неотли-
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чимы. На фиг. 4 изображена зависимость величины 1 

от х для второго, третьего и четвертого приближений Как видно из фиг. 4, 
до точки х = я/2 сходимость хорошая: наибольшее отличие между третьим 
и четвертым приближениями не превышает на этом участке 3 %. После этой 
точки сходимость ухудшается, Отличие между третьим и четвертым при­
ближениями составляет здесь около 6%. 

Автор благодарен А. А. Дородницыну, оказавшему неоценимую помощь 
при выполнении данной работы. Автор весьма признателен также Н. Н. Мо­
исееву за полезные советы. 

^ Поступила в редакцию 
16. Об. 1962 
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