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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СОЛИТОНЫ УРАВНЕНИЯ SINE-ГОРДОН 

Котляров В. П. 

Изучается асимптотика при больших временах решений уравнения 
sine-Гордон, стремящихся к нулю при х-+°°, а при # ->-<»-к конечно-
зонному решению уравнения (1). Показано, что в области переднего 
фронта такие решения при *-*•<» распадаются на бесконечную серию со-
литонов с переменными фазами, порожденных непрерывным спектром 
L-оператора из соответствующей пары Лакса. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В работе рассматриваются решения и(х, t) уравнения 

(1) Mert+4sintt=0, 

которые стремятся к нулю при #-*'«>, а при х-*—°° — к конечнозонным ре­
шениям уравнения (1). Изучается поведение таких решений при больших 
временах. Оказывается, что и(х, t) в окрестности переднего фронта пред­
ставляет собой суперпозицию обычных и асимптотических солитонов. Пер­
вые, как обычно, порождены дискретным спектром оператора Дирака, ас­
социированного с уравнением (1) в методе обратной задачи рассеяния, 
а вторые — непрерывным спектром этого оператора, лежащим в комплекс­
ной области спектрального параметра и обусловленного осциллирующим 
характером поведения решения и(х, t) при х-+—<». 

Аналогичные задачи для других вполне интегрируемых нелинейных 
уравнений рассматривались в [1—4]. 

Постановка задачи и основной результат. Рассмотрим следующую зада­
чу для уравнения, эквивалентного (1): 

(2) vt- -4sin[Ji;(l,0^], n(M)=-b(U)^, 

(3) v(x,0)=v0(x),-oo<x<°o,t>0, 

(4) i>o(z)-M , , m 

а функция Unix, 0) —производная по х тг-зонного решения ип(х, t) урав­
нения (1) [5]. 

Будем предполагать, что решение задачи (2) —(4) существует, явля­
ется единственным, обладает достаточной гладкостью и достаточно бы­
стро стремится к своим пределам. 
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Основная цель работы — исследовать асимптотику и (я, t) при t^-co 
в окрестности переднего фронта на основе метода обратной задачи рас­
сеяния. 

Как известно [6], уравнение (1) представимо в форме Захарова — Ша-
бата 
(5) Ut-Vx+[U,V)=0, 

представляющего собой условие совместности систем линейных уравне­
ний 
(6) FX=UF, U=*-u.q*+iuj3j2, 
(7) Ft=VF, V=(o3 cos u+o2 sin и)/iX, 

где Gi — матрицы Паули. Оператор, порожденный системой (6) с функ­
цией (4), является несамосопряженным в L2(R), и его спектр есть объ­
единение спектров операторов (6) с и(х, t)^0 и и(х1 t)^un(x, t), соот­
ветственно, т. е. состоит из вещественной оси (двукратный спектр) и ана­
литических дуг, концы которых Ej и Ej ( /=1, 2ri) расположены симметрич­
но относительно вещественной и мнимой осей (простой спектр). Точки 
Ej и Ej удобно задавать как нули полинома 

2k m+2h+l 

(8) />(Я2)=П(А<2+Я>-2) Hw-EftW-Ei1), Re£,-0, «2ft. 
l a s l j=2k+l 

Пусть 
(9) С- шах {|Л|-2

Х[р(Я,50)]}>0, 

где р(Я, So) — расстояние от точки №S\S0 до S0, %(р)=1, р>0 и %(0)=0, 
S — непрерывный спектр, a S0 — невозмущенный спектр (вещественная 
ось). Будем предполагать, что максимум в (9) достигается лишь в конеч­
ном числе точек Ej (7=1, 2р) и что внутри круга радиуса 1/С нет точек 
дискретного спектра системы (6). Тогда при t-*°° дЛЯ решения и(х, t) 
задачи (2) —(4) в области x>Ct— (2a)_1 In tN+i (a=max 1тД,-, N — любое 
натуральное число) справедлива асимптотическая формула 

/ * т / л / , Imdet[ /+Q(£,*)] | , . . . 
(10) u(x1t)=Aaiotg , г у , n / » *м ' (mod2n), 

Redet[/+Q(£,£)j h=x-ct 
где Q(g, t)=\\Alr(%, t)||ip — блочная матрица с элементами 

N-k-l 
_ (h+m) . v 

m = 0 
k\mU*+rn+3/2 

^ г Ш = 1тпехр[г(^+^ г )т]йт, Z,r=l,/>, 

в которых функции G)z(n) (0 определяются начальными данными (см. фор­
мулу (2.8)). 

Рассмотрим два типичных случая. 
1. Пусть максимум в (9) достигается в двух точках 2?, и Ё2. Тогда эти 
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точки ±.iE лежат на мнимой оси и являются нулями полинома (8), а С= 
=Е~2. Из формулы (10) в этом случае вытекает, что при £-*°° в области 
x>Ct-(2E)'1 In tN+i верна формула 

* i 

(11) a ( ^ 0 ^ ± X j { 4 a r c t g e x p [ - 2 £ O r ^ ^ 
n = l 

riV+11 
где Ni — целая часть!—;г~|? an — фазы, определяемые по начальным 
данным (см. формулы (3.13)). 

2. Пусть максимум в (9) достигается в четырех точках: ±Е, ±Е. Тог­
да для решения u(x,t) справедлива формула 

(12) и ( М ) ~ 
л* 
V / f I m £ sin[2ReE(x+$n+t\E\-z)] | 

^ jri r C t g 4 R e £ | ch[2ImE(x+4n-t\E\-2)+lnf»-4>] Г 

Фазы рп и *fn определяются начальными данными (формулы (3.22) г 
(3.23)). 

Если у рассматриваемого оператора (6) имеется и дискретный спектр, 
то при условии, что все точки этого спектра лежат вне круга радиуса 
j^ l" 2 , асимптотические формулы (10) —(12) не изменятся. Если среди 
них имеются точки, лежащие внутри круга радиуса |i?|~2, то в области х> 
>Ct появятся обычные солитоны — кинки и бризеры, движущиеся со ско­
ростями большими, чем С. 

1. ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ 

Определим одно из решений Йоста уравнения 

dib i * 
(1.1) i03 — + — tt*02l|)=A,l|) 

ax Z 
условием 

Ф(х, X)=exv(-iXxo3)+o(l), я^оо, ImA,=0. 
Такое решение может быть представлено в виде [6] 

оо 

(1.2) Ф(а;Д)=ехр(~-^жОз)+J K(x,y)eT£jp(—Vky<5z)dy, 
X 

где ядро К(х, у) обладает свойствами 

(1.3) К(х, y)=G2K(x, y)G2=Ki(x, у)о0+К2(х, у)ои 

[а3, К(х, x)]=v(x)a2, V(X)=UX(X)/2. 

Из (1.2) вытекает, что первый столбец Ф(я, X) аналитически продолжа­
ется в полуплоскость Im А,<0, а второй — в полуплоскость Im Я>0. 

Для построения второго решения Йоста необходимо ввести функцию 
Флоке — Блоха для конечнозонного потенциала — функцию Бейкера — 
Ахиезера. 
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Пусть Г — риманова поверхность рода п, заданная уравнением w2= 
=zP(z), где z=X2, а полином Р определен формулой (8). 

О п р е д е л е н и е . Функцией Бейкера — Ахиезера называется вектор 
ty(x, t, /?), который всюду, за исключением нуля и бесконечности, являет­
ся мероморфной функцией с предписанными полюсами в точках ри . . . 
. . . , рп, образующих неспециальный дивизор на Г, а в нуле и бесконечно­
сти имеет существенные особенности вида 

г|э (х, t, р) = 

1 + V Л*(я,*)*'* 
1 

1 

ехр (—iXx), X = y~z—>oo, 

ty(x,t,p) = о 
ОО 

£Dk(x,t)k* 
ех-р(и/Х), X-=YZ —>0, 

где z=n(p) — каноническая проекция точки р£Г на С. 
Можно показать [7—9], что такая функция существует, единственна 

и является совместным решением систем (6) и (7). Для того чтобы функ­
ция и(х, t) в (6) и (7) была вещественной, необходимо и достаточно, что­
бы нули полинома (8) P(z) и дивизор D=^ pt полюсов функции Бейке­
ра — Ахиезера были связаны соотношением [5] 

(14) ад- п (z-iih)(z-ilk)=zf(z)1 

где \ih=n>{Pk)— проекции полюсов рк на С, a f(z) — полином степени п—1 
с вещественными коэффициентами. Соответствующие г|)(#, t, p) я-зонные 
решения и(х, t)=un(x1 t) рассматриваются в качестве асимптотики при 
х^—оо в начальном условий задачи (2) —(4). 

Рассмотрим сужение ф(.г, z) вектор-функции г|)(#, 0, р) на верхний 
лист поверхности Г. Положим е(х, X)=ty(x, X2). Вектор е(х, X) удовлет­
воряет по х уравнению (1.4), а по X является аналитической в верхней 
полуплоскости функцией с числом полюсов, не превосходящим п. Ис­
пользуя явные формулы для г|)(#, t, p), можно показать, что е(х, X) пред­
ставим в виде 

(1.5) е(х, А,)=ехр[—т(Х)х]е0{х, X), 

где вектор е0(х, X) ограничен по х при X^\ih, а квазиимпульс со (Я) об­
ладает свойством Im (о(Я)^О при Im Х^О. 

Определим матрицу 

M ^ } ~ ~ U ( * , X ) ё^Х) I 

по вектору (1.5) и второе решение Поста уравнения (1.1) следующей 
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асимптотикой: 
^ (яД)=Я(жД)+о(1) ,я -*-оо , 1шЯ=0. 

Для этого решения справедливо представление 
X 

F(x,l)=E(x,X) + J K(x,y,X)w(y)alE(y,X)dy, 
_- оо 

2 dy 

где i£(#, г/, Я.) —функция Коши уравнения (1.1). Матричные элементы 
К(х, г/, Я) являются целыми функциями Я. Поэтому /"'(я, А,) полностью 
наследует аналитические свойства Е(х, Я): ее первый столбец допускает 
аналитическое продолжение в верхнюю полуплоскость с разрезами по 
дугам простого спектра, у него те же полюса, что и у е(х, Я), его произ­
водная по Я имеет корневые особенности в окрестности точек Ej. 

Введем матрицу перехода задачи (1.1). Матрицы 

х g(x9X) f(x,X) I х - ф ( я Д ) Щх,Х) ' 
являются решениями уравнения (1.1) при 1тЯ=0, поэтому 

(1.6) ^(*,Я)=Ф0г,Я)Г(Я), ^ - ( ^ ~ ^ ) , 
где 

a(X)=f(x,%)y$>(x,X)-g(x,X)q)(x, М, 
Ь(Я) =/(#, Я)ф(я, Я)+#(я, Я)гр(я, Я). 

При этом а (Я) допускает аналитическое продолжение в верхнюю полу­
плоскость с разрезами по дугам простого спектра. Как обычно, можно по­
лучить стандартные оценки: 

а(Я)=1+0(|Я|-1) , |А,|->оо, 1тЯ^0 , 
6(Я)=0(|Я!~1), Я + ± ~ , 

а из инволютивных свойств уравнения (1.1) следующие соотношения: 
а( -Я)=а(Я) , 5 ( -Я)=-6 (Я) . 

Предположив для простоты отсутствие дискретного спектра, будем иметь,, 
что а (Я) =^0, 1тЯ^0 . 

Функции а(Я) и Ь(Я), связанные в силу (1.6) соотношением |а(Я)|2-Ь 
+ |6(Я)|2=Ц-|е2(0, 0, Я)|2, образуют данные рассеяния задачи (1.1), по 
которым можно восстановить потенциал и(х). Как и в [4, 10], интеграль­
ные уравнения обратной задачи имеют вид 

(1.7) Kl(x,z)+lK2(x,y)H(y+z)dy=0 (z>x), 
х 

ОО 

K2(x,z)+]Ki(x,y)H(y+z)dy=-H(x+z), 
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где 
оо 2 п 

<1.8) Н(х) = J r(k)exp(iKx)dK+ 2 J J h(X)exp(iKx)dX=H0(x)+Hi(x)1 

а функции r(K) и fe(A,) определены на спектре следующими формулами: 

<19) г ( М = = 2 ^ у * < « - — 
2 я Д (Л2~|хк)а+(Л,)а-(Л,) 

Знаками плюс и минус отмечены предельные значения функции а(X) 
справа и слева от дуги vft. Из свойств а(Л), Ь(К) и Р(К2) вытекает, что 

(1.10) r(-l)=-r(X), 1шЛ=0, h{-l)*=h(X), Щк. 
Коэффициент отражения г(Х) имеет разрывы в точках Xk (й=1, q<:2n) 
пересечения дуг *fh с вещественной осью, причем 

(1.11) r + ( U - r - O 0 = M b k ) , ^ = 1 , 9-
Наконец, из (1.10) следует, что Н(х)=—Н(х). Это свойство ядра обес­
печивает однозначную разрешимость уравнений обратной задачи. 

2. ЭВОЛЮЦИЯ ДАННЫХ РАССЕЯНИЯ 
И АСИМПТОТИКА ЯДРА УРАВНЕНИЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

Пусть теперь потенциал в уравнении (6) зависит от времени и удов­
летворяет (1). Используя тот факт, что оператор (7) в этом случае пере­
водит любое решение уравнения (6) снова в решение этого уравнения, 
найдем at+ia/X=0, bt—ib/X=0. Таким образом, 

(2.1) г(Я, t)=r(K) ехр(2**Д), ЦК, t)=h(K)exp(2itlh), 

где г(Х) и hCk) определены формулами (1.9). 
Изучим поведение при £-><» ядра Н(х+у, t), определенного формула­

ми (1.8) и (2.1). 
Рассмотрим ядро 

2п 

(2.2) # I ( Z + I M ) = 2 J J h(K)exp[iK(z+y)+2it/WK 

положив x=Ct+1-, y=Ct+r\, K=\x+iv. Тогда 

expl&Or+y) + —— I =exp [ iA, (l+т)) + 

+2tt|i (C+1X | ~2) ] exp [ -2vt (C-1 A, | "2) ]. 

В силу предположения (9) о спектре эта величина при фиксированных 
5 и г] экспоненциально убывает по t всюду при Я^*» кроме точек Eh^hJ 
наименее удаленных от начала координат. Точки i?ft, лежащие на окруж­
ности |X|=C=|i?ft|~2, дают основной вклад в асимптотику, а число С яв­
ляется асимптотической скоростью переднего фронта рассматриваемого 
решения. 
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Интегралы в (2.2), которые содержат точки Ek, разобьем на два —Д*+ 
-f-Д2, где Д1 — интеграл по части дуги ук, лежащей в достаточно малой 
окрестности точки Ек, а Д2 — по остальной части дуги ^к. Пусть для прос­
тоты Ек=Ек. Положим s=2v(C— (v2+u.2)"2) и выберем окрестность точки 
Ек столь малой, что для точек дуги ^ из этой окрестности u.=u.(s) и v= 
=v(s) (0<s<e) . Разложим входящие в Д1 величины в ряды по степе­
ням s: 
(2.3) K=Eh+chis+..., 

(2.4) h(K(s))=Ts(hM+hhifs+ . . . ) , 

(2.5) 2ц (C+1Я | -2) =dh0+dkis+ . . . , dh0 = —щ±, 

(2.6) e x p [ a a + r ) ) ] = e x p [ ^ ( i + r 1 ) ] Z j snZjcu s\ 
n = 0 * 3=1 

Собирая разложение (2.3) —(2.6) и учитывая, что при t-+°° 

J»"exP[-*(i-a*M)f]d*- [ ( 1 ^ i ) f ] , +Q(^' /2), 
получим 

оо 

(2.7) V = e x p [ ^ ( | + r , ) ] X i (6+л)"о>Г(0«-<»+*», 
п=0 

где 

/оо\ (»>/*\ ^оСм+>Г(»+3Л)ехр(г^оО 
(2.8) со. Ю - w l ( 1 _ ^ t ) ^ [ !+*-(*) ] . 

причем |i|)nfe(0|̂ £Ara2/V£ (cft=const). 
Для оценки интеграла Д2 по оставшейся части дуги yh заметим, что 

он содержит быстроосциллирующую экспоненту с фазовой функцией 
S(K, т)=А,+тД, %=2t/(x+y). Она имеет производную, отличную от нуля 
на ifft, и максимум Re[j*S(X, т)] достигается в точке Кк пересечения дуги 
•у* с вещественной осью. Поэтому, интегрируя по частям, получим 

( 2 ' 9 ) h i{x+y)S'{Kr) \.1+°\^)i-
Заметим, что если ук — отрезок мнимой оси, то Д2 будет экспоненциально 
мал. 

Совершенно аналогично (2.9) оцениваются те интегралы в (2.2), для 
которых дуги Yi лежат строго вне круга радиуса С=\Ек\~2. Таким обра­
зом, для ядра (2.2) справедлива следующая асимптотика: 

р оо 

Ht(x+y,t)= L e x p № ( l + T ) ) ] £,( |+г1)"соГ (*)*-<»+*>+ 
fc=i n=0 

+ у h(li)ex1?[i(x+y)S(X1,x))Y I 1 Y\ 
j ^ i(x+y)S'(Xhx) I \x+yl\-

21 



Для ядра Но(х+у, t) запишем 
Ki q— 1 fy+1 оо 

Я. (*+?,*) = ( J + £ , j + J)r(A,)exp[*(a;+0)S(X,T)]<U,. 
— оо j = l fy Xg 

Производная 5" (X, т) обращается в нуль в точках ±Тт, лежащих между 
двумя точками Я,-, ближайших к началу координат, если только (g+r])/2£ 
достаточно мало. При этом S"(±l/x, т)=±2/Ут. Поэтому Н0(х+у, t) оце­
нивается [11] вкладами от стационарных точек и точек Kj ( /=1, g): 

I Гг_ (ЛЛ -TV a,)) ехл Гi(x+y)S (X,. т.) 1 
i{x+y)S'(K,,T) 

Но {х+ t)sgBX\ ( r-fa) ~г+ (^)) ехр [ J (?+у) S (А* т) ] 
j = i 

+г(-т) ехр [-2*(х+у) Ух - -^ J ]. 
Объединяя оценки для Н0 ж Hi и учитывая (1.11), получим 

р JV—1 

(2.10) # (*+? , *) = ! ] , e x p t i ^ d + n ) ] Z (1+т|)"юГ («)*"<»+*>+ 
fc=i 

V4 I 

+ 0 [ ( l + r i ) N r ^ e x p ( - I m £ ( l + T ) ) ) ] + o ( ^ - ^ - ) . 
— i 

Эта оценка справедлива при ^ ~ в области x+y>2Ct—Cit? (C=\Ek\~2
% 

k=Cp;Ci>0, 0<сс<1). 
3. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 

Решение и(х, t) задачи Коши (2) —(4) определяется формулами (1.3), 
в которых Кг(х, у) (£=1, 2) являются решением уравнений обратной за­
дачи (1.7). Согласно (2.10) в области x>Ct-(2 Im E)~l In tN+i (N - любое 
число) главная часть ядра этих уравнений при больших t вырождена, 

JV- l N-k-l 

HN(l+4,t) = ^exp[iEl(l+n)] Yink Jjum №m, 
Z = l fc=0 m = 0 

где 

/c!w!*ft+rn+% ' 
а числа Et и функции ык

{п) (t) обладают свойствами El+l=—Eh ю ^ ( 0 — 
=—Wn)(*)i J=l> Р- Положив в уравнениях (1.7) x=Ct+l, y=Ct+x, z= 
=Ct+t\ и 

(3.1) JC1(C*+|,CH-ti,t)=SiIjx» ,(6,*)4*exp№4), 
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<3.2) Кг (Ct+Ъ, Ct+i\, t) = X , Ц | Yk
l (t, t) r]k exp ( В Д , 

получим систему линейных алгебраических уравнений 

(3.3) * * ' + £ , £ , i V ' y / = 0 , 

EL 4 м " Х . Ч - У к ' = е х р ( - В Д 
dl ' 

где 

(3.4) А . " = H i 0 » ^ (')/»+. (6), /m
i r( l) = jxmexp[f(£ ;+^ r)T]dT. 

ra=0 6 

Введем блочную матрицу Q(£, £)=|l^Zr(5» Oil, гДе iVXiV-матрицы 
Alr(l-, t) определены в (3.4). Тогда система (3.3) примет вид 

X+fi7=0, QX+Y=f. 
Отсюда следует, что (/—Q2)Y=f и потому 

7=72[(/+й)~7+(/-^)-7]. 
Тогда для K2{Ct+\, Ct+%, t) согласно (3.2) и (3.3) получим 

р JV-1 

5,*)-£L К2 (Ct+%, Ct+t t) = 2 J ZJ Yh(I) Г exp № | ) = 
Z = l fc=0 

1 d , det[/+Q(g,01 
;ln-

6=x-C< 

2 dl d e t [ / - Q ( U ) l ' 
а для функции и(х, t) в силу (1.3) — 

/*ч\ /- л 9-i det[ /+Q( | ,Q] 
(3.5) в ( ж , 0 - 2 » 1 п d e t [ / _ Q ( 6 t t ) ] 

причем det[/-Q(g, *)]=det[/+E(g, 0 ] . 
Это представление решения справедливо при £->-оо и £>— (2a)~i In tN+\ 

где а= max lmEh, TV — любое натуральное число. 
ь 1 ^ Й < Р 

В заключение приведем анализ формулы (3.5) в двух простейших слу­
чаях. 

1. Пусть максимум в (9) достигается в двух точках. Тогда эти точки 
лежат на мнимой оси, а матрица Q(£, t) состоит из одного блока А^, t), 
элементы которого имеют вид 

N-h-l 

m=0 

где 
со^(0=-^оГ(^г+72)[А:!т!Г+3 /Ч4а)2(и+1Ч-Ч1+^п(0),^=^+^, 
Im(W= Jxmexp(—2a%)d%, a=lmE. 
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Для величины Д( | , t)=det[I+Q(l, 0 L входящей в формулу (3.5), мо­
жем записать 

N 

(3.6) A(U)=1+Z°*(£.'), Dk(l,t)= Xi det||Q«j<m||. 
Легко видеть, что при £-><» 

(3.7) / Щ , t)=det||(0<i(i)||det||/1+i(i)||[l+O(|/0], 

1, то 

у матрицы ||G)IJ(£)|| все элементы отличны от нуля, ее определитель не из­
меняется с ростом N и равен 

(3.8) ЙФМ01- (-й' )"Г'"' [ ,+6'«] 
(1!2!... (k-l)\y(4a)2h2th<h+'h) ' 

где Г,"0 — определитель матрицы с элементами T(i+j+3/2) (i, /=0 , A—1), 
а |6»(0|>С|А2/У1 Для A>iV4 det||©«(0ll=O(r*<A+,/l). Второй определитель 
в (3.7) 
(3.9) det||/j+i(i)||=r'*> (2a)-*2 exp(-2ual) , 

где Г(А) — определитель с элементами Г(Н-;'+1) (г, /=0, к—1). Формулы 
(3.6)-(3.9) дают 

(3.10) A&,t)=YjinP»t-nin+'l')exv(-2nat)[l+8n(t)], 
п=0 

где |6„(f)|<Cin2/Vl, а 

»«) , ._{<-«W(iB . . . . ( . w/i .o i / - i)!)-2(4a)-2»!(2a)-"2, n<W„ 
ra>iVt. 

Для получения асимптотики выражения (3.5) покроем область | > 
>— (2а)-1 In tN+i интервалами 

(3.12) a 1 = ( b l n f / ' - < 6 « » ) , 6 = - ( 2 a ) - \ e>0, 
*"•+•! 4 П - 3 

06n = (61nf 2 <|<Ыпг ^ + ), 

-№] 
Из (3.10) вытекает, что при |Ga„ 

un(l , 0=4sgn(/ io)arctg{exp[-2a( |-an)- lni2 ' ,- ' / !]}+2n(ra-l) , 
где фаза 

/<м<« - J - i Г Iй»! г""гГ" 1 
W.w; о . - 2а "Ч ((„_!)|)»4«—*(2а)--« Г<—"Г<—*»J' 

Отсюда получаем формулу (11) введения. 
2. Пусть максимум в (9) достигается в четырех точках (±Е, ±Е)«. 

24 



где 
"« '*> \ _ R ^ t\ -Ait t\l 

N-i-i 

Тогда C=\E\~z, а матрица Q( | , t) в (3.5) имеет вид 

4( i , t ) fi(l,t) 
•5(1, t) - 1 ( 1 , *) 

4«(l,*) = £ , ©I»(*) /»+J(6) , /»(6) = J тпехр(2г£т)йт, 

Д«(6,*) = X ] ©<«(*) W l ) , M 6 H J тпехр(-21т£т)<*т, 

cojm(0 =РЛое*^сГ+1Г(и+Y,) (flm!*n+*) - 1 (1-Wt) - - * [ 1+ф»(*) ], 
n=j+m. 

Как и в первом случае, для определителя Д ( | , £) справедлива формула 
(3.6), в которой для величин Dn(\>, t) при t-+°° можно записать 

(3.14) Д>(£, г) = (Л (п ' 0 )+А (п ' п _ 1 ) +. • .+Д(1> гг-1)+А(0»п)) [ 1 + 0 ( 6 / 0 L 

где определители 

д<*-'> = -̂ к-ю» • • •» -̂.fc—ifc—1.« -oft-io» • • •» "ъ-ii-i 
o00, . . ., — -»ofc-i>- ^oo» • * •> ^oJ-i 

" Bi-iot • • •> — Bi-ik-ii — ^z-io» • • •» — ^i-n-i 

Доопределив функции о>й»(£) нулем при m>N—i— 1, i=0 , iV—1, детерминант 
A(ft' ° (§, 0 можно представить в виде произведения двух: 

( 0 0 0 , • • • , C00ft_i, 

о 
о 

— w 0 0 , . . ., — cooZ 

X 

«'or ' * •» * K-l» -*o» * ' ч " ^ - 1 

* fc-1» • • •» /2fc-2? ifc-1» • • •.» *k+l-2 

•*0' • • •» ••k-i» «* о*- • * ч •/ z - i 

iZ- l» . . . , Ik+i-2r Jl-li # • •» * 2^-2 

X 

[i-оф]-
= det || ̂  (О И*"1 det || - Sy (0 HJ-X (g) [1 + О (I/O]-

Как и в первом случае, 

(-ih0)hexp(id0t) ( г с ^ Т Г [1+6» (О ] 

det[|a)„(t)|le*" = 

к—1 

<,м,(1-й|)ми*|(Пт|)' 
[о(г*(*+*)), 

Определитель <Ё^ы(1) вычисляется и равен 

#u{l)Su{0)exj>[2i{kE-W)l]. 

ft<iV„ 

*> t f i . 
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Поэтому 

(3.15) А*1 (£,*) = 
_ (-l)lexV[i(k-l)d0t+2i(kE-lE)l]qhq^kl(0XTA^& 

где 

(-л.)*(^1)* ,г1
<* )(1-Й1)-*<*+ ,А)(Пт !) 2> л<лг»> 

" f t 1 

' 0(1), А>ЛГ1# 

Следовательно, для Dn(%, t) из (3.14) имеем 

Dut,t)=A^m>a,t)[i+o(t-*)][i+o(i/t)], 
A»-i(6,«) = [A ( m ' m - 1 ) ( | , 0+A < m - i ' m ) (6 ,0 ] [ l+O(r*) ] [ l+O(6 / t ) ] . 

Наконец, из последних формул и (3.15) получаем 
(3.16) D2n(l,t)=P2nt-n^^exp[-AnlmEl](l+8n(t)), 
(3.17) jDln_t(l, 0=2iP2 n_1r-2 n 2- , / !sin ? n(l , «)вхр[-4(л-7. )1тЯ6]Х 

X(l+6„(f)K 
где 

Ф.(1, 0 = 2 R e £ ( | + 2 | £ | - ^ + ^ n ) , |6,(*)|<с1В*/Г*, 

(3.18) $n=(2ReE)-i{(n-l)n+taglqnqu-i8nn-i(0)(l+6n(t))]}, 

(3.19) / ,
2„=(- l ) n |g n |<r n n (0) , Лп-1=кп?п-1^пп-.(0)|. 

Таким образом, из (3.14) —(3.19) с учетом (3.6) находим 

Im А (1, *) =2 J ] , Р2п_,Г-2"2-'Л sin Фв (|, О X 
п = 1 

Xexp[-4(«-V2)Im£l](l+6„(0), 
N 

Re А (6,0 = 1 + £,Р2ПГ2"2-" ехр(-4ге Im £ | ) (1+б„(0). 
п==1 

Покроем область ^>—(21mE)~ilntN+i системой интервалов (3.12). Ока­
зывается, что при ££ап 

Im A (1, t) _ 1 !•„„-, (0) | sin Фп (1, f) [ 1+0 (ra'r*) ] 
( ' Re Л (1,0 (-« ,»-,.-i(0)ar.»(0))*cht|)n(g,t) 
где 

ф. (1, 0 =2 Im £(£+Yn) +ln f-'\ 

T n =(4 ImE) - ' l n f | g n
2 ^ n n (0 ) | | ? ; ! ,«£,„- , (0) | ] . 

Определители <S\,n-i(0) и Jf„„(0) вычисляются и равны 
^пп-1(0)=/0

п7Г"1>гх2"2-2п, 
^„n(0) = ( - l ) n i / „ | 2 n V n , , / o=- l /2 f£ : ,x=Re£/ Im£. 
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Поэтому из (3.20) и (3.5) при |£'ап получаем 

(3.21) u n ( i ,*)=4arctg | | R e £ | с 1 1 [ 2 1 т £ ( ^ п ) + 1 п , 2 п _ , г ] }-

где фазы ^п и ^n соответственно равны 

(3.22) р„ = — ^ — • { ( 2 n - l ) a r c t g ^ ^ + a rg [ / J ocr i ( l - ^ i ) , / ' - 2 n ]} , 
2Re£ ^ I m £ > 

П 2 . _ 1 Г l f e o M c ^ - Т Г / \ЪьЕ\ \ » - Ч 
^ ; Tn 2Im£ L ((^- l ) ! ) 2 ! ! -^! 2^ 7 2^-^^!^!!! ! !^/ J 

Наконец, выражение для ип(^ t) в (3.21) влечет справедливость форму­
лы (12) введения. 

В заключение отметим одно интересное следствие. Положим 

%=x+t, l=x-t, v(I, %) =и\--£--,--£-)• 

Тогда решение уравнения (1) перейдет в решение уравнения 

(Г) vxx—Vn+i sin v=0. 

Известно, что убывающие при х-+±°° решения уравнения (1) переходят 
[6, 12] в убывающие решения уравнения (1'), а множества конечнозон-
ных решений уравнений (1) и (1') совпадают [5]. Поэтому *;(£, т) удов­
летворяет уравнению (1'), стремится к нулю при £"-*"°° и стремится к не­
которому конечнозонному решению уравнения (1') при £-^—°°.При этом 
асимптотическая скорость переднего фронта в лабораторных координатах 
Со выражается через скорость С=\Е\~2 в координатах светового конуса 
по формуле 

Сй=(1-\Е\*)1(1+\Е\*),\Е\=Е,\,1~1,2р, 

и потому 0<С0<1, когда | /? |<1, и —1<С0<0, когда |2?|>1. Таким обра­
зом, если точки Eh в которых достигается максимум выражения (9), ле­
жат внутри единичного круга, то асимптотические солитоны (10) будут 
двигаться в положительном направлении оси | 7 если же они лежат вне 
единичного круга, то в отрицательном направлении оси | . В последнем 
случае обычные солитоны, порожденные дискретным спектром, могут дви­
гаться в обоих направлениях, а конечнозонная асимптотика «убегает» на­
лево со скоростью, большей по абсолютной величине, чем С0. 
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ASYMPTOTIC SOLITONS OF THE SINE-GORDON EQUATION 

Kotlyarov V. P. 

The large time asymptotics of the solutions of the sine-Gordon equation 
which tend to zero when a;-*» and tend to the finite-gap solution of this 
equation when rc-> — °° are investigated. It is proved that at t-+<x> these solu­
tions split into infinite series of solitons with variable phases. These solitons 
are generated by the continuous spectrum of the Z-operator from the cor­
responding Lax representation. 
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