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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå âû÷èñëåíû ãðàôû Ðîçè è ôóíêöèÿ ôîðñèíãà äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà.

Ïîñâÿùàåòñÿ Äìèòðèþ Àëåêñååâè÷ó Ìèòüêèíó

1 Ââåäåíèå: îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ïîñòàíîâêà
çàäà÷è è ïëàí ñòàòüè.

Ïóñòü A - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íàçûâàåìîå àëôàâèòîì. Óñëîâ-
íî ìîæíî îáîçíà÷èòü A = {0, 1, . . . , d − 1}. Ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå â
îäíó ñòîðîíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u = (un)

∞
n=1 ∈ AN íàä A. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî êîíå÷íîå ñëîâî W = (wn)
r
n=1 âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u, åñëè

um = w1, . . . , um+r−1 = wr äëÿ íåêîòîðîãî m. ×èñëî r áóäåì íàçûâàòü äëèíîé
êîíå÷íîãî ñëîâàW è îáîçíà÷àòü |W|. Ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû n, âñòðå÷àþùèõñÿ
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u áóäåì îáîçíà÷àòü Ln(u). ×èñëî òàêèõ ñëîâ îáîçíà÷èì
pn(U). Ôóíêöèÿ pn(u) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñëîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u íàä àëôàâèòîì A

ìîæíî îïðåäåëèòü [5] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ Ðîçè (Rn(u))
∞
n=1. Ìíîæåñòâî

âåðøèí ãðàôà Ðîçè ïîðÿäêà n åñòü ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñëîâ èç Ln(u). Âåðøè-
íû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîâàì U è V ñîåäèíåíû â ãðàôå Ðîçè îðèåíòèðîâàííûì
ðåáðîì, âåäóùèì èç U â V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ñèìâîëû
x, y ∈ A è ñëîâî W òàêèå, ÷òî U = xW, V = Wy è ñëîâî xWy âñòðå÷àåòñÿ â
u. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëîâî V ìîæåò ñëåäîâàòü ñðàçó çà U â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè u. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàô Ðîçè Rn(u) ñîäåðæèò pn(u) âåðøèí è pn+1(u)
îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð. Ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
u ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ ãðàôîâ Ðîçè.

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ôîðñèí-
ãå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ÏóñòüW = (w1, . . . , wr) � íåêîòîðîå ñëîâî, âñòðå÷àþùå-
åñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñëîâî W ′ = (w ′

1, . . . , w
′
r ′) òàêîå,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò N 05-01-00435.
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÷òî èç um = w1, . . . , um+r−1 = wr âûòåêàåò, ÷òî um+r = w ′
1, . . . , um+r+r ′−1 = w ′

r ′ ,
òî åñòü ñëîâî W ′ âñåãäà ñëåäóåò çà W â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u. Òàêîå ÿâëåíèå
áóäåì îáîçíà÷àòü W →W ′. Ôîðñèíãîì ñëîâà W áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

force(W) = max{|W ′| :W →W ′}.

Ïîíÿòèå ôîðñèíãà ñëîâà ëåãêî ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè ãðàôîâ Ðîçè.
Ïóñòü V (r)

n � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Ðîçè Rn(u), èç êîòîðûõ âûõîäèò áîëüøå
îäíîãî ðåáðà. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî force(W) = 0 äëÿ ëþáîãî ñëîâà W ∈ V (r)

n .
Ecëè æåW ̸∈ V (r)

n , òî force(W) ðàâåí ðàññòîÿíèþ îòW äî V (r)
n â ìåòðèêå ãðàôà

Ðîçè.
Äàëåå, ïóñòü

mforcen(u) = max
W∈Ln(u)

force(W),

forcen(u) =
∑

W∈Ln(u)

ν(W)force(W),

� ìàêñèìàëüíûé è ñðåäíèé ôîðñèíã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u. Çäåñü ν(W) � ÷à-
ñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñëîâà W â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u.

Îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ èíòåðåñíûõ áåñêîíå÷-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì ïðåäëîæèë M.Que�elec [3].
Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ðàçáèòîå íà îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ìíîæåñòâ X = X0⊔X1⊔ . . .⊔Xd−1. Ïóñòü x ∈ X è A : X→ X � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u = (uAn)

∞
n=1, ãäå

uAn = i, åñëè Anx ∈ Xi

íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì (èëè êîäèðîâêîé) äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (X,A).

Íàèáîëåå èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà X � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, òî
åñòü X = I0 = [0; 1) ñ îòîæäåñòâëåííûìè òî÷êàìè 0 è 1, à A = Rα : x→ x+α mod
1 � èððàöèîíàëüíûé ïîâîðîò îêðóæíîñòè. Åñëè ïðè ýòîì d = 2, X0 = [0; 1− α)
è X1 = [1− α, 1), òî â ðåçóëüòàòå èçëîæåííîé êîíñòðóêöèè ïîëó÷àþòñÿ õîðîøî
èçâåñòíûå â êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà [4].

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà
îïèñàòü ãðàôû Ðîçè âñåõ ïîðÿäêîâ è âû÷èñëèòü ôóíêöèè ìàêñèìàëüíîãî è
ñðåäíåãî ôîðñèíãà.

Ïëàí ñòàòüè. Â �2 ìû èçó÷àåì ãåîìåòðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà
è ñâÿçûâàåì èõ ñî ñïåöèàëüíûìè ðàçáèåíèÿìè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿ èçó÷àþòñÿ â �3. Â �4 ñòðîþòñÿ ãðàôû ïåðåêëàäûâàíèé
ïîëó÷åííûõ ðàçáèåíèé ïîä äåéñòâèåì èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà Rα è äîêà-
çûâàåòñÿ èõ èçîìîðôíîñòü ãðàôàì Ðîçè. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè
ôîðñèíãà. Â �5 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ íà êëàññ òàê íàçûâàåìûõ
êâàçèøòóðìîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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2 Ãåîìåòðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà

Ïóñòü I0 = [0; 1) � åäèíè÷íûé ïîëóèíòåðâàë, α � èððàöèîíàëüíî è Rα : x →
x + α mod 1 � ïîâîðîò îêðóæíîñòè. Çàôèêñèðóåì ðàçáèåíèå I0 = I0 ⊕ I1, ãäå
I0 = [0; 1−α) è I1 = [1−α; 1). (Äëÿ ëþáîé ïàðû ïîëóèíòåðâàëîâ X, Y ÷åðåç X⊕Y
îáîçíà÷àåòñÿ ïîëóèíòåðâàë, ñîñòîÿùèé èç ïîëóèíòåðâàëà X è ïðèëîæåííîãî ê
íåìó ñïðàâà ïîëóèíòåðâàëà, èìåþùåãî òó æå äëèíó, ÷òî è ïîëóèíòåðâàë Y).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ I0 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øòóðìà u = (un)

∞
n=1

ñîîòíîøåíèåì

un =

{
0, ⟨x+ nα⟩ ∈ I0
1, ⟨x+ nα⟩ ∈ I1

, (1)

Çäåñü ⟨·⟩ îçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Ëåììà 2.1. [2] Ñëîâî W = (wi)
n
i=1 ïðèíàäëåæèò Ln(u) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò k ≥ 0 òàêîå, ÷òî

⟨x+ kα⟩ ∈ I(W) = I(w1, . . . , wn) =

n−1∩
j=0

R−j
α (Iwj+1

). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ñëîâî W = (wi)
n
i=1 ñîäåðæèòñÿ â Ln(u) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî I(W) = I(w1, . . . , wn) íåïóñòî. Ïðè ýòîì ν(W) ðàâíà
ìåðå ìíîæåñòâà I(W).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ëåììû 2.1 è ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x+ nα)∞n=1 ïî ìîäóëþ 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü u � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øòóðìà, ñâÿçàííàÿ
ñ èððàöèîíàëüíûì α. Ïóñòü Tn � ðàçáèåíèå I0 òî÷êàìè ⟨−iα⟩, 0 ≤ i ≤ n. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëóèíòåðâàëàìè
ðàçáèåíèÿ Tn, îòêðûòûìè ñïðàâà, è ìíîæåñòâàìè I(W), W ∈ Ln(u).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû
2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíöû ïîëóèíòåðâàëîâ I(W) èìåþò âèä ⟨−iα⟩, 0 ≤ i ≤ n.
Ïîýòîìó êàæäîå èç ìíîæåñòâ I(W) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîëóèíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ Tn.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçáèåíèå Tn ñîñòîèò èç n+ 1 ïîëóèíòåðâàëà. Äàëåå, õîðîøî
èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóð-
ìà u

|Ln(u)| = pn(u) = n+ 1. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ìíîæåñòâ I(W), W ∈ Ln(u) è ÷èñëî ïîëóèíòåðâàëîâ ðàç-
áèåíèÿ Tn ñîâïàäàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ìíîæåñòâî I(W), W ∈ Ln(u) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóèíòåðâàëîì ðàçáèåíèÿ Tn è íàîáîðîò.
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Ëåììà 2.4. Ñëîâà W1 è W2 èç Ln(u) ñîåäèíåíû â ãðàôå Ðîçè Rn(u) îðèåí-
òèðîâàííûì ðåáðîì, âåäóùèì èç W1 â W2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Rα(I(W1)) ∩ I(W2) ̸= ∅. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ I(W).
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëîâàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè Øòóðìà è èíòåðâàëàìè ðàçáèåíèÿ Tn. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò
âîññòàíîâèòü ñëîâî W ïî èíòåðâàëó I(W) è ðàçáèåíèþ Tn.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü I � èíòåðâàë ðàçáèåíèÿ Tn,W =W(I) = (wi)
n
i=1

� ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñëîâî. Òîãäà

wi =

{
0, I ⊆ [⟨−(i− 1)α⟩; ⟨−iα⟩)
1, I ⊆ [⟨−iα⟩; ⟨−(i− 1)α⟩) . (5)

Çàìå÷àíèå. Çäåñü [⟨−(i−1)α⟩; ⟨−iα⟩) è [⟨−iα⟩; ⟨−(i−1)α⟩) ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñâÿçíûå ìíîæåñòâà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îãðàíè÷åííûå òî÷êàìè
⟨−(i− 1)α⟩, ⟨−iα⟩. Åñëè æå èõ ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæåñòâà åäèíè÷íî-
ãî ïîëóèíòåðâàëà, òî ñâÿçíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ, à
âòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ïîëóèíòåðâàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî Ri−1α (I(W)) ⊆ I0, åñëè I(W) ⊆ [⟨−(i −
1)α⟩; ⟨−iα⟩) è Ri−1α (I(W)) ⊆ I1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü W1,W2 ∈ Ln(u) è � � ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê
íà ìíîæåñòâå ñëîâ äëèíû n. Òîãäà W1 � W2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èíòåðâàë I(W1) ðàñïîëîæåí ëåâåå èíòåðâàëà I(W2) â ðàçáèåíèè Tn.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà n. Äëÿ n = 1
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ïåðåõîä n→ n+ 1.

Ïóñòü ðàçáèåíèå Tn èìååò âèä I0 = J1 ⊕ . . .⊕ Jn+1. Â ðàçáèåíèè Tn+1 ïîÿâëÿ-
åòñÿ òîëüêî îäíà íîâàÿ òî÷êà ⟨−(n + 1)α⟩. Ïîýòîìó, ðàçáèåíèå Tn+1 èìååò âèä
I0 = J1⊕. . .⊕Jt−1⊕Jt1⊕Jt,2⊕Jt+1⊕. . .⊕Jn+1, ãäå Jt � èíòåðâàë ðàçáèåíèÿ Tn, ñîäåð-
æàùèé òî÷êó ⟨−(n+1)α⟩. ÏóñòüWn(J) � ñëîâî äëèíû n èç Ln(u), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå èíòåðâàëó J. ßñíî, ÷òî ïðè i ̸= t ñëîâîWn+1(Ji) ïîëó÷àåòñÿ èç ñëîâàWn(Ji)
ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà îäíîãî ñèìâîëà 0 èëè 1. Ïîýòîìó, ïðè i, j ̸= t èç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ èíäóêöèè ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî Wn+1(Ji) �Wn+1(Jj) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà i < j. Àíàëîãè÷íî, ñëîâà Wn+1(Jt,1) è Wn+1(Jt,2) ïîëó÷àþòñÿ èç ñëîâà
Wn+1(Jt) ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà îäíîãî ñèìâîëà. Ïîýòîìó Wn+1(Ji)�Wn+1(Jt,1)
è Wn+1(Ji) � Wn+1(Jt,2) äëÿ i < t. Åñëè æå i > t, òî Wn+1(Jt,1) � Wn+1(Ji)
è Wn+1(Jt,2) �Wn+1(Ji). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Wn+1(Jt,1) �Wn+1(Jt,2). Ñëîâà
Wn+1(Jt,1) è Wn+1(Jt,2) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîñëåäíèì ñèìâîëîì. Ïîýòîìó äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 2.5.
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3 Ðàçáèåíèÿ Tn

Ðàçáèåíèÿ Tn ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçâåñòíûé îáúåêò òåîðèè ÷èñåë. Çíàìå-
íèòàÿ òåîðåìà î òðåõ äëèíàõ (ãèïîòåçà Øòåéíãàóçà) óòâåðæäàåò, ÷òî ýòè ðàç-
áèåíèÿ ñîäåðæàò èíòåðâàëû íå áîëåå, ÷åì òðåõ ðàçëè÷íûõ äëèí. Ðàçëè÷íûå
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà è âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèí ìîæíî
íàéòè â [2],[6], [9] è ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ.

Äëÿ ÿâíîãî îïèñàíèÿ ðàçáèåíèé Tn íàì ïîòðåáóåòñÿ òåõíèêà ìîäèôèöèðî-
âàííûõ ðàçáèåíèé Ôèáîíà÷÷è [7], [10].

Ïóñòü α - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, èìåþùåå ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü âèäà
α = [0;q1, q2, . . .]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øòåðíà-Áðîêî äëÿ ÷èñëà α åñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

ω(α) = 0q1−11q20q31q4 . . . , (6)

ãäå çàïèñü xn îçíà÷àåò ñèìâîë x, ïîâòîðåííûé n ðàç. Ïóñòü ωm(α) - m-ûé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6). Ïðè ýòîì

ωm(1− α) = 1−ωm(α). (7)

Ïóñòü E0(α)=G0(α)=1. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Em(α))
∞
m=1, (Gm(α))

∞
m=1

ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

Em+1(α) = Em(α)
Gm+1(α) = Gm(α) + Em(α)

, (8)

åñëè ωm(α) = 0, è
Em+1(α) = Gm(α) + Em(α)
Gm+1(α) = Gm(α)

, (9)

åñëè ωm(α) = 1.
Ìîäèôèöèðîâàííîå ðàçáèåíèå Ôèáîíà÷÷è C̃Tilm(α) ïîðÿäêà m åñòü ðàçáèå-

íèå åäèíè÷íîãî ïîëóèíòåðâàëà [0; 1) òî÷êàìè ⟨kα⟩ ñ 0 ≤ k < Em(α) +Gm(α).

Òåîðåìà 3.1. Ðàçáèåíèå C̃Tilm(α) ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ äâóõ òèïîâ: Emk
è Gmk , èìåþùèõ êîîðäèíàòû

Emk = (⟨iα⟩; ⟨(i+Gm(α))α⟩),
Gmk = (⟨(k+ Em(α))α⟩; ⟨iα⟩).

(10)

Ïðè ýòîì Em(α) è Gm(α) - êîëè÷åñòâà èíòåðâàëîâ âèäà Emk è Gmk ñîîòâåò-
ñòâåííî. Âñå èíòåðâàëû Emk èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Îáîçíà÷èì åå em. Àíà-
ëîãè÷íî, gm(α) åñòü äëèíà èíòåðâàëîâ âèäà Gmk .

Ïåðåõîä m→ m+ 1 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 3.2. Èíòåðâàëû ðàçáèåíèÿ ˜CTilm(α) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Gmk = Gm+1
k ,

Emk = Em+1
k ⊕Gm+1

k+Gm(α),
(11)
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åñëè ωm(α) = 0, è
Gmk = Em+1

k+Gm(α) ⊕G
m+1
k ,

Emk = Em+1
k ,

(12)

åñëè ωm(α) = 1.

Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω(α) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

ωm(α) =

{
0, åñëè gm(α) < em
1, åñëè gm(α) > em

. (13)

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ Lm(α) è Sm(α) äëÿ êîëè÷åñòâà äëèííûõ
è êîðîòêèõ èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ C̃Tilm(α) ñîîòâåòñòâåííî, lm(α) è sm(α) - äëÿ
èõ äëèí, Im(α) - äëÿ âåëè÷èíû Lm(α)+Sm(α). Âñþäó, ãäå ýòî íå áóäåò âûçûâàòü
äâóñìûñëåííîñòåé, èíäåêñ α áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.1-3.3 ìîæíî íàéòè â [10].
Îïèøåì òåïåðü ñòðóêòóðó ðàçáèåíèé Tn.

Òåîðåìà 3.4. Ðàçáèåíèå Tn ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) Ïóñòü n = Im(α) äëÿ íåêîòîðîãî m. Òîãäà ðàçáèåíèå Tn ñîâïàäàåò ñ

ðàçáèåíèåì C̃Tilm(1− α).
2) Ïóñòü Im(α) ≤ n < Im+1(α) − 1 è t = n− Im(α). Òîãäà
a) åñëè ωm(α) = 0, òî ðàçáèåíèå Tn ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ Gmi , t + 1 ≤

i ≤ Gm(1− α) − 1 ðàçáèåíèÿ C̃Tilm(1− α) è èíòåðâàëîâ Gm+1
i , 0 ≤ i ≤ t, Em+1

i ,

0 ≤ i ≤ Em(1− α) + t ðàçáèåíèÿ C̃Tilm(1− α);
b) åñëè ωm(α) = 1, òî ðàçáèåíèå Tn ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ Emi , t + 1 ≤

i ≤ Em(1 − α) − 1 ðàçáèåíèÿ C̃Tilm(1 − α) è èíòåðâàëîâ Em+1
i , 0 ≤ i ≤ t, Gm+1

i ,

0 ≤ i ≤ Gm(1− α) + t ðàçáèåíèÿ C̃Tilm(1− α).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîèñõîäèò íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ñ èñïîëüçîâà-
íèåì òåîðåìû 3.1.

4 Ãðàôû ïåðåêëàäûâàíèé, ãðàôû Ðîçè è ôîð-
ñèíã

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, T : X = X0⊔ . . .⊔Xd−1 - ðàçáèåíèå X íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, A : X → X � îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ. Ðàññìîò-
ðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gr(A, T) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = (vi)

d−1
i=0 , îòâå-

÷àþùèì ìíîæåñòâàì Xi. Âåðøèíû vi è vj ñîåäèíåíû îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì,
èäóùèì èç vi â vj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A(Xi)∩Xj ̸= ∅. Ãðàô Gr(A, T) áó-
äåì íàçûâàòü ãðàôîì ïåðåêëàäûâàíèé ðàçáèåíèÿ T ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ
A.
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Ëåììà 4.1. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

Rn(u) ≃ Gr(Rα, Tn). (14)

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà ïåðåêëàäûâàíèé, ëåììû
2.4 è ïðåäëîæåíèÿ 2.3.

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îïèñàíèÿ ãðàôîâ Ðîçè Rn(u) äîñòàòî÷íî îïèñàòü ãðàôû
ïåðåêëàäûâàíèé Gr(Rα, Tn).

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü n = Im(α) − 1 äëÿ íåêîòîðîãî m. Òîãäà
1) Åñëè ωm(α) = 0, òî ãðàô Gr(Rα, Tn) èìååò âèä

6

�

-

�

-

?r

r

r

r
' $
?

Em0 EmEm−1

GmGm−1 Gm0

Ðèñ. 1.

2) Åñëè æå ωm(α) = 1, òî ãðàô Gr(Rα, Tn) èìååò âèä

6

�

-

�

-

?r

r

r

r

& %6Em0 EmEm−1

GmGm−1 Gm0

Ðèñ. 2.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü Im(α) ≤ n < Im+1(α) − 1 è t = n− Im(α). Òîãäà
1) Åñëè ωm(α) = 0, òî ãðàô Gr(Rα, Tn) èìååò âèä

6
?

�

�

-

�

�

-

?

6

r

r

r

r

r

r

Em+1
0

Em+1
Em+t

GmGm−1 Gmt+1

Gm+1
0 Gm+1

t

Ðèñ. 3.
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èëè, ýêâèâàëåíòíî, âèä

-r - -r -r - -r -r - r
' $
?

& %6Em+1
Em+t Em+1

0
GmGm−1 Gmt+1 G

m+1
t Gm+1

0

Ðèñ. 4.

2) Åñëè æå ωm(α) = 1, òî ãðàô Gr(Rα, Tn) èìååò âèä

6
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�
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�

�
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?
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r

r

r

Gm+1
0

Gm+1
Gm+t
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èëè, ýêâèâàëåíòíî, âèä

-r - -r -r - -r -r - r
' $
?

& %6Gm+1
Gm+t Gm+1

0
EmEm−1 Emt+1 E

m+1
t Em+1

0

Ðèñ. 6.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.2 è 4.3. Ïóñòü ωm(α) = 0. Òîãäà, â ñèëó
(7), ωm(1 − α) = 1 − ωm(α). Ïîýòîìó èç òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî êîðîòêèå
èíòåðâàëû ðàçáèåíèÿ C̃Tilm(1− α) èìåþò âèä Emi , à äëèííûå � âèä G

m
i . Äàëåå,

èç òåîðåìû 3.1 íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî

Rα(E
m
i ) = E

m
i−1,

Rα(G
m
i ) = G

m
i−1

(15)

äëÿ âñåõ i > 0. Îòìåòèì òàêæå ôîðìàëüíîå ðàâåíñòâî

Em0 ⊕Gm0 = GmGm
⊕ EmEm . (16)

Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî

Rα(G
m
0 )⊕ Rα(Em0 ) = EmEm−1 ⊕GmGm−1. (17)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |Emi | < |Gmi |, èç (17) íàõîäèì, ÷òî

Rα(E
m
0 ) ⊆ GmGm−1,

Rα(G
m
0 ) ∩GmGm−1 ̸= ∅,

Rα(G
m
0 ) ∩ EmEm−1 ̸= ∅.

(18)

Â ñëó÷àå, êîãäà n = Im(α)−1 äëÿ íåêîòîðîãî m, ôîðìóë (16) è (18) äîñòàòî÷íî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà ãðàôà Gr(Rα, Tn).

Ïóñòü òåïåðü Im(α) ≤ n < Im+1(α) − 1 è t = n − Im(α). Òîãäà îñòàåòñÿ
âû÷èñëèòü Rα(Gm+1

0 ), Rα(Em+1
0 ) è Rα(Gmt+1). Èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî Em0 =

Em+1
0 . Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (18), íàõîäèì, ÷òî Rα(Em+1

0 ) = Rα(E
m
0 ) ⊆ GmGm−1. Èç

(16) ñëåäóåò, ÷òî Rα(Gmt+1) = G
m
t , à ïî òåîðåìå 3.2 G

m
t = Em+1

Em+t ⊕Gm+1
t . Ïîýòîìó

Rα(G
m
t+1)∩Em+1

Em+t ̸= ∅, è Rα(Gmt+1)∩Gm+1
t ̸= ∅. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Rα(Gm+1

0 ) çàìåòèì,
÷òî Em0 ⊕ Gm0 = Em+1

0 ⊕ Em+1
Em

⊕ Gm+1
0 . Ïîýòîìó ôîðìóëó (17) ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå
Rα(E

m+1
Em

)⊕ Rα(Gm+1
0 )⊕ Rα(Em+1

0 ) = EmEm−1 ⊕GmGm−1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî EmEm−1 = Em+1
Em−1, ïîëó÷àåì, ÷òî Rα(G

m+1
0 ) ⊆ GmGm−1. Íà ýòîì âû-

÷èñëåíèå ãðàôà ïåðåêëàäûâàíèé äëÿ ñëó÷àÿ ωm(α) = 0 çàêîí÷åíî.
Ñëó÷àé ωm(α) = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü n = Im(α) − 1 äëÿ íåêîòîðîãî m. Òîãäà
1) Åñëè ωm(α) = 0, òî

force(W(Gmi )) = i,
force(W(Emi )) = i+Gm(1− α) = i+ Em(α),

(19)

2) Åñëè æå ωm(α) = 1, òî

force(W(Emi )) = i,
force(W(Gmi )) = i+ Em(1− α) = i+Gm(α).

(20)

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü Im(α) ≤ n < Im+1(α) − 1 è t = n− Im(α). Òîãäà
1) Åñëè ωm(α) = 0, òî

force(W(Em+1
i )) = i+Gm(1− α) − t− 1,

force(W(Gm+1
i )) = i+Gm(1− α) − t− 1,

force(W(Gmi )) = i− t− 1,
(21)

2) Åñëè æå ωm(α) = 1, òî

force(W(Gm+1
i )) = i+ Em(1− α) − t− 1,

force(W(Em+1
i )) = i+ Em(1− α) − t− 1,

force(W(Emi )) = i− t− 1.
(22)
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.4 è 4.5 ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñ-
ëåíèåì ïðè ïîìîùè ãðàôîâ Ðîçè (ðèñ. 1-6) ïî ôîðìóëå (ñì. �1)

force(W) = d(W,V (r)
n ). (23)

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü Im(α) − 1 ≤ n < Im+1(α) − 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

mforcen(u) = Im(α) − 1, (24)

forcen(u) =
sm(α)Sm(α)Im(α) + Lm(α) − 1

2
. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïî ôîðìó-
ëàì (19)-(22).

Âåëè÷èíû Lm(α), Sm(α), Im(α) è sm(α) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïàðàìåò-
ðû ðàçëîæåíèÿ α â öåïíóþ äðîáü [8]. Ó÷èòûâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü ðàçëîæåíèå α â öåïíóþ äðîáü èìååò âèä α =
[0;q1, q2, . . .), (Qi)

∞
i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðî-

áåé ê α è || · || � ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî öåëîãî. Ïóñòü i è t îïðåäåëåíû èç
ïðåäñòàâëåíèÿ

n+ 1 = (t+ 1)Qi +Qi−1 + r, 0 ≤ t ≤ qi+1 − 1, 0 ≤ r ≤ qi (26)

(òàêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

mforcen(u) = (t+ 1)Qi +Qi−1 − 1, (27)

forcen(u) =
||Qiα||((t

2 + t)Q2
i + (2t+ 1)QiQi−1 +Q

2
i−1) +Qi − 1

2
. (28)

5 Êâàçèøòóðìîâû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíî è h ∈ N. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u(h) =
(u

(h)
n )∞n=1 ïî ïðàâèëó

u(h)
n =

{
0, ⟨x+ nα⟩ ∈ [0; ⟨hα⟩)
1, ⟨x+ nα⟩ ∈ [⟨hα⟩; 1) (29)

äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî x. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u(h) áóäåì íàçûâàòü
êâàçèøòóðìîâûìè.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ñóùåñòâóåò n0(h) òàêîå, ÷òî äëÿ n ≥ n0(h) ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

pn(u
(h)) = n+ h. (30)
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåé ôîðìóëû äëÿ pn(u), ãäå u � ïðîèç-
âîëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (I0, Rα), äîêàçàííîé
â [1].

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü T (h)n � ðàçáèåíèå I0 òî÷êàìè ⟨−iα⟩, −h ≤ i ≤ n.
Òîãäà ïðè n ≥ n0(h) ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ïîëóèíòåðâàëàìè ðàçáèåíèÿ T
(h)
n è ìíîæåñòâàìè I(W), W ∈ Ln(u(h)).

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåêíèÿ
2.3.

Îòìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

T (h)n = Rhα(Tn+h). (31)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìàÿ ëåììà.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, T : X = X0 ⊔ . . . ⊔ Xd−1
� åãî ðàçáèåíèå, A : X → X è U : X → X � âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ X íà ñåáÿ, ïðè÷åì A ◦U = U ◦A. Òîãäà

U(T) : X = U(X0) ⊔ . . . ⊔U(Xd−1),

- òàêæå ðàçáèåíèå X è èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðàôîâ ïåðåêëàäûâàíèé

Gr(A, T) ≃ Gr(A,U(T)). (32)

Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 5.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàçèøòóðìîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
u(h) è n ≥ n0(h) èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðàôîâ Ðîçè

Rn(u
(h)) ≃ Rn+h(u). (33)

Ñëåäñòâèå 5.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàçèøòóðìîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
u(h) è n ≥ n0(h) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

mforcen(u
(h)) = mforcen+h(u), (34)

forcen(u
(h)) = forcen+h(u). (35)
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