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ФОРМУЛЫ СЛЕДОВ ДЛЯ КВАНТОВОГО 
НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА 

Изергин А. Г., Корешш В. Е., Смирнов Ф. А. 

В рамках квантового метода обратной задачи получены локальные 
интегралы движения для нелинейного уравнения Шредингера. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Классическое нелинейное уравнение Шредингера £<Э*ф==—<9«/Ч|)+ 
+2%|ф|Л|) соответствует модели нерелятивистской теории поля (модель 
НШ). Эта модель обладает бесконечным числом законов сохранения, в ка­
честве производящей функции которых может быть выбран коэффициент 
прохождения а (Я) вспомогательной спектральной задачи [1]. Локальные 
интегралы движения получаются из коэффициентов разложения In а (Я) 
л о обратным степеням %: 

<1) Ыа(К)=УскК~ 

тде 

<2) Ci/ix=iV= ji|)*i|)<i;r; c2/iK=P= j i|5* dxty dx/i; 

Таким образом, cu c2, c3 непосредственно связаны с числом частиц Лг, им­
пульсом Р и гамильтонианом Н. В литературе известны два способа по­
лучения формул типа (1), (2) («формул следов») в рамках классическо­
го метода обратной задачи. Первый, более традиционный, использует 
уравнение Рикатти [1, 2]. Второй способ основан на калибровочном пре­
образовании, диагонализующем потенциал [3]. 

В последнее время был развит квантовый метод обратной задачи [4]. 
Тождества следов играют в этом методе такую же важную роль, как и в 
классическом. До сих пор, однако^ отсутствовал вывод тождеств следов 
в квантовом случае. В данной работе нам удалось вывести квантовые тож­
дества следов для модели НШ. Мы обобщили на квантовый случай оба из­
вестных в классике способа, но в этой статье излагаем только способ, ос­
нованный на калибровочном преобразовании вследствие простоты его' 
обобщения на другие модели. Отметим, что эта задача была поставлена 
в [4]. 
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Модель НШ решена в рамках квантового метода обратной задачи в 
[5, 6]. Введем основные обозначения, следуя обзору [4]. Квантовая мо­
дель НШ — это квантово-полевая модель с гамильтонианом Н, определен­
ным в (2), где if>*, ij) являются теперь операторами с перестановочными 
соотношениями [ty(x), if>*(z/) ]=8(х—у); —L<xr y<L. Вполне интегри­
руемые модели квантовой теории поля удобно рассматривать на инфи­
нитезимальной решетке с шагом Д (Д->0). Поэтому введем на отрезке 
[— L, L] решетку, разбив его точками хп на N=2L/A частей и перейдем 
к усредненным полям %*, %: 

хп+1 *n+i 

Xn*= J ty*(x)dx; %n=J ty(x)dx; [Xm,Xn*]=6m»A. 

Инфинитезимальной матрицей монодромии Ln(X) на один шаг решетки 
является матрица 

\ i%%n; l + u A / 2 / 

Матрица монодромии Ть на отрезке [-L, L] определяется так: 

Стандартным в квантовом методе обратной задачи способом можно пока­
зать, что производящий функционал интегралов движения r=A+D 
(трансфер-матрица) обладает свойством 
(5) [т-(Я,),т(ц)]=0. 
В работе [4] вычислен спектр оператора т(А,) в пределе Д-^0, TV-»-00, 
AiV=Z,—const. Как мы покажем, в этом континуальном пределе локаль­
ные интегралы движения могут быть получены из разложения Гпт(Я) по 
обратным степеням А, при Я->°о: 

оо 

(6) 1п(т(Я)ехр(гЯЬ)) = V СД-* 
Я-э-ioo • , и " " ' 

(множитель exp(iXL) соответствует обычному сокращению плоской вол­
ны). Наша цель в дальнейшем — выразить в пределе Д-Ю, £->°° коэффи­
циенты Си 'С2, С3 через квантовые число частиц, импульс и гамильтониан 
в терминах полей if*, г|). 

2. КВАНТОВОЕ КАЛИБРОВОЧНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

Перейдем к вычислению коэффициентов Ck. С этой целью преобразуем 
инфинитезимальную матрицу монодромии Ln (3) с помощью калибровоч­
ного преобразования £/«, потребовав, чтобы преобразованная матрица мо­
нодромии Еп была диагональной: 

(7) Ln=Un~iLnUn-i. 

Матрицу Un размерности 2X2 будем искать в виде формального асимпто­
тического ряда по степеням %~1: 
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(8) un=i+ Yjx~hQ«k)' 

Хотя матричными элементами Un являются операторы, обратная матрица 
Un~l легко получается формальным обращением этого ряда, поскольку он 
начинается с единичной матрицы /. Нетрудно проверить, что Q^ могут 
быть найдены в антидиагональном виде: 

<»> « • и - ( 1 р Г ) -4 п 

причем условие диагональное™ матрицы Ln приводит к следующим урав­
нениям на (J, 7-

(10) pn +p„-i=Sn ; ^ +4n-i=Gn . 

ВеличиныJ3n
v и Gn выражаются через pm и ^т с 1<к, соответ­

ственно, и поля х? %*• Приведем здесь лишь выражения для G(1,2'3), ко­
торые мы будем использовать в дальнейшем: 

(11). Gn)=-—~-%n\ Gft
(a)== — - (Тп-i-Tn^ ) ; 

(3) = Л _ ( ( 2 ) _ (2) (1) * (1) Ч 

На величины р, х наложим естественные граничные условия: 

(12) . ^ = 0 ; £oft)=0 V*. 

Этот выбор приводит к нормально упорядоченной форме величин р, f при 
решении уравнений (10). В дальнейшем нам понадобится решение для у: 

-fn<fc) = ( - l ) n + 1 ^ ( - l ) ! G 
1=п+1 

Учитывая (11), получаем отсюда 

(ft) 
i • 

(13) Tn< i>=_^-(_l)«+i£ i(_l)«Xl; 
z=n+i 

2г N 

тГ= -f- <-«•+' ^(-^(ч/Л-тГ +*Л*тЙ). А 
Z = n + 1 

Нетрудно выразить матричные элементы матриц Гп через величины ^, 
«у; так, например, 
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ее «? 

(14) (Ьп)и=1-1Ш2-Ъ,*£ Я-*т--1^ ехр(-йД/2) ( 1-*х»*]£ Яг*^-,) • 

Последнее равенство мы написали с учетом А ->0; аналогичным образом 
получаем 

(15) (Гп)22~ехр(йД/2) (1+О.а-1)).• 

3. ТОЖДЕСТВА СЛЕДОВ 

Обратимся к выводу разложения (6). Из (7) следует, что 
(16) TL(X)=UAWTLCA)U0-I(X); 

Учитывая (14), (15), получаем при Д->0 

(17) I(X)=exv(-iXL) (1+Оа" 1 ) ) ; D(X)=exp(iXL) (1+0(Х'1)). 
Таким образом, при X~*i°° D{X) экспоненциально мало. Пренебрежем в 
выражении для TL{%) через р, Y (16) граничными членами, что соответ­
ствует переходу L-x», и учтем, что условия (12) приводят к равенству 
А (X) —А (X). Тогда получим при А-*0 и L-+ °° 

(18) 1п(ехр(й£)т(Я)) ~ ln(exp(&L)XM). 

Разложение по обратным степеням X для ех$ (iXL) А (X) получается ив 
(14), (16): 

оо 

(19) exp(iKL)A(X)^l+y\K-lah 

i = i ' - • • ' • 

где первые три коэффициента разложения суть 

iv 

(20) а1^~1\^п*Чп-и 

IV N ) 

Z * (2) _ V1 * (1) * (1) 

w = l у г ^ п г 

IV JV 

a3= _ ^ ^ Ь * Т п - 1 - ^ (x»i*Ym-iXn»*Tn(2-i+ 
т г = 1 * п\>П1 

JV 
+ Y *Y ( 1 )Y * v ( , , ) + i \ 1 Y *Y ( M Y *Y ( 1 > V * Y ( 1 ) | -

П£>П2>Пз 

Логарифмируя (19) и учитывая (18), получаем для первых трех коэффи­
циентов разложения (6) 
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(21) С±=*а±; Сг=а2~а?\2\ 
C3^a3—(aia2i+a2ai)/2+a1

3/3==a3—-a2ai+ai
3l3, 

Последнее равенство получается с учетом свойства aiah=akau вытекаю­
щего из (5). 

Для получения из (21) выражений Си С2, С3 через поля %п*, %п надо 
воспользоваться формулами (20), (13) и перейти в полученных выраже­
ниях к пределу Д->0. При конечном А интегралы движения получаются 
нелокальными и становятся локальными лишь при А->0. Переход Д->0 
необходимо делать с учетом требования гладкости описывающих модель 
квантовых полей, т. е. в нормально упорядоченных выражениях. Выра­
жения для Сп поэтому необходимо нормально упорядочить. После этого 
для перехода к пределу Д-^0 можно воспользоваться формулой 

п 

£(-l)A/^t(-l)n/n-/i]/2, 

которая верна, если /является гладкой функцией. Соответствующие вы­
числения не содержат уже принципиальных трудностей и приводят к 
следующим выражениям для первых трех коэффициентов разложе­
ния (6): 

(22) C^IKN; С2=1%(Р-ЫЫ/2); 

C3=>iK(H-i%P-K2N/3)\ 

где Л/", Р, Я —операторы числа частиц, импульса и гамильтониан, задаю­
щиеся формулами (2), где \j>*, tf> понимаются как операторы. Таким об­
разом, коэффициенты d разложения (6) отличаются от коэффициентов 
разложения (1) «квантовыми поправками», выражающимися через «млад­
шие» интегралы движения. Наш результат служит формальным оправда­
нием вычислений интегралов движения, проделанных в [4]. 

В заключение мы выражаем благодарность Л. Д. Фаддееву и Л. А. Тах-
таджяну за ценные обсуждения. 
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TRACE IDENTITIES FOR THE QUANTUM NONLINEAR 
SCHRODINGER EQUATION 

Izergin A. G., Korepin V. E., Smimov F. A. 

Local integrals of motion for the nonlinear Schrodinger equation are obtained in 
the framework of the quantum inverse scattering method. 
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