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О Ф О Р М У Л А Х КОШИ И П О М П Е Ю Д Л Я 
ОБОБЩЕННЫХ А Н А Л И Т И Ч Е С К И Х Ф У Н К Ц И Й 

Ж . А. Токибетов 

Используется аппарат теории обобщенных функций, позво­
ляющий строго определить фундаментальное функциональное ре­
шение уравнения, что дает возможность получить формулы К о ш и 
и Помпею без дополнительных условий на поведение решений на 
бесконечности, когда коэффициенты уравнения постоянны. Яд­
ра этих формул получены в явном виде. Библ. 6 назв. 

1. В работе И . Н . Векуа [1] (см. также [2]) были п о ­
лучены формулы К о ш и и Помпею для обобщенных анали­
тических функций, т. е. для решений уравнения 

~ — г - aw + ЪТи = F 
dz 

(1) 

(w{z) = u{x,y) + iv(x,y),^ = ^ ( - ^ + i-jfr))-

Эти формулы имеют следующий вид: 

w ^ = -4а Sax ^ ^ ^ w <» ^ - -2НГ L ° . <г> О Й С ) « 
(формула К о ш и ) , 

" W = "2ЙГ \ д т «> d l - 4г i r " 2 <*• ^ -

(2) 
(формула Помпею) . 
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Здесь Т — область , в к о т о р о й рассматривается реШбййе, 
а ОТ — ее граница. Qx (z, Q и Q2 (z, Q — ядра К о ш и . 
Д л я общего случая переменных коэффициентов а и Ъ их 
вид зависит от области Г , даже если а и Ъ заданы во всей 
плоскости . 

П о э т о м у интересно получить эти представления во 
всей п л о с к о с т и в случае , когда а и Ъ аналитичны во всей 
п л о с к о с т и (эти формулы получены И. Н . Векуа в [1]) 
для аналитических решений и Q± (z, Q , Q2 (z, 9 пред­
ставлены в виде рядов. 

В работе [3] была получена формула К о ш и для си­
стем, с в о д я щ и х с я к виду 

-^=- + bw = 0 (b = const) 

с п о м о щ ь ю фундаментального решения уравнения Аи = 
= | Ъ \*и. 

В данной работе , и с п о л ь з у я преобразование Ф у р ь е 
д л я обобщенных функций медленного роста , мы дадим 
прямой с п о с о б получения ядер К о ш и для случая п о с т о ­
янных коэффициентов и элементарный вывод формул 
К о ш и и Помпею. 

2 . Итак , рассмотрим уравнение (1) . Преобразования­
ми вида w = wxei(J?, z = zxeiA> (ф и ij; — действительные|по~ 
стоянные) всегда м о ж н о д о б и т ь с я т о г о , чтобы коэффи­
циенты ажЪ системы (1) были вещественны и положитель­
ны (см. [4]) . 

Так как коэффициенты системы (1) постоянны, то, вво­
д я н о в у ю функцию 

w = ю г е - а ^ , (3) 

приводим систему (1) к системе 

- ^ + Ьщ = 0. (4) 

3. Методом преобразования Ф у р ь е найдем (см. [5]) 
фундаментальное решение & (z) системы (4) , т . е. решения 
из S' уравнения 

J L + b $ = 6(z). (5) 

(Здесь б {%) — дельта-функция Дирака . ) 

U4 



Применяя преобразование Ф у р ь е к (5) , получим 

±%%&) + Ъ%(- £) = 1, (6) 

где Щ ( Q есть преобразование Фурье 8 (z). Уравнение 
(6) эквивалентно системе четырех уравнений 

+ b f f ( - £) = 1, 

Отсюда 

be&)+4riW(- 0 = 1. 

(7) 

( 8 ) 

Представим выражение (8) (см. [6]) в виде 

2 l im = — 2 - «С —2& 

Тогда в силу непрерывности преобразования Фурье 

- 26) z ) 

£ -> +0 J ' У ' ° 
f (z) i= тт^тт- l i m l im \ 

С | < я | C l a + ( 2 & ) 2 + « e 

21 
(2л ^ - г l im l im ^ - R — I — -

46 i . V f f i _ 

Jo ^ d,adr + l i m l i m 
4 j t £ - > + 0 R - * O 

3 + (26)2 + jg 
f 2 r 

JO 
G-"IA+IR|Z|SINA . 

Р2Я 

< Jo 
G-IR|z|cosa J a ^ r _ 

•2 + (26) 2 + JS 

= - | - - I | r ^ ( 2 b k J ) + - ^ ^ o ( 2 6 | z | ) f 

где Ki (i = 0, 1) — функции Бесселя и Макдональ-
да. Итак, 

%{z). 
26 
я . | z | 

2 Матем. заметки, т. 12, № 3 

K1{2b\z\) + -^-K0(2b\z\) (9) 
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есть фундаментальное решение системы (4 ) . Это локально 
суммируемая функция на всей плоскости, за исключени­
ем начала координат, где первое слагаемое имеет особен­
ность вида О (1/z), а второе слагаемое имеет логарифмиче­
скую особенность. 

4. Перейдем к выводу обобщенной формулы Коши. 
Для этого рассмотрим равенства: 

ШгЬь + ад, К ) -1- wxL_b {&2) + w1L_b(S%) = 

= 2 R e 4 - M ) . ( Ю ) 

$iLb (wi) - адьЫ + ЩЬЪ (ёг) - щЕъ~Щ = 

= 2ilmJL(w1e1), (11) 

где 

Lb (">i) = + Ь_ ь (и*) = - ~ - — bwu 

а и ё2 — фундаментальное решение операторов Lb, 
L_b соответственно. Проинтегрируем обе части равенств 
(10) и (11): 

S S*. l^Lb
 ^ + ^ К ) + (#2) + ЩАЖ)] = 

= 2 R e 5^.4- (12) 
5 ^ I адь (№l) - адГы + ^ ь ( f f i ) - = 

= 2 i I m ^ ^ - | - K ^ ) ^ ^ , (13) 

где 25 е — область 3) с выкинутым к р у г о м | £ —- z | < ! е. 
Так как iv1 является решением Ьъ (wt) = 0, а % г и 

$ 2 к а к функции точки соответственно я в л я ю т с я решения­
ми уравнений Ь_ъ (wx) = 0, Lb {wx) = 0 в области 3)t, то 

2 R e S LE 4 " ю ^ « - * » « * i = ( i ^ ) 

П 1 т \ \ ^ ~ 1 Г ( » *i(C - *))<*6Л| = 0. (15) 

Т е п е р ь по формуле Грина — Остроградского из (14) и 
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(15) получим 

2 R e SL ."A" { w i ® ( c ~ z ) ) d l d n = 

= 2 R e 4 - J r w 1 ( £ ) ^ ( S - ^ ) , d S -

- 2 R e 1Г$ Г . W l ® ^ ~ z ) d l = ° ' < 1 6 ) 

2 1 I m 5 L t ~ A " K ( ? ) ^ ( * ~ z ) ) d l d r i = 

= 2 H m - i - $ r H > i ( £ ) f f i ( £ - * ) d £ -

- 2 * I m - i - ^ w x ( t ) &x(£ - z)di = 0, (17) 

где Г , Г е — соответственно границы областей 3) и 
1 £ - * 1 < 8 . 

Используя свойства и вид функций К0 (z) и А'х (z), а 
затем переходя в (16) и (17) к пределу при е 0, получим 

Re W l (z) = Re ± - ^ W l (£) [ - | | Е т Г * i ( 2 Ь I £ " * I) ~ 

- K0{2b\l- z\)\dl, (18) 

* Im wx (z) = i Im - A - ^ «>x (£) [ - y f ^ j - Kx (2b | £ - z [) + 

+ A ' „ ( 2 b | £ - z | ) ] d£. (19) 

Из соотношений (18) и (19) вытекает, что 

^ ( г ) = 4 г i t t ) - | § Ё Т Т * i ( 2 * I С - z I)d£ -

- ^ ( 0 ^ 0 ( 2 6 1 2 - 2 1 ) ^ . (20) 

Это есть представление решения эллиптических систем (4) . 
Используя формулу (3) , легко найдем представления 

решения системы (1) с постоянными коэффициентами: 

" Ф ) = | г $ г y f ^ y А \ (26 | £ - z |) ^Uc-,) +(C-,)]w (О d i _ 

- - § - j 5 r A ' 0 ( 2 6 | C - z | ) 

(обобщенная формула К о ш и для системы (1)), 
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5. И с п о л ь з у я формулы (10) , (11) и метод п. 4 , легко 

получить аналог формулы Помпею для уравнения ^ = + 

+ aw + bw = F с постоянными коэффициентами а и &: 

= $ г j f ^ f j * 1 ( 2 Ь | С - * I ) * к ^ - и * ( О < * £ -

~-§5 г K 0 ( 2 b \ Z - z \ ) е ^ - ' Ы ^ м & Щ -

- 4 " { $ * T I ^ T ( 2 & 1 £ — ^ I) ^ " ^ ^ (£) dl d4 -

- ^ # 0 ( 2 Ь I С — all dn\ 

П о с к о л ь к у о б щ у ю эллиптическую систему с посто ­
янными коэффициентами м о ж н о привести к системе (1 ) , 
то таким путем м о ж н о получить аналог этих формул для 
общей эллиптической системы. 

В заключение в ы р а ж а ю благодарность В . С. Вино­
градову за постановку задачи и помощь при написании 
работы. 

Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова А Н СССР 12.VII .1971 
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