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УНИТАРНЫЕ ДЕЙСТВИЯ S* НА КОМПЛЕКСНЫХ 
ПРОЕКТИВНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

О. Р. М у с и н 

В последние годы в связи с гипотезой Петри о том, что существование нетривиаль­
ного действия группы S1 на многообразии X гомотопического типа QP71 достаточно для 
инвариантности полного класса Понтрягина р(Х), р(Х) £ #*(Х) , изучаются действия 
S1 на £,Рп. В настоящей заметке при некоторых ограничениях доказывается унитарный 
аналог гипотезы Петри, описываются унитарные действия S1 на стандартном £,Рп, 

1. Пусть на замкнутом квазикомплексном многообразии X действует группа S1, 
сохраняющая комплексную структуру в стабильном касательном пучке, с изолирован­
ными неподвижными точками. Через Xfri 0 < г <: тга, 1 ^ г < и = dinip X обозначим 

веса индуцированного представления S1 в касательном пространстве г-й неподвижной 
точки. 

Предположим, что Н2(Х, %) = Z. Пусть а — образующая группы Н2(Х, Z). 
Рассмотрим линейный пучок над X — т такой, что сх(х) = а £ Н2(Х, 1). Поднятием 
действия S1 с базы х можно превратить в З^-пучок. Обозначим через 6j веса представле­
ния S1 в слоях над неподвижными точками; они определены с точностью до общего сла­
гаемого. Если с±(Х) = ка £ Я2(Х, 1), то из сопоставления весов действий S1 в линейных 
пучках, АпТХ — детерминант касательного пучка и rfe, вытекает следующая 
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Л е м м а . *S\ xir = —XT / j (°^~^s) + a» г^е а не зависит от L 
r = l s=0 

2. О п р е д е л е н и е . Действие S1 на X называется квазилинейным, если т = п 
и для любого i набор (xiu . . ., х%п) равен набору (б| — б0, . . ., 6* — 6f_i, 6$ — 6f+1, . . • 
» . ., 6j — бп). 

Т е о р е м а . Пусть X удовлетворяет следующим требованиям: (i) ff2(X, %) = %% 
(ii)J %{Х) =n + l = m + U (iii) а* ф 0 в Н2п(Х, %), (iv) сг{Х) = (п + 1)а £ Н2{Х, 1), 
тогда всякое действие S1 на X квазилинейное. 

С л е д с т в и е 1. Всякое унитарное действие S1 на QPn квазилинейное. 
З а м е ч а н и е . В ориентируемом случае это не так. В работе |1] на QP**-1 строятся 

действия S1, не являющиеся квазилинейными. 
Из того, что действие S1 на X квазилинейное, легко вытекает, что X бордантно 

СРп, т. е. равны их числа Черна, откуда получаем 
С л е д с т в и е 2. Пусть X — Б'Ь-многообрааие, когомологичное СРП , т. е. Н*(Х, %) = 

= 1[a]/an+1 = 0; тогда, если сг(Х) = (п + \)а £ Н2(Х, 1), то с(Х) = (1 + a)n+1 , где 
с(Х) £ #*(Х, 1) — полный класс Черна, 

С л е д с т в и е 3. Если X — 8г-многообразие гомотопического типа C^n» h: X -+-
-+• С,Рп — гомотопическая эквивалентность и сг(Х) = ^*c1((QPn), то с(Х) = h*c(QPn). 

3. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . В работе [2] по всякому рациональному роду 
Хирцебруха /, /: U* -+• Q,, всякому комплексному G-пучку g над квазикомплексным 
многообразием сопоставлялся элемент / (£<-) кольца i£(#G)(g)Q,. Если G = SX, 
то К (Z?G) = Q, [[т] — 1]]. Из основной теоремы этой работы, в частности, следует, что для 

всякого 51-пучка I TdSi (lSl) £ Q [т)э Л"1], где Td — род Тодда. Пусть p f t = ^ т ® ( — ^ ) * 
i 
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Из леммы в силу требований теоремы получаем равенство 

(1) S * * ; = 2 (sft-A-)+«-

r)a П ( r i 6 f t " ^ - l ) Поэтому Ф^(г)) = . [Заметим, что из определения следует, что 
[[(V^-i) 
S 

(pfe(l) = (an, о2п), °2п — фундаментальный класс X. Поэтому, если i ф /, то Ь\ Ф 6j . 
Для определенности считаем, что Ф^ (1) > 0 и б0 > 6Х > . . . > 6п. Предположим, что 
а > 0 , тогда из (1) У} z 0 J -> У] (60 —67-); отсюда НтФ 0 (г ] ) = 81 и П т Ф0 (у]) = е2, где 

j j Т]-оо Ц - 0 
8$ = О или 1 (i = l, 2). Причем е2 = 1, если а = 0. 

Так как Ф0 (r])£ Q, [т], тр1], то Ф0 (rj) = const. Из того, что Ф 0 ( 1 ) > 0 , следует 
что Ф0 (т]) = 1 и а = 0. Аналогично, если а < 0, можно доказать, что Ф п ( т ) ) = 1 и а = 0. 
Отсюда вытекает, что 1) 2 агО'== S (^~" ^')» 2) фо (т1)==фп ('П) = 1- Из 1) и 2) легко 

j j 
получить, что набор (х01, . . . , я071) равен набору (б0 — бх, . . . , 60 — 6П) и набор 
(яп1 , . . . , хпп) равен набору (бп — б0, . . . , 6n — 6 ^ ) . Пусть равенство Ф* (т|) = 1 выпол-

т— 1 
нено при 0 ^ г <] га— 1 и / — 1^г ^ л , где Z> т. Возможны два случая: a) S\ (бг- — б т ) < 

г=0 
п т-1 п 

< 2 ( б т — 6j); б) 2 (Si — б т ) > 2 Фт — bj)' Рассмотрим случай а). Если и = 
j = Z - l г = 0 j=Z — 1 

= 2 T ® ( — fy) и # = {*'£ N | 0 < * < m или Z ~ l < i < лг}, то 

TdSi(K) = K(y])+l=% П - Т ~ б = 1 + ( Ф т ( т ) ) - 1 ) П б 1 1 - / > 
J6K s £ K \ { j } Л x s £ K \ { m } Л — г 

Отсюда Щг\) £ Q,[T|, т)"1]. Из а) и 1) следует, что lini Щч\) = 0 и lim | Ш(т]) | < 1г 
TI-»0 п-юс 

откуда 91(п) = 0, следовательно, Фт(т|) = 1. Аналогично в случае б) можно показать, 
что Ф/(г)) = 1. Таким образом, индукционный переход завершен, и, следовательно, для 
любого i Ot(r\) == 1. Из этих тождеств и 1) легко вытекает, что для любого i набор 
(зги . . ., xin) равен набору (6j — б0, . . ., 6; — 6j_i, б* — 6j+i, . . ., 6* — 8n). Следо­
вательно, действие S1 на X квазилинейное. 

В заключение автор благодарит И. М. Кричевера за внимание к работе и ценные 
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