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Доказывается, что оператор 

где ф (х)е С°° (Q) (Q ~ область в В п ) , {я : ср (х) = 0} — компакт 
в й , являющийся замыканием своих внутренних точек, обладает 
свойством глобальной гипоэллиптичности в Q, т. е. 

U G D ' ( O ) , . P r e С ° ° (Й) * > d e C ° ° (Q) 

Этот оператор не является гипоэллиптическим. Библ. 2 назв. 

В статье и с п о л ь з у ю т с я обозначения, смысл к о т о р ы х 
разъяснен на первых страницах книги [1 ] . 

Пусть Q — некоторая область R n . Линейный диффе­
ренциальный оператор Р (х, D) с бесконечно дифферен­
цируемыми коэффициентами в Q называется гипоэллип­
тическим, если sing supp Ри = s ing supp и для л ю б о й 
функции и из D'(Q). Это означает, что 

Здесь Q! — произвольная подобласть в Q. 
М ы будем говорить , что оператор Р (х, D) глобально 

гипоэллиптичен в Q, если 

и ЕЕ D" (Q) , Ри ^C°°(Q)^u^ С°° (Q) . 

Для операторов с постоянными коэффициентами поня­
тия гипоэллиптичности и глобальной гипоэллиптичности 
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совпадают. В настоящей работе приводится пример 
глобально гипоэллиптического в ы р о ж д а ю щ е г о с я эллип­
тического оператора в т о р о г о порядка , который не явля­
ется гипоэллиптическим. По-видимому, это первый при­
мер такого рода. 

Пусть К0 — компакт в Q, я вляющийся замыканием 
своих внутренних точек. Пусть ф (х) = ср (хъ х2, ... 

хп) — вещественная функция из С°° (Q) такая, что {х: 
Ф (х) = 0 } = К0. Рассмотрим в Q дифференциальный 
оператор 

Утверждается , что он обладает с фо р мул ир о в а иным выше 
свойством. Докажем это» 

Оператор (1) негипоэллиптичен. Это очевидным образом 
следует из т о г о , что на внутренности К0 оператор (1) про -

аа 

сто совпадает с оператором — - — - . 

Оператор (1) глобально гипоэллиптичен в Q. Для до­
казательства этого факта нам потребуется теорема, сфор­
мулированная ниже. Ее доказательство можно найти в 
статье [2]. 

Т Е О Р Е М А . Пусть Р (х, D) — дифференциальный опе­
ратор с коэффициентами из С°° (Q) , удовлетворяющий ус­
ловиям: 

1° для любого компакта К из Q, любого вещественного 
N и некоторых s0 и а выполняется оценка 

МЬ*+а)<Ск,„{1Ри1^+.1и\1т}, иевСо(К); (2) 

2° для любого компакта К из Q, любого мулътииндекса 
Р =/= 0 и некоторых вещественных sp, каковы бы ни были 
8 ^> 0 и N с некоторой постоянной С к, е, n, р ^> 0, выпол­
няется оценка 

• II Р № и II (sp) < е 1 Ри || (2

5э +1 р | > + CK,z,N3 \и\\\-Ю, Со {К). (3) 

Тогда v ЕЕ Dr (Q) , sing supp v — компакт в Q, 

^ G t f ; : ? ( Q ) 4 ^ G < a ) ( S ) . 

5 частности, если Pv £ С 0 0 то v ^ С™ 
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Рассмотрим оператор (1) . Так как он эллиптичен: 
(а следовательно, и гипоэллиптичен) в Q\K0, из Ри ЕЕ 
GE С°° (Q) следует, что и ЕЕ С°° (Q\K0). А это означает, что 
sing supp и ЕЕ К0, т. е. является компактом в Q. П о э т о м у 
для доказательства глобальной гипоэллиптичности опе­
ратора (1) достаточно проверить справедливость для него 
оценок (2) и (3) . Начнем с доказательства оценки (2) . 

Пусть К — любой компакт в Q, v ЕЕ С™ (К). Имеем 

/ n \ II dv 
i p v > v ) = m 

2 + 2" 
(о) 

'Л=2 (о) : > 0Ж1 ](0) 
(4) 

Х о р о ш о известно, что 
dv II 2 . 

ctal У о : 

! Cj t (I v I ( 0 ) , где постоян­

ная С к зависит от размеров К. Отсюда получаем 

С к I v | ? 0 ) < ( Р . , V ) < J L || Р У || ? 0 ) + ± . 1 „ 1 ? 0 ) . 

Здесь ji — произвольное положительное число . Выби­
рая }х < 2 С к и перенося (u72) || v (|(0) в л е в у ю часть нера­
венства, получаем оценку 

1 И ? о ) < С я | | ^ | | (

а о ) , (5) 

а это и есть нужная нам оценка (2) с s0 = 0 и а = 0. 
Теперь перейдем к доказательству оценок (3) . Пусть 

у е С При | Р | > 3 имеем 

n < C \ \ v || < |i J i; I f0) + IУ« I ^ V I h 

где jj, и iV — произвольные положительные числа. Здесь 
мы воспользовались тем, что порядок оператора Р равен 
двум. Отсюда , в силу произвольности \х и неравенства (5 ) , 
следует оценка (3) . 

П у с т ь | Р | = 1. Рассмотрим оператор Р^ (х, D). 
Имеем 

\Pii){x>D)v\\Uv 
ft K-i) 

2 

(0) •' 
(6) 

Так как функция ф(;) (х) равна н у л ю на К0 и, следо­
вательно, по непрерывности мала вблизи К0, м о ж н о по 
л ю б о м у fx ^> 0 найти т а к у ю функцию (х) ЕЕ что 
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(x) — i в окрестности K0, 0 ^ ¥ц ^ 1 й 

( n - 1 ) 2 w 1 2 ^ - ^ 1 (0) г - £ 7 1 № • 
Отсюда и из (4) и (6) получаем 

I P(j) (х, D) v IU) < 2 1 | | ?_„ + 21 P(i) (1 - T ^ ) v 1 < 
< 2ц (P ¥ > , Y^ i ; ) + 21 P y ) (1 — Yp) v 1 (7) 

П р а в у ю часть в (7) оценим через 

H^VIIco) + ИЧ>1?о) + C\\P(l - %)v\U) + сМ-т-(8) 

Для оценки в т о р о г о слагаемого в (7) мы использовали 
о б ы ч н у ю эллиптическую оценку . Ч т о б ы оценить второе 
слагаемое в (8 ) , воспользуемся неравенством (5) и тем, что 
0 

Используем также , что PW[Xv = W^Pu + LP, ЧУ v, a 
P. (1 — i; = (1 — Wy) Pv + [P, 1 - Vy] v, где, как 
обычно , через [Р, ф] обозначается оператор Рф — фР. 

Тогда (8) оценится через 

2ц 1 1 ? 0 ) + ц С к | Рг;||f 0 ) + 2цJ [Р, ЧГ»} v 11) + ClPvI?_х) + 

+ С\\[Р, 1 - Т ^ Н ^ + C ^ N l v \ \ l m . (9) 

Пусть е ^> 0 — произвольное число . Фиксируем fx ^> 0 
т а к и м , чтобы было 2\х + \кСк < е/4. Так как 

. C | | P y | (

2 _ 1 ) < ( e / 4 ) | | P i ; | | f 0 ) + C E , - 2 v| i ; | | f_ w , 

то (9) м о ж н о оценить через 

\ « Pv I to) + 2ц 1 [i>, 4 V ] i; II ? 0 ) + СI [ Р , 1 - ЧГ»] i; || ?„) + 

+ C W M ( - * ) - (10) 
Второе и третье слагаемые в (10) , как это следует из д о ­
казанной ниже леммы, можно в с в о ю очередь оценить че­
рез (е/2) I Pv ||(о) + Cs, jv 1 v |(-iv)- Это завершает Дока­
зательство оценки (3) для | р | = 1. 

Л Е М М А . Пусть функция ф (х) ЕЕ С°° (Q) такова, что 
Ф(а) (#) = 0 в некоторой окрестности К0 для всех а ф 0. 
Тогда для v ЕЕ С™ (К) справедливо неравенство 

II [ Л ф] wI о,) < С*, к {1 Р*>|| U) + II?1 In)}. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как с некоторыми по­
стоянными Са [ Р , ф! = С а Р ( а ) ф а , то 

\ [ p ^ ] v \ \ ^ < c 2 0 < l a [ < 2 \ \ p ^ h a M \ h -

Из условий леммы следует, что ф аг; e C ( 2 \ К0), а в 
Q \ К0 оператор (1) эллиптичен. Поэтому , используя 
обычные эллиптические оценки, получим, что 

1 [ Л ф И ? „ ) < 

Далее 

1 0 < | а | < 2 1 Р Ф ( * И 1 н « | ) : 

k)< 1 а | < 2 

|| Р Ф ( а ) 1 ; I ̂  < С I Pv J U) +СЦР, Ф ( в ) ] У | 

Оценивая второе слагаемое в правой части этого не­
равенства точно так же , как выше мы оценивали 

[Р , ф] и || (2

0), получим, что 

2 0 < | а | < 3 1 ^ ) И 1 ( - 1 ) < 

< ^ 1 ^ 1 ( - 1 ) + С 2 о < И < 2 1 1 [ Л Ф(а+Р)] V\U-
0 < | э ( < 2 

Если проделать все это п раз , то придем к оценке 

S 0 < l a K J ^ ( ^ I ( % < C I ^ l | f _ 1 ) + C 2 | Y | < J [ A 9 W ] H I ( - n ) . 

Операторы [Р , ф(Т )] имеют первый порядок . Поэтому 

1 [ Р, Ф(т)] V 1 ( - п ) < СК,п || У || (i-n). 

Фиксируем произвольное iV ^> 0 и возьмем д > N + 1. 
Тогда получим окончательно 

| [ Л ф Н 1 < 2 О ) < с 2 0 
I P9(a)V l<-l)s C{\\Pv\\U)+lvtN)}. 

J o < l a | < 
Это завершает доказательство леммы. 

Остается доказать неравенства (3) для | £5 | = 2 
В этом случае 

2 
("2) ~~ 

д ( 24 ^ 
" 2jn=2~dx^ ^ ' ф ) дхк 

•2) 

; с { i ( ф я ) ( Э ) ^ H i ) + 1̂ 1 (11) 
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В т о р о е слагаемое в правой части (11) сразу м о ж н о оце­
нить нужным образом, и с п о л ь з у я ( 5 ) . Д л я оценки перво­
го слагаемого выберем, как и выше, функцию Wy, (х) ЕЕ 
<= ( Q ) , ^ (х) = 1 с окрестности К0 т а к у ю , ч т о б ы было 

С|| (Ф 2 ) (« v||2

0) < 111 » | | (

2

0 ) + С»I (1 - Т ^ ) 17Ц(2

0)• 

Это всегда м о ж н о сделать, так как (ф2)(з> — 0 на К0. 

Фиксируем [х = ^ •. Тогда из ( 5 ) получим 

H N ( 2 o ) < ^ l l ^ l l ( V (12) 

Для того ч т о б ы оценить || (1 — Х¥[Х) v | | (

2

0 ) , используем 
эллиптические оценки. Получим тогда 

(1 - ч у v 1 (2

0) < с {и р (1 - 4 V ) р I а_ 2 ) + 1 И 1 ?- N)} < 

< СIРУI?_2) + С| | [Р, 1 - Г , , ] р IU) + C\\v\\\-т< 

<C\\Pv\\U + C\\v\\U) + C\\v\\In) 

Отсюда, применяя ( 5 ) , легко получить , что 

|| (1 - Т ц ) i; 1 f0) < - | - 1 PvИ fo) + Ct[v12_«о- (13) 

Объединяя (11) , (12) и (13) , получаем 

\\P(!i)v\\U)<z\\Pv\\t0) + C4v\\lN). 

А это и есть н у ж н а я нам оценка. Таким образом глобаль 
ная гипоэллиптичность в Q оператора (1) доказана. 

А в т о р г л у б о к о благодарен своему научному р у к о в о ­
дителю В . В . Г р у ш и н у за постановку задачи, помощь и 
внимание. 
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