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§1 . Основные результаты 

Рассмотрим 2 х 2-систему квазилинейных уравнений на плоскости вида 
ди ди 
^^A{U,x,t)^ = F{U,x,t), (1) 

где и = (u^v)^ а A(C/ ,x , t ) есть 2 х 2-матрица коэффициентов, собственные 
числа которой вещественны и различны. 

К системам этого вида приводят многие содержательные модели газовой ди­
намики, теории нелинейных волн и т.д. [6, 7]. Одно из интересных свойств этих 
уравнений состоит в том, что при выполнении некоторых условий нелинейности 
(указанных ниже) их решения перестраиваются по времени: даже будучи одно­
значным в начальный момент, через некоторое конечное время решение может 
стать многозначным, произойдет градиентная катастрофа [6]. Это явление свя­
зывают с возникновением разрывов, ударных волн. 

В то же время решение продолжается и за точку опрокидывания, пусть даже и 
многозначным образом. Вопрос о том, как при этом оно устроено, поднимается, 
например, в [8]. В этой работе мы приведем классификацию типичных особенно­
стей для проектирований графиков решений на плоскость независимых перемен­
ных. 

Систему (1) можно привести к диагональному виду, сделав замену зависи­
мых переменных этой системы на ее римановы инварианты w = w(U^x^t)^ 
z = z{U^ X, t): 

wt-\-X{w^ z^ x^t)wx = g{w^ z^ x^t)^ zt-\-fi{w^ z^ x^t)zx = h{w^ z^ x^t)^ (2) 

где A, /X — собственные числа матрицы A. 
О П Р Е Д Е Л Е Н И Е [9]. Система (2) называется сильно нелинейной^ если выполня­

ется следуюп];ее условие на производные собственных чисел по направлениям ри­
мановых инвариантов: 

А^/х, ^ 0 . (3) 
Мы будем требовать выполнения более жесткого условия на собственные чи­

сла: 
K><zl^wl^z у^О. (4) 

Т Е О Р Е М А . Пусть для системы (2) с вещественно-аналитическими коэффи­
циентами выполнено условие нелинейности (4). Типичные особенности проек­
тирования графиков ее решений на плоскость независимых переменных исчер­
пываются списком табл. 1. 

Каждое отображение / : М̂  ^ М̂  из этой таблицы определяет проектирование 
на плоскость некоторой двумерной поверхности (рис. 1): 

/ - ^ (0 ) -^М^ ЛМ^^ 7г: (у ,х) ^ (х) . (5) 
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Проектирование подмногообразия L ^^ М — графика решения общего поло­
жения — приводится к одной из нормальных форм диаграммы (5) расслоенной 
заменой координат на М̂  . 

З А М Е Ч А Н И Е . Условие аналитичности коэффициентов уравнений используется 
там, где речь идет о существовании ростка решения с данной струей. Все осталь­
ные рассуждения справедливы и в гладкой ситуации. 

Хотелось бы также отметить, что мы будем использовать несколько видоизме­
ненное определение устойчивости диаграмм (5): в качестве шевелений поверхно­
сти L рассматриваются лишь близкие решения. Именно поэтому в списке устой­
чивых появляется нормальная форма С2,2- В классификации проектирований 
двумерных поверхностей на двумерную базу эта особенность является простой 
[4] (т.е. нормальная форма не содержит модулей), а в нашей ситуации она стано­
вится неустранимой за счет сужения пространства деформаций и, следовательно, 
устойчивой. 

Более детальное представление о типичных особенностях решения дает пара 
графиков его римановых инвариантов. 

Устойчивые нормальные формы инвариантов приведены в табл. 2. Их гра­
фики (а также графики в точке типа 6^2,2 5 ^ которой они имеют модули) изо-
браэюены на рис. 2. 

В табл. 2 Ф(^) = t^ + X2t^ -\- xit -\- w и res — это результант двух многочле­
нов. Каждая из функций в этой таблице определяет поверхность f{w^x) = 0 на 
пространстве расслоения 

М̂  ^ М̂  , {w,xi, Х2) ^ {xi, Х2). 

Конечно же, исследовать многозначные решения можно, и оставаясь в рам­
ках координатного подхода, например, сделав преобразование годографа (при 
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котором зависимые и независимые переменные меняются ролями; см. п. 7.2). Но 
все-таки более естествен язык дифференциальных форм: системе (1) можно со­
поставить пару 2-форм на М̂  (а точнее, множество их линейных комбинаций с 
функциями в качестве коэффициентов) 

dU А dx — А{и^ X^ t) dU А dt — F{и^ X^ t) dt А dx^ где U = (u^v). 

Теория систем дифференциальных 2-форм излагается в § 2. Возможен и дру­
гой способ задания 2 х 2-систем, а именно парой трансверсальных двумерных 
распределений Vj на М.^: в каждой точке т ^ М.^ грассманиан системы, т.е. 
множество касательных к решениям плоскостей, состоит из плоскостей, пересе­
кающих одновременно обе Vj (т). 

В этих терминах свойства (3), (4) нелинейности представляют собой некото­
рые геометрические условия на пару распределений Vj и грассманиан системы: 
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см. § 2. В частности, имеет место следующее свойство регулярности решений: 
Пусть L ^^ М̂  ^ М̂  ^ 7г: (гг, г', X, t) 1-̂  (х, t) — проектирование на базу гра­

фика произвольного решения системы (1). 
Если система (1) сильно нелинейна, то кривая 

$]1(7г о г) = {п G L, dimKer(7r о i)*(n) = 1} 

не имеет особенностей. 
Доказательство этих результатов проведено в § 5, 6, 7. § 6 носит вспомогатель­

ный характер: в нем доказана теорема трансверсальности для решений системы. 
Автор благодарен В. И. Арнольду за помоп];ь в работе и И. А. Богаевскому за 

полезные обсуждения. 

§2. Геометрические конструкции, связанные 
с 2 X 2-системами казилинейных уравнений 

2.1. Пусть V^ — четырехмерное линейное пространство, а — заданный на 
нем пучок внешних 2-форм, т.е. прямая из РЛ^(У^) . 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Я . Пучок а называется строго гиперболическим^ если его пересе­
чение с конусом вырожденных 2-форм состоит из пары различных, определенных 
с точностью до умножения на константу форм ранга 2. Их ядра — это его соб­
ственные подпространства. 

П Р И М Е Р . Вырожденные 2-формы dxi Л dx2 и dxs Л dx4 определяют пучок 

а = а dxi Л dx2 + (3 dxs Л dx4, {а : (3) Е ЖР'^. (6) 

Строго гиперболический пучок на М̂  восстанавливается по паре Vi, V2 соб­
ственных двумерных плоскостей: достаточно их перевести в подпространства 
xi = Х2 = О, хз = Х4 = О и воспользоваться предыдуп];им примером. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Двумерная плоскость г С V^ называется а-интегральной^ 
если любая 2-форма из а обрап];ается на ней в нуль. 

Множество интегральных плоскостей пучка, его грассманиащ обозначим че­
рез Gcj'-

Представление о том, как он устроен, дает 
Л Е М М А 1 [5]. Грассманиан G^ интегральных плоскостей строго гиперболи­

ческого пучка диффеоморфен тору S^ х S^. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Собственные подпространства пучка определяют две скре-

п];иваюп];иеся прямые в ЖР^ . В силу формулы (6) G^ состоит из прямых, пере-
секаюп];их эту пару, и, следовательно, диффеоморфен тору. П 

2.2. Линейные конструкции п. 2.1 непосредственно переносятся на случай, ко­
гда вместо пучка внешних форм рассматривается гиперболическая система (пу­
чок) дифференциальных 2-форм на пространстве расслоения тг: А̂ ^ -^ В^, или, 
что эквивалентно, пара двумерных распределений "l̂ -, j = 1, 2. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Система а., заданная на А^^, называется квазилинейной^ если 
в каждой точке п G А̂ ^ касательная плоскость к слою лежит в грассманиане 

Если строго гиперболическая система квазилинейна, то ее собственные под­
пространства высекают на касательных плоскостях к слоям расслоения пару пря­
мых в каждой точке и, следовательно, определяют два поля направлений: ^i и 
^2 • Их интегральные кривые называют характеристиками. Координаты w^ z в 
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слоях расслоения 

в которых выпрямляются ПОЛЯ ^1 и ^2 5 называются римановыми инвариантами 
системы. 

Конечно, эти координаты определены неоднозначно, остается еще некоторый 
произвол: диффеоморфизм 

W = (p{w^ x^t)^ ^ = '0(^, X, t ) , (х, t) = т ( х , t) 

переводит характеристические поля направлений ^г = dz ^ ^2 = д^ в себя. 
Если мы перешли к римановым инвариантам системы, то в этих координа­

тах распределения Vj и отвечающие им 2-формы aj (для которых Keiaj = Vj) 
приобретают следующий вид: в качестве базисов распределений Vi и V2 можно 
выбрать поля 

dz, dt-\- Хдх + дд^ и д^, dt + iid^ + hd^ . 
При этом 

CTi = dw Л {dx — Xdt) -\- д dx А dt^ а2 = dz А {dx — (idt) -\- hdx А dt. (7) 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Двумерное подмногообразие L ^^ А̂ ^ называется а-интегралъ-
ным^ если i'^/S = О для любой 2-формы /? из ст. 

З А М Е Ч А Н И Е . ЕСЛИ сг-интегральное подмногообразие L является графиком се­
чения расслоения тг, то уравнения (2) представляют собой координатную запись 
условий î ĉTj = О, J = 1, 2. В этом случае L — график некоторого решения (2). 

2.3. О грассманиане системы и условиях ее нелинейности. Наличие на 
А̂ ^ структуры расслоения приводит к стратификации грассманиана системы: 

2 

^ с г = 1 ^ ^ s i n g ' 

где Gg- (п) = {т G Gcj{n)^ dimKerTr^r = i } . Согласно лемме 1, G\^^^ пред­
ставляет собой пару гиперповерхностей, образованных интегральными плоско­
стями, которые касаются только одной из характеристик. Поверхность G'l^ С 
G(j имеет коразмерность 2 и состоит из плоскостей, касательных к слоям рас­
слоения 7Г. 

Условия нелинейности (4), о которых шла речь во введении, удобно сформули­
ровать в терминах свойств стратов G^^ и распределений Vj. Определим трех­
мерные распределения Vj, плоскости которых в каждой точке натянуты на ка­
сательное пространство к слою расслоения тг и соответствующие Vj. Мы будем 
рассматривать системы, для которых выполнено одно из следующих условий: 

НЛ-1. Произвольное сечение расслоения G\^ -^ N^ — неинтегрируемое рас­
пределение. 

ПЛ-2. Распределения Vj (сильно) неинтегрируемы, в том смысле, что для лю­
бой пары образующих Vj , одна из которых не вертикальна, коммутатор не при­
надлежит Vj. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Пусть а — квазилинейная старого гиперболическая си­
стема на М̂  , заданная парой форм (7). 

1) Условие ПЛ-1 эквивалентно сильной нелинейности системы. 
2) Условие ПЛ-2 эквивалентно условию (4). 
Его доказательство дано в § 7. 
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§3. Особенности проектирований а-интегральных подмногообразий 

Нелинейность системы, как показано в этом параграфе, накладывает неко­
торые ограничения на топологию решений (теорема 1) и обеспечивает для их 
проектирований более богатый набор особенностей общего положения. 

3 .1 . Пусть L ^^ А̂ ^ -^ В^ — проектирование решения системы а вдоль слоев 
расслоения тг. Через Е (р) обозначим множество критических точек проекции 
р = 7 г о г : Х ^ Б ^ , а через И-̂  (р) — множество 

Il'^(p) = {п G L, dimKerp*(n) = j}. 

Т Е О Р Е М А 1. Пусть квазилинейная система а на N^ строго гиперболическая^ 
и для нее выполнено условие сильной нелинейности. 

Тогда для произвольного а-интегрального подмногообразия L отобраэюение 

г\ L ^ Gcj, п^ (п.ТггЬ), 
трансе ер сально гиперповерхности G\^ . 

Из соотношения 5]^(р) = ^~^(Ggj ) получаем 
С Л Е Д С Т В И Е . В предполоэюениях теоремы 1 кривая 5]^(р) не имеет особых 

точек. 
Таким образом, свойство (3) гарантирует регулярность множеств 5]^(р) од­

новременно для всех решений системы. 
Доказательство теоремы — в § 5. 
3.2. Классификация особенностей проектирований. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Тройка М^ А А^̂  Л В^, где N Л В — расслоение, а М 
— поверхность в А ,̂ может быть с особенностями, называется проектирова­
нием М. Проектирования Mj ^^ Nj ^ Bj ^ j = 1, 2, эквивалентны^ если имеет 
место коммутативная диаграмма 

M l ' -

/ 

Л/ Т2 -

у Ni — 

а 

> А h -

> Вг 

h 

> Ь \ 

(8) 

Поверхности в А̂ ^ , проектирования которых мы рассматриваем, являются ин­
тегральными подмногообразиями некоторой системы форм. Поэтому будем ис­
пользовать несколько видоизмененное определение устойчивости, допуская ше­
веления поверхности только в классе решений: росток в точке п G А̂ ^ проек­
тирования L ^^ А̂ ^ -^ В^ решения системы а называется а-устойчивым., если 
для любого сг-интегрального подмногообразия L, достаточно близкого к L, су-
п];ествует близкая к п G А̂ ^ точка п, росток (L^n) ^^ А̂ ^ -^ В^ в которой 
эквивалентен диаграмме (L^n) ^^ А̂ ^ -^ В^ . 

Перечислим особенности обп];его положения для многозначных решений. 
Т Е О Р Е М А 2. Пусть для системы а на N^ выполнено условие нелинейности 

ПЛ-2. 
1) Росток в точке п G А̂ ^ проектирования 

{L,n) ^ N^ ^В'^ 
интегрального подмногообразия L является а -устойчивым, если и только если 
он эквивалентен ростку в нуле проектирования 

/-1(0)-^м^ Лм^^ 
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где 7г: (у, х) i-̂  (х) 'ii / : М̂  ^ М̂  задано одной из формул табл. 1. 
2) Типичные особенности проектирований решений исчерпываются устойчи­

выми. 
З А М Е Ч А Н И Е . Стандартный список устойчивых особенностей проектирований 

двумерных поверхностей на плоскость короче: он включает в себя только уит-
неевские особенности A i , А2, A3. Нормальная форма (^2,2 — первая из списка 
простых, не являющаяся устойчивой в стандартном контексте. 

§4. Графики римановых инвариантов реп1ения 
как ф р о н т ы леж:андровых отображ:ений 

4.1 . Напомним, что римановыми инвариантами системы называются коорди­
наты в слоях 7г, в которых выпрямляются семейства ее характеристик. Рассмо­
трим проекции вдоль этих семейств: 

т:^: N^ ^ Z ^ {w,z,x,t) ^ {z,x,t). 

Графики инвариантов решения (вообще говоря, многозначные) — его образы 
при этих проекциях. Пусть р^ = 7г^|ь, р^ = 7г^|ь и 5](р^), 5](р^) — множества 
критических точек этих отображений. В точках множества Е (р) ядро Кег р^ 
касается одной из характеристик; поэтому 

S ^ = S (p« ' )US( / . ^ ) . (9) 

Из (9) следует, что критические точки по крайней мере одной из проекций 
р^, р^ неизолированы. В то же время отображения / : М̂  ^ М̂  общего положе­
ния могут иметь лишь изолированные критические точки. Объяснением этому 
служит доказанная в теореме 3* лежандровость р ^ , р^: типичные особенности 
в классе всех отображений и в классе лежандровых различны [1]. 

В следующем утверждении выясняется природа особенностей римановых ин­
вариантов. 

Т Е О Р Е М А 3. Пусть а — строго гиперболическая система в N^. Проекцию 
7г^: А̂ ^ -^ W^ вдоль семейства ее характеристик моэюно поднять до отобра-
гУтсения 

^^ : G ^ ^ P T * V Г ^ 
так что для любого а-интегрального подмногообразия имеет место коммута­
тивная диаграмма 

Ga -^—> PT^'W^ 

^ АГ4 у W^ 

где г: L ^ G(j, п \-^ {п^ T^L). 
С Л Е Д С Т В И Е . Поле касательных гиперплоскостей к графику риманова инвари­

анта продолэюается в особые точки этой гиперповерхности. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О теоремы 3. Можно считать, что система а записана в ри­

мановых инвариантах. Для распределений Vj в качестве базисов были выбраны 
поля 

El = dz, Es = dt-\- \дх + дд^ ; Е2 = д^, Е^ = dt-\- рд^ + hd^ . 
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Определим проекцию т:^: С^ ^ PT^'W^. Если (р^: М̂  -^ Ga{n) — локальная 
параметризация грассмапиапа в точке п Е N^, 

ifn: (a i ,a2) ^ {El -\-aiEs,E2 + a2E^){n), 

TO 

^ - : (n, r ) ^ (7Г-(П), « ^ 3 , 7ГГ(^2 + «2^4))) • П 
Теорему 3 удобно переформулировать на языке лежандровых отображений. 

Т Е О Р Е М А 3*. Отобраэюение р^: L ^ W^ является леэюандровым: его моэюно 
представить как проекцию леэюандрова подмногообразия ^^{L) = тг^ о i[L) 
вдоль слоев расслоения PT^'W^ -^ W^ . 

С Л Е Д С Т В И Е . График инварианта является фронтом. 
Подмногообразие p^(L) лежандрово, так как оно образовано касательными к 

p^{L) плоскостями. Кроме того, оно может иметь особенности. 
П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2. Пусть х = x{w^z), t = t{w^z) — запись интегрального 

подмногообразия L в римановых инвариантах. Тогда мноэюество Т^{^^) кри­
тических точек погруэюения р ^ : L -^ РТ'^Ж^ определяется уравнениями 

0 D,X D,g 
1 А д 0. (10) 

Укажем пример лежандрова подмногообразия с особенностями [3]. Пусть S -̂> 
J^ (М^ , М )̂ задано производящей функцией 

Jo 
S = {{p,q,z) I 3y, Фу = 0, г = Ф{у,д), p = Фд} . (11) 

Компонента подмногообразия S, отвечающая уравнению у^ -\-qi = О, называется 
раскрытым зонтиком Уитни. Это лежандрово подмногообразие имеет особен­
ность в нуле — там, где ранг его параметризации 

gi = -у\ рг = ОТ2, Р2 = -2? /73 , z = -2д2?/73 (12) 
падает на единицу. Па рис. 2.3.6 изображен его график — 

{{z, qi, дз) I Зу, Ф^ = О, ^ = Ф(у, q)}. 

4.2. Список устойчивых особенностей графиков инвариантов дается следую­
щим утверждением (см. табл. 2, рис. 2). 

Т Е О Р Е М А 4. Пусть для системы а на N^ выполнено условие нелинейности 
ПЛ-2. 

Для решения системы а росток проектирования инварианта p^L ^^ W^ -^ 
В^ является а -устойчивым, если и только если он эквивалентен одной из нор­
мальных форм диаграммы 

Г\0) ^R^ ЛМ̂ ^ 7г: ( ^ , Х 1 , Х 2 ) ^ (Х1,Х2), 

приведенных в табл. 2. 
В силу теоремы 3* задача перечисления нормальных форм для проектирований 

римановых инвариантов сводится к изучению особенностей диаграмм отображе­
ний 

М^ Л PT^'R^ А М̂  Л М̂^ (13) 
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где /?: М̂  ^ М̂  , (г ;̂, х, t) i-̂  (х, t) — расслоение над двумерной базой, S{M) — 
лежандрово подмногообразие (может быть, с особенностями). 

Рассмотрим в М̂  вертикальное ноле направлений г = д^ , ^ (тп) G РТ^Ж^ . 
Диаграмма (13) означает, что в пространстве М̂  имеется следующая пара: вол­
новой фронт aoS(М) и поле направлений г . Задача ее приведения к нормальной 
форме (другими словами, выпрямление поля направлений при сохранении вол­
нового фронта) изучалась, например, в [2, 4]. Список нормальных форм в этой 
задаче получается прибавлением к табл. 2 пары (i7, г ) , где г = 9^ и 

Н = {{xi,X2,w) \3у :Фу = 0, Х2 = Ф{у,Х1,и))}, (14) 

Ф{y,Xl,w) = у^ +Х1у2 -\-wy. 
в нуле слой проекции /3: (г ;̂, x i , Х2) 1-̂  (xi , Х2) лежит в касательной плоскости 

к ребру возврата этой поверхности, но при этом не касается самого ребра (рис. 3). 
Эта особенность не реализуется для гиперболической системы. 

Рис. 3 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3. Пусть т = р^{п) — точка на ребре возврата графика 
инварианта {п G 5](р)). Касательная плоскость к графику в этой точке вер­
тикальна, если и только если dim Кег р* (п) = 2. 

В точке на ребре возврата графика риманова инварианта, отвечающей 5]^(р), 
слой проекции W^ -^ В^ касается самого ребра, что доказывает нереализуемость 
особенности (14). 

С помощью этих результатов мы получаем список нормальных форм для про­
ектирований р^L ^^ W^ -^ В^. Доказательство реализуемости особенностей 
проводится, как и в теореме 2. 

§5. Доказательство т е о р е м ы 1 

5.1. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 1. Рассмотрим коммутатор образующих 
двумерного распределения 

^а = {El , аЕ2 + E/i) , ^ а ^ Г (Gging) 5 

где а: М̂  —> М — произвольная функция: 

[El, аЕ2 + Е^] = а^д^ + р^д^, + К^д^. 

Условие [El, аЕ2 + E^i] ^ S^ его неинтегрируемости эквивалентно условию 
(^zdw-\-l^zdx ф 0. Таким образом, распределения из семейства S^ неинтегрируемы, 
если и только если р^ ф^. 

5.2. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О теоремы 1. Рассмотрим росток проектирования 
(L, п^) ^^ М̂  ^ М̂  сг-интегрального подмногообразия L в критической точке 
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проекции р = 7Г о i. Предположим, что dimKer р*(п^) = 1 и в ядре лежит вектор 

Касательные плоскости к L патяпуты па векторные поля Ej + ajEjj^2, где 
aji L ^ М, причем ai(n^) = 0. 

Теорема будет доказана, если мы покажем, что dai{n^) ф 0. 
Поле касательных к L плоскостей продолжим до распределения на М̂  , имею­

щего следующий вид: 
S = (£^1 + axEz, Е2 + а2Е^). 

В точках п ^ L коммутатор его образующих лежит в T^L: 

[El + aiE3,E2 + а2Е4] = aiEi + а2{Е2 + а2£^4) (15) 

для некоторых aj. В п^ это соотношение перепишем в виде 

[£^1, £̂ 2 + а2Е4] = dai{E2 + а2Е4)Ез + aiEi + а2{Е2 + а2£^4) • (16) 

Распределение {Ei^E2 + 0^2^4) представляет собой сечение расслоения Gl- -^ 
М̂  . По условию ПЛ-1 оно неинтегрируемо, поэтому коммутатор [Ei, £^2+^2^4](^^) 
не лежит в плоскости T^oL, и 

dai{E2^a2E4){n^) ^ 0. П 
В следующем параграфе собраны результаты, необходимые для доказатель­

ства теоремы 2: доказана теорема трансверсальности для решений системы диф­
ференциальных уравнений, приведены сведения о структуре пространства 
J^{N ^ s) /с-струй 5-мерных подмногообразий в А^. 

§6. Теорема трансверсальности для реп1ений системы 

6.1. Как показывает переход от системы (1) к пучку форм, (1) можно пони­
мать как дифференциальное уравнение на поверхности в М̂  , а не на графики се­
чений расслоения тг, т.е. забыть про структуру расслоения. Именно такой точки 
зрения мы и придерживаемся в этом параграфе: 

поверхность Е в пространстве J^(N ^ s) /с-струй 5-мерных подмногообразий 
в А̂  будем называть дифференциальным уравнением порядка к; 

подмногообразие М^ есть решение этого уравнения, если его /с-струйное рас­
ширение принадлежит Е. 

Любое подмногообразие М естественным образом поднимается в простран­
ство /с-струй: 

j'':M^j''iN,s), n^[Mt. 
[М]^ есть к-струя в точке п , М^^^ — образ М при отображении j ^ . 

Рассмотрим росток (М^ ^п) ^^ N подмногообразия М в N ^ являющегося 
решением уравнения Е. Выбор окрестностей, U для точки п , п G С/ С А ,̂ и 
и для г-струйного расширения j^{M Г\ U) С J^{N^s)^ определяет окрестность 
0 ^ ( М ^ , п) ростка (М^, п) в пространстве ростков решений уравнения: 

( М , п ) G O ^ ( M % n ) , 

если п Е и ж j^{M пи) С и. Эта окрестность состоит из ростков, для которых 
близки г-струйные расширения их представителей. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е , Г-М продолэюением уравнения Е называется подмногообразие 
^(г) ^^ J^+^I^N ^ s), образованное {к + г)-струями подмногообразий М в точках 
п Е N^ для которых М^^^ касается Е в точке [М]^, причем порядок касания 
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Дифференциальное уравнение Е формально интегрируемо^ если 
все его продолжения — гладкие многообразия, а проекции £^(^+^) -^ £ (̂̂ ) — глад­
кие расслоения. 

6.2. Т Е О Р Е М А трансверсальности. Пусть Е С J^{N^s) — аналитическая 
формально интегрируемая система дифференциальных уравнений и С ^^ Е^^^ 
— некоторая гладкая поверхность в ее г-м продолэюении. 

Тогда для любого ростка {М^ ^п) ^^ N решения М существует такая его 
окрестность 0^^^(М, U) в пространстве ростков решений^ что поверхности 
j{k+r)(^j\^ П и) трансе ер сальны С для почти всех (М, п) G 0^^^(М, U). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О теоремы трансверсальности. Пусть {М^ ^п) ^^ N — ро­
сток решения и ё = j^^^{n) — образ п при поднятии М в Е'^^^ . 

В качестве пространства параметров Y выберем окрестность О^ С Е'^^^ ТОЧ­
КИ ё. Из теоремы Картана-Кэлера о существовании решения с данной г-струей 
вытекает суп];ествование ростка семейства М(е ) , е G О^, решений системы, та­
ких что {к + г)-струя ростка, отвечаюп];его параметру е G О^, равна е. 

Рассмотрим семейство г)-струй решений. Из самой его кон­
струкции следует, что проекция его графика на Е'^^^ является сюръекцией. По­
этому почти для всех е G О^ поверхности М^^+^^(е) трансверсальны С [1]. • 

§7. Доказательство т е о р е м ы 2 

7.1. Грассманиан системы G^ удобно рассматривать как поверхность в про­
странстве J^ {N^, 2) 1-струй двумерных подмногообразий в А̂ ^ . Его к-е продол­
жение обозначим через Ga {Ga = Ga)-

Одновременно, зафиксировав систему координат в слое расслоения тг: А̂ ^ —> 
В^ , отождествим интегральные подмногообразия с графиками отображений плос­
кости переменных слоя на базу. 

Далее будет показано, что для рассматриваемых систем классификация рост­
ков проектирований интегральных подмногообразий по классам Боардмана Е^ С 
J^{m,s) (см. [1]), т.е. по рангам первого дифференциала проекции и ее сужении 
на подмногообразия особенностей, является исчерпываюп];ей. 

Системы уравнений, которые мы рассматриваем, формально интегрируемы. 
Поэтому можно воспользоваться теоремой трансверсальности из предыдуп];его 
параграфа. Она позволяет ограничиться изучением тех классов Е^, / = 
( i i , . . . , ik+i), А^^ которых codim(Il^ П G -̂ ) ^ 2: от особенностей более высо­
кой коразмерности можно избавиться малым шевелением ростка в классе инте­
гральных подмногообразий. В тех же точках, которые отвечают неустранимым 
особенностям, ростки проектирований приводятся к одной из указанных в тео­
реме 2 нормальных форм. 

Теорему можно получить из следуюп];ей серии утверждений. 
П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4. Пусть система а строго гиперболическая. 
А) Классы 5]^=5]^nGo- коразмерности не выше двух исчерпываются списком 

KcG,, KcG,, K''cG^;\ (17) 
Б) Все эти мноэюества — гладкие подмногообразия. 

Множество ростков проектирований интегральных подмногообразий {L^ п) -̂> 
М —> М , жмеюлщх особенность Ti и таких, что трансверсально T^i., обо­
значим через Е^ . 
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П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 5. Пусть система а удовлетворяет условию НЛ-1 и класс 
Е^ содерэюитсл в списке (17). Тогда мноэюество Е^ непусто. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 6. Пусть система а удовлетворяет условию НЛ-2. Тогда 
ростки проектирований^ имеющих одну из особенностей списка И^^ И^ ^ ^^'^ ^ 
эквивалентны нормальным формам А2, 6^2,2; ^ з соответственно. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О теоремы 2. По теореме трансверсальности в ситуации об­
щего положения встречаются проектирования решений, которые отвечают клас­
сам Е^ Боардмана коразмерности не выше двух. Их список дается предложе­
нием 4. В силу предложения 5 суп];ествуют ростки решений, для которых со-
ответствуюп];ее струйное продолжение отображения р: L ^ В трансверсально 
классам Е^ из списка (17). Приведение этих ростков к нормальным формам га­
рантируется предложением 6. П 

7.2. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложений 4-6. Приведем координатную запись урав­
нений i)^(Jj = О для форм aj на М̂  , заданных формулами (7), при условии что 
в качестве локальных координат на L выбраны римановы инварианты w, z си­
стемы. В этом случае уравнения i'j^cFj = О имеют вид 

Система (18) называется преобразованием годографа системы (2) (под его дей­
ствием зависимые и независимые переменные меняются ролями). 

В форме, разрешенной относительно х^ ^ х^ , она имеет вид 

^w — tw\ fJ' ~^ . , т , -1 '^^'z I — Atb 

gt^ -\-htz-l 

(19) 

Л Е М М А 2. A) В качестве координат в слоях расслоения Ga -^ G^ над мно-
эюеством И^ U И^ моэюно выбрать t^w, ^zz • 

Б) В качестве координат в слоях расслоения Ga -^ Ga '^cid мноэюеством 
Е^'^ моэюно выбрать t^ww у ^zzz-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О леммы 2. А) Рассматривая 1-продолжение системы (19), 
т.е. Ga , мы приходим к следуюп];ему уравнению на функцию t[w.^ z)\ 

, , ~ ^ , twz + tw^zA - t.D^B = О . (20) 
gt^ -\-htz -1 

В точках множества Е^ U Е^ , где t^tz = О, его можно разрешить относи­
тельно t^z И смотреть на t^^ , tzz как на независимые переменные на поверхно­
сти Ga , параметризуюп];ие слой расслоения Ga ^ G. Пункт б) доказывается 
аналогично. П 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 4. В силу леммы 2 плоскости t^ = t^w = О, 
tz = tzz = ^ пересекают поверхность, заданную уравнением (20), трансверсально: 
коэффициенты t^, t^^, tz, tzz можно выбрать в качестве параметров на Ga , 
откуда и вытекает гладкость многообразия 5]^'^. Гладкость множеств Е^ , Е^ 
была доказана в п. 2.3. П 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 5. А) Из п. а) леммы 2 следует, что в качестве 
решений системы мы можем выбрать отображения 

f,:{R\0)^iR\0), J = 1,2, 

file://-/-htz-l
file://-/-htz
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со следующими наборами тейлоровских коэффициентов в нуле: 
а) iO = 0, tly^O, 4 7^0, 
б) 4=tl = 0, tl^^O, 4,ф0. 

2-струи этих ростков трансверсальны Е^ , Е^ соответственно. 
Б) Построим росток с особенностью Е^'^. Пусть для / : (М^ , 0) -^ (М^ , 0) вы­

полняется условие t^ = t^^ = 0. По теореме 1, если / — решение системы урав­
нений (18), то его 1-нродолжение j^^"^ f пересекает Е^ С Ga трансверсально, т.е. 
t^^ Ф О. Параметр t\^^ можно выбрать не равным нулю. Совокупность условий 
t^ = t^^ = О, t\j^ ф О, t\^^ ф О означает, что росток / — из класса И^'^. П 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 6. 1. Тот факт, что ростки проектирований с 
особенностями Е^ , Е^'^ приводятся к нормальным формам А2, Аз, следует из 
теоремы Уитни [1]. 

2. Рассмотрим теперь особенность Y?^, но прежде сделаем небольшое отступ­
ление. 

Если для отображения / : (М^, 0) -^ (М^ , 0) выполняется условие J Q / = О и 
2^ j трансверсально Y? , то его 2-струя приводится к одной из нормальных форм 
х\ — у\^у\^ Х2 = У1У2 (гиперболической и эллиптической соответственно). В 
гиперболическом случае иногда удобнее иная формула: xi = yf ^ Х2 = у | . 

Л Е М М А 3. Пусть форма а строго гиперболическая. Если в особой точке 
п G 5]^(р) 1-струл проекции интегрального подмногообразия на базу транс-
версальна Е ^ , то ее 2-струя приводится к гиперболической нормальной форме. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О леммы 3. 2-струя проекции р: (L,0) ^ М̂  в точке О G 
5]^(L) имеет следуюп];ий вид: 

t = tl^w^/2 + 4,z^/2, X = \Hl^w^l2 + /i°tL^72 • 
Из условия трансверсальности множеству Е^ вытекает, что t$^^ 7̂  О, t^^ 7̂  О. П 

О К О Н Ч А Н И Е доказательства предложения 6. Отображение / : (М^ , 0) -^ (М^ , 0) , 
2-струя которого приведена к форме t = w'^ ^ х = ^^, имеет особенность (^2,2, 
если и только если t = w^ -\- az^ + . . . , х = z'^ -\- bw^ + . . . , где t^^^ ф О, х^^^ ф О 
[4]. Проследим за этими коэффициентами в 3-струе решения. В координатах 
Т = X — X^t^ X = X — jj^^t она принимает следуюп];ий вид: 

г = (дО - AO)iO,zV2 + ЛС^тУЗ + ... , 

X = - (м° - Л 0 ) С « ; 7 2 + Х'А.Ф + •••• 

При ЭТОМ iiw^z Ф о, так как система удовлетворяет условию ПЛ-2. П 
7.3. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 3. Пусть в критической точке п^ ^ L 

ядро проекции р одномерно и порождено вектором dz . Касательная плоскость к 
p^L натянута на 

Р^(£^2 + а2Е4) = a2dt + а2рда, + д^ и р^^^з = ^t + ^д^, + дд^ . 

Предположим, что она вертикальна: 

= а2(А - / х ) = 0. 
а2 а2[р)\ 

По а2{п^) ф О, так как критическая точка inP лежит ^ Т}{р)] \ ф р ^ силу 
строгой гиперболичности системы. П 

7.4. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 2. В локальных координатах отображе­
ние р ^ : L -^ РТ"" W^ записывается в виде {w., z) 1-̂  {w^ x{w^ z)^t{w^ z)^ R) ^ где 
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R = {dt -\- Хдх + gdw) Л {a2dt + а2/^дх -\- д^) — бивектор ж R е PA2{W^) — его 
проективный представитель. 

Формула (12), условие вырождеппости этого отображения, вытекает из при­
веденных далее лемм 4, 5. 

Пусть h = ^ о 6 — композиция отображения ^: М^ ^ М"̂  \ О и канонической 
проекции 7 : Î "" \ О ^ RP^-^ , z ^ z . 

Л Е М М А 4. Вектор v Е TzCMJ^ \ 0) леэюит в ядре отобраэюенил 7*; если и 
только если v = iJ.z для некоторого числа /х. 

Поэтому ядро отображения 'у о S (т) образовано векторами v G Т^М!^ , для 
которых d6 (т) V = IJ.6 (х) для некоторого /х. 

Л Е М М А 5. В точке тР G 5](р^) имеет место равенство 

Dz{ez Л 7г^(е2 + «264)) = -7г^(е2 + «264) Л D^e^ + ае^ Л 7г^(е2 + «264) 
для некоторого а. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О леммы 5. Воспользуемся соотношением (13). В точке п^ G 
5](р^) его левая часть равна Dz{e2 + ^264), откуда и следует формула. П 

О К О Н Ч А Н И Е доказательства предложения 2. Ядро отображения р^ : L ^ PT*W^ 
натянуто на вектор dz . Поэтому продифференцируем бивектор ез Л7г^(е2 + 0̂ 264) 
по ^. В критической точке п^ G 5](р^) бивекторы 

ез Л7г^(е2+ а2е4) и 7г^(е2 + «264) Л ^^ei 

пропорциональны (леммы 4, 5), т.е. линейно зависимы 9^ез = DzXdx + Dzgdw-, 
es = dt-\- Хдх + '̂̂ w и 7г^(e2 + «264) = a2dt + ^2/^^^ + 9^ , к чему и сводится (12), 
если воспользоваться явным видом коэффициентов 

ai{w, z) = tz{l - gt^y^, a2{w, z) = t ^ ( l - htz)~^. 
Эти формулы нетрудно получить, рассмотрев в качестве базиса на касательных 
плоскостях к решению пару 

Dz = dz-\-tzdt-\-Xzdx и D^ = dw-\-twdt-\-Xwdx. • 
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