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О ВЛОЖЕНИИ ЛИПШИЦЕВА ПРОСТРАНСТВА В СИММЕТРИЧНОЕ 

(Представлено академиком СМ. Никольским 8 VI1984) 

1°. В данной работе рассмотрены теоремы вложения для анизотропных липши-
цевых пространств, представляющих собой обобщения известных пространств 
и Щв СМ. Никольского и О.В. Бесова [1 ] . Приведенные результаты включают 
также теоремы вложения П.Л. Ульянова [2] для классов Hfi^ ' \ 

Пусть Е(0, °°) - симметричное пространство, E(RN) - соответствующее 
симметричное пространство функций f(x), х = ( х ь х2, . . . , хп) Е RN с нормой 
Wf\\E(RN) = I I / * НЕ (о,-).> Г Д Е / * ( М ) > 0 < м < °°, - невозрастающая перестановка 
I f(x) | (см. [ 3 ] ) . Пусть X* IXf, Х2, . . . ,Хп\, где Х} = А) (0, 1) - идеальное ба­
нахово (или квазибанахово) пространство (см. [3 ] ) . При к = (кх, к2, . . . , к п ) , 
kj > 1 - целые числа, рассмотрим анизотропное липшицево пространство Л к (Е, X) 
(см. [4]) всех функций / (х) Е E(RN) : 

(1) Н/Ил = И / И Е ( Л » ) + 2 Н«? ж /а -)1Ь (о ,1) < 
/ = 1 ' 

Здесь coj x.(f, и) = ^ ^su| II Ah

J

xJ( • ) 1 1 ^ и j - модуль непрерывности f(x) 

порядка kj по направлению х 7"в норме E(RN). В случае к= (&,&, . . . , fc) ,X = 
={ А , . . . , X \ соответствующее изотропное пространство обозначим (Е, X). 

П р и м е р 1.Пусть CJ(W) = {сох(и), и2(и), . . . , со„(м)}, CJ 7(0) = 0; соД1)=1 , 
CJ ;(W) возрастает и непрерывна на [0, 1 ] , 0 < в < ° ° . Пространство типа НИКОЛЬСКО­
ГО - Бесова Л = В$ ' \RH) (при 0 = «> • ) ; * >) определяется нор-, 
мой (1) ,где 

Г { ; [ I ^(ц) I Г ^/(«О \ 1 / в 

/ ( 0 , 1 ) J lo L Ч'(") J <*>/(") / (2) II Ф \\x. 
при 0 < °°, 

sup [ I ф(и)\/ц-(и)] при 0 •• 
0 < и < 1 

При fc7- = A:, соДм) = CJ(W), / = 1, 2 , . . . , п, получим изотропное пространство 

Bg0^ (Rn)- Этот пример -включает пространства # £ , В*ре [1] (при cjy(w) = иГ /', 
0 < r ; <Qkj,E = Lp), их обобщения # ^ ( ) , [5 ,6] (см. также [7 ] ) . 

. 2° . Мы будем изучать общую задачу об условиях вложения 

(3) АК(Е,Х) c ; ^ w ) , 

где F(Rn) — симметричное пространство. Сразу отметим, что для вложения (3) 
необходимо (см. [8]),чтобы 

(4) EiR^DLooiR") с? F(Rn). 

Во всех приводимых ниже теоремах это условие считается выполненным. 
Пусть /3 > 0, d > 1. Обозначим через £lp(d) конус всех непрерывных функ­

ций ф(и): 

(5) ф(0) = 0; lKn)t , \p(v)v-^ <d\p(u)u-p при 0<u<v<l. 
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Например, если f(x) € Е и | | / ( - ) И в непрерывна относительно сдвига, то 

wE,x.(f>u)^k(2k>+1). Положим % = U 

Для системы ф(и) = {фг(и), ф2(и),..., фп(и)\, ф;(и)>0, fy(n)t на [0, 1] 
обозначим через Ф(и) введенную В.И. Колядой [9] среднюю функцию (т.е. v = 

п 
= Ф (и) обратна к и = Ф ~г (р) = П i///1 (и) ) . Отметим, что \/// (и) G (d ;) => V(u) G 

/ Л V1 

е ^fc 0 (Ю> *о = Г 2 ^ l/fc;-у и что в изотропном случае ф/ (и) = ^(м), / = 1, 2 , . . . , п =» 

Т е о р е м а 1. Дисгь существует идеальное пространство Х0 ( 0 , 1 ) : 

( 6 ) \\*\\x0<c(d)X^\\%.\\Xr Уф^еа^щ d,>i, 
где Чг(и) - средняя функция для \ фх (и), ф2(и),..., фп(и)\; d = (dlf d 2 , . . . , dn). 

Тогда для вложения (3) достаточно, чтобы при любом d> 1 
(7) IIА \\х0 n n j t e ( d ) ^ i ? ( 0 , i ) < q № < 0 0 , 
где 

( 8 ) (Ag)(u) = / g ( u ) ^ ( y ) - 2 d ^ ) , *о -cur 
- фундаментальная функция пространства Е (см. [ 3 ] ) . 
З а м е ч а н и е 1. В изотропном случае, когда kj = Л, Xj = X, / = 1 , 2 , . . . ,и 

следует положить в теореме 1 /г0

 = 

Хо = |*(и): о ф " ) ЕХ\, || *(") ||^о = || g(un) \\х. 

З а м е ч а н и е 2. Если в F ( 0 , 1) ограничен оператор Харди (Pg) (и) = 
1 

= f g^v^dv, то в условии вложения (7) можно взять 
и 

(9) (Ag)(u) = g(u)/<pE(u). 

З а м е ч а н и е 3. В случае А= Bg£ \Rn) (см. (2) ) следует положить 

(Ю) l l / l l v 

(if f 1 / 0 0 1 1в d m \ 
sup [ | / ( и ) | / а д ] 

О < и < 1 

при 0 < °°, 

при 0 = °°, 

где Sl(u) — средняя функция системы со(м) = {со х (w), со 2 (и) , . . . , co„(w)l. При 
в = оо в э х о м примере условие вложения упрощается: 

(11) ( 7 ) ~ 
1 

J — т т г < * № ( » ) 
F ( 0 , 1 ) 

З а м е ч а н и е 4 . Приведем ключевую оценку теоремы 1: 

(12) / • ( « ) < / • •(• ; « ) < с [ 
II/HIT d<pE(v) 

L<?£<1) U - ^ £ ( y ) 2 

где 0 < и < 1, /**(") (см. [ 3 ] ) , £2* ( / , и) - средняя функция системы 
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\^Eyxf(f» u)tf= i> к = i^i, k2, . . . , kn). Оценка (12) имеет и самостоятельный 
интерес, обобщая и уточняя оценки Ю.А. Брудного [10] , В.И. Коляды [9] и др. 
Соответственно теорема 1 уточняет условия вложения [10] . 

3° . Рассмотрим вопрос о необходимости условий (7) для вложения (3) . 
Во всех теоремах, приведенных ниже, мы предполагаем, что в Е справедливо обоб­
щенное неравенство Минковского для интегралов. Например, это так, еслиЕмакси­
мально (см. [ 3 ] ) . При к > 1 наложим условия ф ES DSk С Б . Стечкина: 

(13) Я О < а < 0 < А ; : ф(и)и~а почти!, ф(и)и'р почти 

Т е о р е м а 2. Пусть c o / ( w ) G 5 n S k f . Тогда 

B^'\Rn)c^F(Rn) (7), (8) 

(см. нормы в (1 ) , (2) и ( 1 0 ) ) . При 0 =<*> (см. (11)) 
1 dyE(v) 

fe0>)2 I I F ( O , I ) 
HE

(,)(Rn) <ZF(Rn) f П(р) —^~ 1 < «о. 

При отказе от условий на со;- (и) приходится накладывать ограничения на F. 
Эта ситуация обобщена в приведенных ниже теоремах. 

4° . О п р е д е л е н и е 1. Пусть к > 0, АГ(0, 1) — идеальное пространство. 
К о н у с X П Uk(d) д о п у е к а е т ^ - д и с к р е т и з а ц и ю , если существует 
дискретное пространство X " и последовательность { д(/) }~= о : м(0) = 1, n(t) | 0 
(t t 0 0 ) такие, что 

II Ф(-) \\х х II {ФШ) |Г=о II**, УФЕХП nk(d), 
причем 

(а) X* 

(б) II Т\\ха„х*<-; II Тк \\ха»ха < 

(в) Н ^ Н ^ ^ я ^ 0 0 -

Здесь при a = [at\~=0 Е Xd 

Т(а) = 

Тк(а) =(д(г)* 2 м(т)-*ада1 ; U(a) = \ 0,а0, аи 

I ™ = о J f= о 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть k = ( f c b k2i . . . , кп), d = (dXid2, . . . , d „ ) ; 
> 0 . К о н у с X H f i k ( d ) д о п у с к а е т с о в м е с т н у ю к - д и с к р е т и -

з а ц и ю, если для / = 1, 2 , . . . , п Xj П £lkj(dj) допускает -дискретизацию с 
одним и тем же Xd (но со своей последовательностью (м/(0}Г=о)-

О п р е д е л е н и е 3. К о н у с X П £lk(d) д о п у с к а е т о б о б щ е н-
н у ю ^ - д и с к р е т и з а ц и ю , если в определении 1 требование (в) заменить сле­
дующим. Рассмотрим еще оператор V(a) = \at + xyt(t)kix(t + 1 ) - * J ~ = 0 и потребу­
ем, чтобы 

*Nl9N2 Nx DN2 =ф; i 0 , 1 , 2 , . . . } = Nx UN2: 

где PN(a) = \btat}~= o, 5* = 1 при Г G iV, 8t = 0 при t Ш N9- проектор на N (слу­
чай (в) соответствует N2 = ф) . 
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П р и м е р 2. Пусть в примере 1 со; Е Sk. (т.е. 30/ < kj: со/ Е £2^.). Фик­
сируем Ъ > 1 и положим /хДг) : cojQij(t)) = , Г = 0, 1, . . . Тогда X П S2 k (d ) (см. 
(2) ) допускает совместную к-дискретизацию, если положить (см. [6]) 

& ={* = ЫГ=о: IIлWxd = | д [ i 'U,l] 'J ' <°°J. 

В изотропном случае удается снять также требование со(и) Е 5 Л , но для этого при­
ходится использовать весьма сложную обобщенную дискретизацию (см. [11 ] ) , 
( 1 7 > - ( 1 9 ) ) . 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнено условие (6 ) ; конус X П 0,^ (d) при любых 
п 

dj > 1 допускает совместную k-дискретизацию. Обозначим М(г). П Pj(t)\ At = 
/ = i 

= (М(г + 1) , M(f)] w потребуем, чтобы для V d > 1; \at}~= 0 : I 0 (f t °°) ; 

«о = ( 2 — I , выполнялись неравенства 
\ / = 1 * / / 

(14) || {*(М(/)) }Г= о 1 1 ^ < с» (rf) II у 1 1 ^ , е nfce(«О; 
(15) 

t=o <рЕ(и) 
Хд (w) < с2 (1 + I 2 — Хд,(") ) 

* F(0,l) \ I I * - < > . t e ( M ( 0 ) ' F(0,1)/' 

Тогда (3 )<==>(7) , (8 ) . 
З а м е ч а н и е 1. Бели при дискретизации окажется, что 

(16) М(г + 1 ) / М ( 0 > ш 0 > 0, f = 0, 1 , . . . , 

то (15) справедливо для любого симметричного пространства F. В примере 2 при 
со/ € S П 5 f c / . условия (14) и (16) выполнены и теорема 2 следует из теоремы 3. 

З а м е ч а н и е 2. Конкретизация теоремы 3 приводит к ряду новых теорем 
вложения (например, дает теорему 1 [11] , обобщающую результаты [6, 9 ] ) . При­
ведем еще один пример. 

Пусть в примере 1 coy £ S ^ . Пусть А (и) - Л^функция, LA(.)(/?") - соот­
ветствующее пространство Орпича (см. [12]) и 3 а > 0 : 

(17) А(фЕ(и))и1+а п. i на (0 ,5 (г ) ] для V r > 0 , 

5(г) = min Н,<рВ\г)\ ((17)=* (15) при F = £ ' ( . } ) . 

Тогда В£} • >(Л") <Ц.L*A(. )(*") (7), (8) (F = L*A(.>, Х0 вида ( 1 0 ) ) . В частности, 
при в = °° 

1 d<pE(v) 
Hg()(R") Q I ^ * " ) — / П ( » ) — - \ f <°°. 

При E = Lp,4>E{u) = ullp; ( 1 7 ) < = > 3 t t > 0 : Л(и)«Г ( р + а ) п. t на ( 0 , 1 ) . 
Т е о р е м а 4. Дисгь конус J r n f l t ( d ) при любых d > 1 допускает обобщен­

ную k-дискретзацию и для M(r) = **(*)" выполнено условие (15) . Тогда: 

(а)если/и*в<ряО>)~2<*Л?0>) < c s i i * , i t e ( « ) " 1 , 0 < и < 1, *ь = * / * го ( 3 ) * = * 

~ ( 7 ) , ( 8 ) ; 
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(б ) если fvk°<pE(v) 2dyE(v) < сАик"<рЕ(и) 1 и 

(18 ) 2 
t - о 

Хд,(") с 5 

F ( 0 , 1 ) F ( 0 , 1 ) 

го (3) — ( 7 ) , ( 9 ) . 
З а м е ч а н и е 1. Если ик° 1^рЕ (и) п. t (например, если к> п) или выполне­

но условие ( 1 6 ) , то ( 1 8 ) справедливо для любого симметричного п р о с т р а н с т в а / 7 . 
З а м е ч а н и е 2 . Теорема 4 содержит ряд известных теорем вложения 

(см. , например, [ 1 4 ] ; теорему 2 [ 1 1 ] , о б о б щ а ю щ у ю результаты [2, 9, 13] и д р . ) . 
Из нее следуют также новые результаты, один из к о т о р ы х м ы здесь приводим. 

Пусть 1 < р < о о 9 k > 1, А (и) - TV-функция и З а > 0: А (и)и~ {Р + а > п. t . 
Если к < п/р, то требуем еще: З а > 0: А {и)и~г + <* п. I , г - пр/ (п - кр) (отсюда 
следует ( 1 8 ) при F = L^^.^), если к = п/р, то А{и)G Д 2 . Тогда 

" 1 _ 1 / P d u l k ( o , i ) < о ° - к > п / р ( 1 9 ) 

(19' ) 

и 

' ^ ( 0 , 1 ) < " к < п / р 

Н?1 >(/?") (.,(/?"). 

При к = п/р, А ё А 2 точный ответ есть лишь для к = п = р = 1. Именно, используя 
результат Э.А. Стороженко [ 1 5 ] , можно показать , что точное условие вложения 
имеет вид ( 1 9 ' ) , если А(и + 1) <сА(и),и > 0. 

З а м е ч а н и е . Все теоремы справедливы также в периодическом случае и 
в случае 1п 0 [0, 1 ] п в м е с т о RN, причем тогда не нужно условия ( 4 ) . 

В заключение автор приносит г л у б о к у ю благодарность Ю.А. Б р у д н о м у и 
В.И. Б у р е н к о в у за ценные обсуждения рассмотренных здесь в о п р о с о в . 
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