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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ЗАДАННЫМИ ЦЕНТРАЛИЗАТОРАМИ 

ИНВОЛЮЦИЙ 

В.М.СИТНИКОВ 

В в е д е н и е 

Рассматриваются конечные группы, удовлетворяющие следующему 

централизаторному условию (ж) : централизатор каждой инволюции или 

2-разложим, или есть расширение гиперцентральной 2-группы с помо­

щью группы Фробениуса, у которой дополнительный или инвариантный 

множитель является 2-группой. 

Группу G , удовлетворяющую условию ( к ) , назовем ради кратко­

сти * -группой. Доказывается следующая основная теорема. 

ТЕОРЕМА А. К о н е ч н а я н е а б е л е в а п р о с ­

т а я * - г р у п п а и з о м о р ф н а о д н о й и з 

с л е д у ю щ и х г р у п п : 

( О PSLCa,?), 
(2) PSL (5, г п ) , 
(3) PSU С з , 2 2 т 1 ; , 

(4) Sz C 2 S r 7 + y ) , 
(5) /7 ? . 

Группа G называется с-группой, если централизатор каждой инволю­

ции 2-замкнут. С-группы описаны М. Сузуки в работе D O ] . Для 

•* -групп справедливо следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА Б. П у с т ь С - к о н е ч н а я -* - г р у п ­

п а . Т о г д а ф а к т о р - г р у п п а G /O^G) о д н о ­

г о и з с л е д у ю щ и х т и п о в : 

(1) С - г р у п п а ; 

(2) P S L ( 2 , $ ) , ^ - н е ч е т н о ; 

(3) / 7 , . 
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Обозначения стандартны. 

Рё>Ь (/т,^) - проективная специальная линейная группа степени 

/х над полем из С/ элементов. 

PSlU Сп,^^) ~ проективная специальная унитарная группа степе¬ 

ни /ъ над нолем из с/ -элементов. 

- группа Сузуки 

/7 7 - знакопеременная группа степени 7. 

Н'(g) - нечетно) - расширение (2,%,) с помощью 

группы 2-го порядка такое, что его силовская 2-подгруппа полудиэд-

ральна. 

Q (0) - наибольшая инвариантная^ -подгруппа в группе G 

О I (G) ~ наибольшая инвариатная р -подгруппа в группе G 

Ng (М) - нормализатор комплекса М в группе G • иногда 

индекс будем опускать, если видно, о какой группе идет речь. 

Cri СМ) - централизатор комплекса М в группе G G 
G - коммутант группы G 

Г CG) — гиперцентр группы G 

И -группой будем называть группу, силовские р -подгруппы 

которой циклические. 

Ур< - элементарная абелева р -группа ранга к 

m CG) - ранг группы G 

- подгруппа Фиттинга группы G 

Z (G) - центр группы G 

/ 7 * /9 - полупрямое произведение с инвариантным множителем 

й и неанвариантным & 

8 1. Предварительные леммы 

ЛЕММА 1.1. Ф а к т о р - г р у п п а - г р у п п ы 

G п о и н в а р и а н т н о й п о д г р у п п е W н е -

ч е т я о г о п о р я д к а с н о в а я в л я е т с я 

* - г р у п п о й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО будем вести индукцией по порядкам G в ЛГ. 

Из предположения индукции следует, что N - минимальная инвариант­

ная подгруппа в G . Следовательно, - элементарная абелевар -

подгруппа. Обозначим через t-U произвольную инволюцию из фактор-
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группы G/j{ . Достаточно доказать, что централизатор 

является -группой. В силу предположения индукции можно считать 

что 7л> содержится в центре Gf-N" . Так как £3>2 , то среди 

прообразов (JO имеется инволюция tc? , а ЛГу^^уй"^ -инвариантная 

подгруппа в G . По лемме Фраттини G—~H' С Си))- Осталось за -

метить, что гомоморфный образ централизатора инволюции в * -груп­

пе снова является -группой. 

ЛЕММА 1.2. Е с л и в - * - - г р у п п е £ ? и м е е т с я 

и н в а р и а н т н а я 2 - п о д г р у п п а N , т о 

ф а к т о р - г р у п п а и- / и . , CG) 
я в л я е т с я С . -

г р у п п о й . 
В силу леммы 1.1. Можно считать О^1 (&) • Предположим 

теперь, что в G существует инволюция ~ с не 2-эамкнутым цент¬ 

рализатором С(£)—Я * 7". г д в ^ — G^ t (G &)) • Если Т содержится в 

силовской 2-подгруппе из G , то подгруппа Фиттинга из Сет) 

имеет нетривиальное пересечение с Z =• Z (£i) s ~ > . Поэтому без 

ограничения общности можно считать Т е. Z . Так как 

то С 2—замкнут. С другой стороны, (С Е , так как 

N содержится в подгруппе Фиттинга яз ССЕ) . Следовательно, 

. Получили противоречие. 

СЛЕДСТВИЕ. П у с г ь £г - р а з р е ш и м а я * - г р у п -

тГ а. Т о г д а 

я в л я е т с я С - г р у п п о й . 

ЛЕММА 1.3. Е с л и ц е н т р а л и з а т о р и н в о -

л ю ц и и <5 и з * - г р у п п ы G н е 2 - з а м к н у т , 

т о ц е н т р г и п е р ц е н т р а ц е н т р а л и з а т о ­

р а С (<s) с о д е р ж и т с я в ц е н т р е с и л о в -

с к о й 2 - п о д г р у п п ы Е э С И . 

Пусть С($)—3 К не 2-замкнут, где ё> - силовская 2-под­

группа из С ( б ) . Из централизаторного условия (*f) следует, что 

гиперцентр /"(CfeJ) содержится в & . Пусть Z—Z (f*(С (б))) . Е с ­

ли Z ф Z(£>) , то C(Z)=-P\К-<С(<&) . По лемме ФраттиниC(s6) = 

"Р'^С(ё)^К^ ' С д Р У г о й стороны, -^С(ё) GO =• К*Г(СС<5)) по цент-

рализаторному условию (X) . Так как /*СС(&))&Р , то получили 

противоречие. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы Б будем вести индукцией по поряд­

ку группы. Предположим, что существуют * -группы, для которых ут-
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верждение теоремы Б неверно. Выберем среди таких групп группу С 

минимального порядка. 

ЛЕММА 1.4. Р а з р е ш и м ы й р а д и к а л SQG) 

г р у п п ы G т р и в и а л е н . 

Утверждение непосредственно следует из леммы 1.1 и леммы 

1.2. 

В силу теоремы М. Сузуки о С -группах L103.H предположения 

индукции можно считать, что в G существует инволюция с не 2-зам-

кнутым централизатором. 

Используя результат Горенштейна С в 3 , можно показать, что в 

G существует инволюция с не 2 -замкнутым централизатором. Это 

утверждение также следует из описания конечных групп, централиза­

тор каждой инволюции которых или 2-разложнм, или есть расшире -

ние гиперцентральной 2-группы с помощью группы Фробеннуса, допол­

нительный множитель которой есть 2-группа, полученного автором до 

выхода работы Горенштейна С 9 3 . Описание таких групп сформулиро­

вано в резюме сообщения на X Всесоюзном алгебраическом коллок -

виуме. 

Поэтому в дальнейшем будем иметь в виду, что в группе G су-

шествуют инволюции с не 2—замкнутым и с не 2-замкнутым центра -

лизаторами. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Инволюцию С будем называть центральной в 

группе G , если Z содержится в центре некоторой силовской 2— 

подгруппы из G . 

ЛЕММА 1.5. Е с л и ц е н т р а л и з а т о р ц е н т ­

р а л ь н о й и н в о л ю ц и и 2 - р а з л о ж и >« т о 

о н п р и м е р е н . 

Пусть Т -центральная инволюция, а централизатор£(г'.) ;=7" 

2-разложим и непримарен, где Т есть силовская 2-подгруппа из G . 

Возьмем инволюцию б такую, ч т о С ( б ) — ^ A ,S> не 2-замкнут, 

й — G^i СС С0)) » S 7~ . Такая инволюция всегда найдется. С 

другой стороны, С ((5) содержит J*f . Это противоречит централи -

заторному условию . 

ЛЕММА 1.6. Е с л и ц е н т р а л и з а т о р к а ж ­

д о й ц е н т р а л ь н о й и н в о л ю ц и и 2 - з а м ­

к н у т , т о ц е н т р с и л о в с к о й 2 - п о д 
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и 

г р у п п ы и з G ц и к л и ч е с к и й . 

Пусть Т - миговская 2-подгруппа из G . Если Z (Т) нецикли­

ческий, то он имеет нетривиальное пересечение с подгруппой Фиттин­

га из не 2-замкнутого централизатора инволюции С(0)—/1 Л , 

Л —G^i (Р (0)) , & ^ Т . Н о тогда 2(7") содержит инволюцию с 

не 2-замкнутым централизатором. Получили противоречие с предполо­

жением леммы. 

ЛЕММА 1.7. С и л о в с к а я 2 - п о д г р у п п а 7" 

и. з G н е я в л я е т с я г р у п п о й м а к с и — 

м а л ь н о г о к л а с с а . 

Если Т является группой кватернионов, го по теореме Брауэра 

Сузуки группа G содержит в центре инволюцию. 

Пусть Т - диэдральиая или полудиэдральная группа. Так как 

группа автоморфизмов' Т является 2-группой, за исключением того 

случая, когда Т— V ' z * > то в силу централизаторного условия ( & ) и 

леммы 1.5 централизатор инволюции из Z(Т) обладает абелевым 

2-дополнение м. 

Если Т - диэдральная группа, то по теореме Уолтера и Горен -

штейна С 53 G изоморфна либо Р£Ы2,<£) , PGL (2,<£) - нечет­

но, либо fly , Это противоречит выбору G 

Если Т _ полудиэдральная группа, то по теорема Уонга С121] 

группа G изоморфна ^(^) . С3,3) , или Mtl . Так как цен­

трализатор инволюции из SL (3,2>) и М/f изоморфен SL (2,3) , 

то G — Н С £ ) . Получили противоречие. 

Из теоремы 1.1 из С О л леммы 1.7 следует, что силовская 

2—подгруппа Т из G содержит инвариантную нециклическую под -

группу V r порядка 4. Эта подгруппа определяется не однозначно. 

Дальнейшее доказательство разбивается на 2 случая. 

S 2. Централизатор каждой центральной инволюции 

2-замкнут 

ЛЕММА 2.1. Е с л и ц е н т р а л и з а т о р к а ж ­

д о й ц е н т р а л ь н о й и н в о л ю ц и и 2 - з а м к ­

н у т , т о в с и л о в с к о й 2 - п о д г р у п п е ^ " 

и з £г с у щ е с т в у е т и н в а р и а н т н а я э л е -



Конечные группы с заданными централизаторами инволюций 205 

м е н т а р н а я а б е л е в а п о д г р у п п а п о ­

р я д к а 4, в с е и н в о л ю ц и и к о т о р о й 

ц е н т р а л ь н ы е в G 

Обозначим через Н(.X) подгруппу, порожденную центральными 

инволюциями в О из комплекса . Условимся в случае, когда в 

К нет центральных инволюций в £7 , считать Н (к.) = Е . Дока­

жем, что если Tf . и -различные силовские '2-подгруппы из G и 

Допустим противное. Тогда, как и в работе £7J , можно пока -

зать, что в этом случае в семействе Сузуки £, существует подгруп¬ 

па £> такая, что Н(^>)^=- Е и Н (SO) не содержит Н (Т) ни для од­

ной силовской 2-подгруппы Т из G . Среди таких подгрупп из^ 

выберем максимальную в томпсоновском смысле. Пусть это будет 

группа 

Рассмотрим нормализатор M"(S> ) = > / " . По лемме 1.2 J-f/D.CH) 

является С -группой. Покажем, что О^, (М) централизует сиповскую 

2-подгруппу ё из ./V . Предположим противное. Тогда F=0,i (Sf) 

не 2-замкнутая группа. Так как Р не 2-замкнутая группа, то цен­

трализатор инволюции \>eZ(_3)s~> ^ также не 2—замкнут, а<£?-* 

^FCC(vj). Пусть C(V)=/7 Л Р , Я=Ог,СС(У)), ь Р4.Т, - с и л о в ­

ской 2-подгруппе из G . Из предположения леммы инволюция "Ct из 

Z ( ^ ] н е содержится в Р(С(\>)) . Следовательно, ЯЛ fZ/ } является 

группой Фробениуса. С другой стороны, если <5 - центральная инво­

люция в G из SO , то С(.е>) 2- А { 2Г( ^ . Получили противоречие с 

тем, что централизатор каждой центральной инволюции 2-зам: ут. 

Следовательно, O^i (Sf) централизует силовскую 2-подгруппу иа-М". 

Докажем теперь, что Л" не содержит инволюций с не 2-замкну-
тыми централизаторами. 

Так как J^/O^i CSf) является С -группой, a O^i CMJ централи­

зует £ , то по теореме из СюП все инволюции нзЛ"^й сопряже­

ны. 

Как и в работе П7 , стр. 3301] , можно показать, что 

Следовательно, все инволюции и з ^ / " 4 © центральные в G 

Поэтому, если содержит инволюцию С с не 2-замкнутым 

централизатором, то б G. S) . Предположим, что £> содержит та -

кую инволюцию б . Так как С(2))^. Oz, C*F) х SD . т о Z(S>) 
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содержит центральную инволюцию в Q . Поэтому Z (9)) нецикли -

ческий и имеет нетривиальное пересечение с F(C(&)) . 
Покажем теперь, что Z (ой) содержит инволюцию с не 2-замк-

нутым централизатором. Обозначим через Za нижний слой Z(S)) . 

Пусть C(S)=^AS, где S ^ Т -силовской 2-подгруппе из G 

Тогда централизатор инволюции из пересечения Z (ой) с подгруппой 

Фиттинга из С(<5) содержит подгруппу Д А { с } , где С - инволю­

ция из Z(T)< следовательно, он должен быть не 2-замкнут. Поэтому 

без ограничения общности можно считать <5&ZCS)) . Пусть V -

= 2 0 П Г(С(бГ)) . Тогда Z e

= V x { ^ } , где С - центральная 

инволюция в G . Так как / 7 Х { т } является группой Фробениуса, то 

централизатор любой инволюции из V не 2-замкнут. Заметим, что 

С(2„ ) является 2-группой. Поэтому !Zal > 4к , так как в про­

тивном случае С" была бы сопряжена с инволюцией из V . Пред -

положим теперь, что в Z NV есть инволюция О с не 2-замкну-

тым централизатором С(0) . Тогда из централизаторного условия 

("*) следует V HG(C (О)) "Ф- Б~ . Это приводит к противоречию с 

тем, что / 7 я в л я е т с я группой Фробениуса. Следовательно, V 

инвариантна в JV(Zg). 
Так как Q t (JV(Zo)) —£, то Af(Zo) по лемме 1.2 является 

С -группой. Заметим, что JV(Zo ) ~^JV(3)). Следовательно, J\f(Zv) 
не 2-замкнут. Из описания с-групп \Л0] следует, что J\Z~(Zo)содер­

жит не 2-замкнутую подгруппу Н — Zo Л К, Л { с О ^ , где К - 2 -

группа, СО - инволюция, которая нормализует, но не централизует 

группу К . Покажем, что Н не является -к- -группой. Так как V<3 

<lAT(Zo), то по геореме Машке И = ] ? V ЛК)Х {z }J Л {ей} . С дру -

гой стороны, Cv (1<) = Е , так как С (Z о ) -2-группа. Поэтому / < * { г } 

является допустимой группой. Легко видеть, что GCZ) не удо­

влетворяет централизаторному условию (*) . Полученное противоречие до­

казывает, что централизатор любой инволюции из ЛГ 2-замкнут. 

Следовательно, силовская 2-подгруппа из Л/" не является силов­

ской 2-подгруппой в группе G . 

Пусть 2) содержится в силовской 2-подгруппе Т из G. Тог­

да JV~ (<2)) содержит каждую инвариантную элементарную абелеву под­

группу порядка 4 из 7~ 

Если предположить теперь, что в 7~ не существует инвариантной 
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элементарной абелевой подгруппы V^. , все инволюции которой цент­

ральные в G , то JV содержит нецентральные инволюции в G . 

Пусть °Z)Q- подгруппа, порожденная нецентральными инволюциями 

из JV . Так как'все инволюции кз JV\£Z) центральные в Q > то 3)о 3). 
Обозначим через Sf 2-подгруппу из G , содержащую силовскую 

2-подгруппу S из ЛГ в качестве собственной инвариантной поцгруп -

пы. Такая подгруппа существует, так как Gr , по предположению ин­

дукции, не С -группа, а централизаторы инволюций из JV 2-замкнуты, 

по доказанному выше. Поэтому в семействе Сузуки найдется под­

группа S)f такая, что £)/ ><2>0 и JVC2), ) >.Л/Т<0 J >N~. Ясно, <го 2) 
больше в томпсоновском смысле. Следовательно, по выбору 

имеем H(S)t) — £. . С другой стороны, £)/ ^ §й 0 , которая, в свою 

очередь, содержит VT • Поэтому / - / ) Ф-£~ . Полученное противо­

речие доказывает, что если 7̂  и 7̂  - различные силовские 2-подгруп­

пы из Сг и 
N C r , п Т&)* Е , то H(Tt) —Н (Тг ) . 

Покажем, что элементарная абелева подгруппа в 

Пусть Т - инволюция из Z(7~). Так как Z(T). циклический, то по 

теореме Глаубермана [_А ] следует, что в ~Т~ существует центральная 

инволюция Т из центра силовской 2-подгруппы 7̂  7". Следователь­

но, Н(Т,п Т)ФЕ, так как C(t) 2-замкнут. Поэтому, по доказан­

ному, Н(Т) — Н(77). Пусть "С - произвольная центральная инволюция 

из Т , содержащаяся в центре некоторой силовской 2-подгруппе /~. 

из (j . Как и выше, можно показать НСТ) = Н(ТЛ). Следовательно, 

и t перестановочны. Утверждение доказано. 

Покажем теперь, что f-i (~Г) не содержит инволюций с не 2-за ду­

тыми централизаторами. Предположим противное. Пусть це. эалкз; • 

инволюции {Те /-i'СТ) не 2-замккут. Так как --. сс ожит 

центральных инволюции, то Н(Т) 4 Г(С(<5)) . Заметим также, что 

JV(H(T)) не 2-замкнут, а Ог, (JV(H(T))) = £ . Если теперь при­

менить все рассуждения к J\f(/-/(T)), которые мы применяли к S(ZC) 
в предыдущем случае, то получим, что ЛГ[Н{Т)) содержит не груп­

пу. Следовательно, централизатор любой инволюции из Н( 7 ) 2-з,д.лкнут. 

Пусть централизатор инволюции 'О&Т не 2-замкнут. Тогда 
1С ) \ — Q , так как F (С не содержит в нашем случае инво-

Н [ /) 
люций с 2-замкнутыми централизаторами. 

Поэтому в силу леммы из СзJ | Н(Т)I — 4 . Так как AV(Т)солер-
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жит по крайней мере 2 инволюции, то в силу нецикличности Z (Т) сле­
дует утверждение леммы. 

Обозначим через Y^ = {т)*инвариантную элементарную 

абелеву подгруппу порядка 4 в силовской 2-подгруппе 7" из G . В 

силу леммы 2.1 можно считать, что все инволюции из V r централь -

ные в G . Пусть Т и Т, - инволюции из центров силовских 2-под -

групп Т и 7"у соответственно. Эти обозначения мы сохраним до кон­

ца параграфа. " 

ЛЕММА 2.2. П у с т ь ц е н т р а л и з а т о р к а ж ­

д о й ц е н т р а л ь н о й и н в о л ю ц и и в G п р и ­

м е р е н . Т о г д а Ст (Ут)= C(Vr) . ц е н т р а л и з а 

т о р к а ж д о й и н в о л ю ц и и и з Ст C V r ) 2 - з а м ¬ 

к н у т . N(Cr ( Y r ) ) = C r ( V r ) л {v}, ё±=е, <*J=e, rfWJ 
Ст C Y r ) * { £ } - г р у п п а Ф р о б е н и у с а . С^\>) — 

= (>?* ^ } ) Л Р , /? =• О i (С(\>)) . Р с о д е р ж и т е д и н -

с т в е н н у ю * и н в о л ю ц и ю . К л а с с н и л ь п о -

т е н т н о с т и Сг С Y r ) н е в ы ш е 2. 

Так как G ( V r J — С (Т.) п С ( гг.) . то первое утверждение 

очевидно. С другой стороны, С (Ут)—Тп Tf является максимальным 

пересечением силовских 2-подгрупп из G • Следовательно, .V^WY/C^V)) 

не 2-замкнутая группа. Так как £7^ (А/") централизует С ( V r ) , то 

^ / . ( Л Г ) = = £ , a JS(C(Vr)) —С{уг) А £ А { » } является О -группой , 

где T—C(Vr) А { .V) . 
Централизатор каждой инволюции из C ( Y r ) 2-замкнут, так как 

Vy. содержится в любом таком централизаторе, а подгруппа Фиттин­

га из не 2-замкнутого централизатора инволюции не содержит в на­

шем случае инволюций с 2-замкнутыми централизаторами. 

Следовательно, можно считать, что G ( V ) = й A/S не 2-эамкнут. 

Так как .А/" является С -группой, то все инволюции изЛГ^С (,Vr) 
сопряжены. Без ограничения общности можно считать /S'<. Т . Так как 

централизатор любой инволюции из СCVr) 2-замкнут, то ,S ^ С ( j с о ­

держит единственную инволюцию. По модулярному закону получаем 

-3 = W} * (-S ° С С V r ) ) = ( ^ } * 0 , где ^ - циклическая группа, 

или группа кватернионов. Поэтому С ( \ ' ) = ( / ? X { , V J ) A / 5 , гае^РЛР яв­

ляется группой Фробениуса. 

Обозначим через 2 0 нижний слой центра £ СV?) . Так как 
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\С„ — 2 , то по лемме из С 33 получаем \Za\ = 4 , следова¬ 

тельно, Z0^~4r , Так как С (.Уг) является 2-групцой, то Ут^3 
будет группой Фробениуса. Следовательно, I5l в 3 , пусть&т=\ё} . 

Можно считать { N > } ^ У У 6 = S '. 

Предположим, что С С%-^ 1 ^1 н е является группой Фробе­

ниуса. Тогда L—C^fy j (.[&\)Ф£. Так как{\>^ нормализует \ & \ , то 

[<)) нормализует из . Легко видеть, что 

не является J(r -группой. Полученное противоречие доказывает, что 

^(Уу)^ [&} является группой Фробениуса, a G{Vr) - класса 
нильпотентности не выше 2. 

ЛЕММА 2.3. Е с л и ц е н т р а л и з а т о р к а ж ­

д о й ц е н т р а л ь н о й и н в о л ю ц и и в G п р и ­

м е р е , н, т о ' г р у п п а 5* и м е е т и н в а р и 

а н т н у ю п о д г р у п п у и н д е к с а 2. 

Для того, чтобы доказать существование в G инвариантной под­
группы индекса 2, достаточно в силу первой теоремы Грюна Q 1 ] до­
казать, что 

Т*= {TnN{T)>)UG С Tn9-'T'p)^C(WT). 

Нормализатор W(7") = 7", т а к как М(Т) ^ С (Z) , где Г -инво -

люция из центра Г . Следовательно, TnM'iT)'^:С(Vr) . Предположим, 

что для некоторого элемента ^ £ й- подгруппа Тп^'Г^ ф С ( ) , 

Обозначим через £ ) = Г п Т$ . Тогда 7 = G(Vr) •£> . Заметим, что 

"S> — Cr (Jt^) , а -инволюция из центра силовской 2-подгруппы 7~?. 

Рассмотрим следующие два случая: е Г и X?^. Т 
СЛУЧАЙ 1. Т ^ е Г . 

Так как все инволюции из Т \ C ( V r ) сопряжены и их централиза¬ 

торы не 2-замкнуты, то Ъ G. G(Vr) . Следовательно, S D ^ C т (Т') со­

держит центр Z (С , а подгруппа К— CCVr) г~> ® 7~ . Послед­

нее утверждение следует из метабелевости С ( Ут) 

Обозначим через Z0 нижний слой центра К . Тогда в пру HIi. ̂  

b = Z0*{<t} порядок \C±(4)\ =4. Поэтому ZD= Уг HZ?gVT. Сле­

довательно, © = С Г C ^ = ^ t V r ) . это противоречит выбору S) 
СЛУЧАЙ 2. Г . 

В этом случае [ ^ Т ^ З е , а группа £ ) = С С [ ^ г ^ ) ) • Рас­

смотрим группу M=-[Z,Z ? j = . [ T t ^ л(Т), Предположим, что Л/ непри-
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марна. Тогда централизатор инволюции из 2>/"> С ( ) будет не 2-

замкнут, что невозможно. Пересечение Ч£)П С (V^.) нетривиально, так 

как T*~i4 Т'е^ ^= Е по предположению. Следовательно, М -2-группа. 

Обозначим через и) инволюцию из центра М , Централизатор С (<-t>) 

содержит инволюцию Z . Следовательно, сО е. 7~ . Если и)^G CVT) , 

то ZZ,V?L = & Я<г?е-Г , Так как С (сО)=(/7х [а}}) Д Р , где Р 

содержит единственную инволюцию, Л — O^i (С(и))). Поэтому ц)еС( Ут), 

и централизатор С(со) 2-замкнут. Пусть C(o') = =-S A F , где,£> - с и ­

ловская 2-подгруппа из С (ил) . Очевидно, что ТпЗ . Пусть 

S ^ Т , где 7~г _ силовская 2-подгруппа из О , отличная от Т , 

так как Т%ф Т , Обозначим через Z/ инволюцию из центра У Так 

как г е - б , то Tt

eCCty —Т.О. другой стороны, TnTt > S> . Как 

в случае 1, можно показать, что ТГ>Т1^.С(УГ) . Следовательно,®-^ 

— ССУр. Получили противоречие. 

ЛЕММА 2.4. С у щ е с т в у е т ц е н т р а л ь н а я 

и н в о л ю ц и я в О с. н е п р и м а р н ы м ц е н т ­

р а л и з а т о р о м . 

Предположим противное. Тогда по лемме 2.3 группа G имеет 

инвариантную подгруппу GQ индекса 2, содержащую ОГ (УГ) в каче -

стве силовской 2-подгруппы. Заметим, что £ (G0) = Е , так как в про­

тивном случае £> (0)ф Е . Так как ранг центра С (Уг) равен двум, а 

силовская 2-подгруппа из G не максимального класса, то по предпо­

ложению индукции &д — P^L (3,4-) _ Следовательно, GP~ GA А {V} , 

где GQ — P3L (3,4) . Так как есть подгруппа из группы вне­

шних автоморфизмов группы PSL (3 ,4) , то Cg (_>>) PSL (3,2).Это 

противор ит централизаторному условию С-*) • 

ЛЕ/ i \А 2.5. В г р у п п е G с у щ е с т в у е т 

ц е н т р а л ь н а я и н в о л ю ц и я с н е 2 - з а м к -

н у т ы м ц е н т р а л и з а т о р о м . 

Предположим противное. Тогда в силу леммы 1.5 и леммы 2.4 

централизатор центральной инволюции Z не 2-замкнут. ПустьСС£) = 

=Т К , Г -силовская 2-подгруппа из С (t) . Тогда 

C 4 V r ) - C(Z)nC(Zl)= С 7" A AT) Л С Гу А К1 )=-Ст(Уг) AN. 

Предположим, что для некоторой инволюции <^> е С т (Vr) централи­

затор С(а))= (C(jju)^j Л Р не 2-замкнут. Ясно, что Сс и)) э 02'(CqA)))^ 
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которая является в силу леммы 2.1 С -группой. Следовательно, по 

лемме Сузуки из СюП централизует 02> . С другой 

стороны, если Р -силовской 2—подгруппе из , то С(УГ) 

содержит 2(—замкнутую группу Фробениуса O^i (С(_и))) Л { 2 ^ J , 

2> С7~2) . Полученное противоречие доказывает, что централизатор 

любой инволюции из С (.Уг) 2-замкнут. Следовательно, 7« = Г £ 7 _(У 7 . ) Л [>)} 

где СС^) не 2-замкнут. Пусть С(У)— 0^ (C(V)) А<^ . Без ограниче -

ния общности можно считать £> ̂  Т 

Рассмотрим нормализатор (С С У Г ) ) ~ JV. Покажем, что 0^,0^) = 

= £ . Если М •= Е , то утверждение очевидно, так как O^I C^f) цент -

рал"изует Уг . Пусть МФ Е • В этом случае из централизаторного 

условия С * ) следует М = К , а У г ^ Г (С (г)). Так как ZQF(C(_Z))) 

по лемме 1.3 содержится в ^ (Т) , то он циклический. Следовательно, 

, откуда Т= СГ(УГ)Г(С(£)) . По теореме о гомо­

морфизмах получаем С(Z)/ Г (С (Z)) ~СГ(.УГ)/Г {.С &)) п Сг (у r) А 

. Так как ССЪ)/Г(СС£)) по централизаторному ус­

ловию является группой Фробениуса, то 'очевидно, O^r (ACj = Е , 

Следователвно, по лемме 1.2 W является О -группой. 

Так как Ст С ^ г ) является максимальным пересечением силовских 

2-подгрупп из Cf , то X не 2— замкнут. Пусть -A/ 1— C r ( V r ) А Ь A [ v j . 

Можно считать ^ . А / С а ) . По теореме изПЮЛ все инволюции 

из М\Cr(Vr) сопряжены. 

Если /" (С (.Zl) содержит инволюцию' с не 2-замкнутым централи­

затором, то все такие инволюции из Т содержатся в Г (Ссс)) . В 

этом случае fc^O^i (С(У)) . Поэтому из централизаторного условия 

(•*•) следует, что Z & F (Cty)) . Но тогда G CZ) не 2-замкнут. С л е ­

довательно, централизатор любой инволюции из F(С (Z)) 2-замкнут. 

Пусть - произвольный элемент из К . Тогда V Ф V 

Так как все инволюции из Т , сопряженные с Z , содержатся в 

7 " N C r (Уг) и сопряжены в УУ , то в 7" существует элемент ~Ь та­

кой, что >>^ = У*1'. Следовательно, &-"t ' е C(J) пN' (Т) = g # Но тогда 

Т . Полученное противоречие завершает доказательство леммы. 

8 3. Существует центральная инволюция 

с не 2-замкнутым централизатором 

Пусть - инволюция из центра силовской 2-иодгруппы 7" из G , 



212 В.М.Ситников 

a Civ) — Д А Т не 2-замкнут. Пусть F(С(Х))—Д х ?̂ • Обозначим че­

рез _tf—Jf(/l) . Эти обозначения сохраним до конца параграфа. 

В силу централизаторного у с л о в и я ^ ) С(&)/то является груп­
пой Фробениуса. Следовательно, Т/ТА - либо циклическая группа,либо 
группа кватернионов. 

ЛЕММА 3.1. Q,,(tf) = A. 
Если 

А 7~а является не 2-разложимой 

С -группой. Следовательно, по лемме в из QlO] Тд Содержит един­

ственную инволюцию. Так как Т/Тд также содержит единственную ин­

волюцию, то Т не имеет абелевых подгрупп ранга 3. 

Пусть С А К не 2'-замкнут для инволюции 6 6 Т , Jz> = 

. Можно без ограничения общности считать , 5 ^ 7 " . Так 

как Z(J=>) нециклический, то из замечания, приведенного выше, следу -

ет, что £з содержит точно три инволюции. Но тогда К централизует 

инволюцию С . Следовательно, С(0) ^ С- (JC) . С другой стороны, 

каждая подгруппа изС-СГ) 2'-замкнута. Получили противоречие. 

ЛЕММА 3.2. JV р а з р е ш и м . 

Предположим противное. Покажем, что в этом случае С(Я) нераз­

решим. Если С(й) разрешим, то по предположению фактор-группа 

неразрешима. С другой стороны, силовская 2-подгруппа из 

К[0(А) изоморфна T/TQ , которая содержит единственную инволю -

цию. Так как УУ/С-С/З) неразрешима, то T/TQ - нециклическая груп­

па. Следовательно, по теореме Брауэра-Сузуки централизатор инво -

люции из N[ С(Й) неразрешим. С другой стороны, VV<£r . Поэтому 

по индуктивному предположению tfjO^, (tf) типа 1 или типа 2 из те­

оремы Б. Но в этих группах централизатор инволюции в любой фактор­

группе разрешим. Получили противоречие. 

Таким образом, tf имеет инвариантную неразрешимую подгруппу 

чётного индекса. Поэтому по предположению индукции либо N/Oz, (М) 

изоморфна PCrU С2,%) ,Н(у) , либо М/£(Н) , причём раз -

решимый радикал £ (tf) чётного порядка. Так как по лемме 1.7 с и ­

ловская 2-подгруппа из Сг не максимального класса, то получаем 

tf/gCSfj Н(9) . 

Докажем, что в этом случае централизатор каждой инволюции из 
Н содержится в tf . 

Прежде всего покажем, что все инволюции из JV содержатся в 
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С(Л) . Пусть \? - произвольная инволюция из tf . Если *J&£(tf) , 

то достаточно доказать, что любая силовская 2-подгруппа S> нз£>(~\~) 

содержится в С (А) . Предположим противное. Тогда в найдется 

элемент такой, что С (Я) , но { £ 2 } ^ С (й) . Рассмотрим 

группу L — 

Следовательно, в фактор-группе Ь(С(AJ)) централизатор инволю­

ции з будет неразрешим. Так как L* G , то это противоречит 

предположению индукции. Таким образом, все силовские 2-подгруппы 

из /£> (tf) содержатся ъ£>(С(й)), Поэтому будем считать 

Так как С (А) неразрешим и имеет чётный индекс, то получаем 

С(й)/0(С(й)) х. Р0Л (2,9) . Следовательно,Jtf/C(A) ^МЛ [G5\ , 

где М -2-группа, a ZD = в . Таким образом, если \> ^ ОСИ) , то мо­

жно считать, что среди прообразов и) есть инволюция V . С другой 

стороны, в группе Н (&) все инволюции содержатся в инвариантной 

подгруппе М 0 — P£L (2,9) , а фактор-группа Н^£(Н) Н(9) , 

где И есть полный прообраз \р^>\ . Полученное противоречие доказы­

вает, что все инволюции из -tf содержатся в С (й) 

Пусть >> - произвольная инволюция из W . Предположим, Что 

С(\))=&А£ г'-замкнут, 0,i ( С ( * ) ) = 3 . Заметим, что А < С (s>) . 

Для того, чтобы доказать С ( V) ^ .ЛГ , достаточно показать,что/?—-5. 

Без ограничения общности можно считать -) е Тд , так как TQ я в ­

ляется силовской 2-подгруппой в С(й) , Из централизаторного условия 

(jjs-) получаем Z е А(С(\?)) . Откуда вытекает равенство /А — 3 . 

Предположим теперь, что С{^)=- £> Л J3 не 2 /-замкнут, -

" Од (Сс*)) & Tj -силовской 2-подгруппе из О . Из централизаторного 

условия С*) следует Г е /" ( С ( \ > ) ) . Поэтому можно счит;ь J3=A. 

Осталось показать, что ^ - ^ Л " . Это следует из того, что Z(7,)<C№)& 

^tf. Так как все инволюции из Z (Т,) содержатся в С(й) ^oT^tf-

Следовательно, централизатор любой инволюции из tf содержится в 

1ак как Мб) =£ , то вне .tf найдется инволюция из G 

По лемме 1 из Г 83 получаем, что в G единственный класс сопря -

женных инволюций. Это противоречит выбору G . 

ЛЕММА 3.3. Е с л и С (Я) 2 - з а м к н у т , т о ц е н т ­

р а л и з а т о р л ю б о й и н в о л ю ц и и и з 7^ 2 -

з а м к н у т . 

Пусть С(А) — Т A F 2-замкнут. Предположим, что для инволюции 
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d> €. 7"̂  централизатор С ( о ) = « й > / < не 2 -замкнут, .S - силов-* 

екая 2-подгруппа из С(&) . Так как А •<• О C6J , то из централи -

заторного условия С#) следует Г 6 / 4 ( С ( б ) ) . Поэтому А=*К. Из 

2-замкнутости ОС\А) следует Г~(С(0)).£. Тр . Следовательно, 

ZreZ(r(C(<Z)) . Так как по лемме 1.3 Z (Г (С Са))) ^ Z(£) , то 

^ < C ( T ^ _ Откуда получаем С(<5)^С С&) . С другой стороны,все 

подгруппы из С(ъ) 2-замкнуты. Получили противоречие. 

ЛЕММА 3.4. Ф а к т о р — г р у п п а не 2 - з а м ­

к н у т а я С - г р у п п а . 

Предположим противное. Тогда по лемме Фраттини Н=А-М"^ СТ). 

Так квх.Яд(Т) = £ , rotf^AAtf^ (Г) , ^(Т)=ГлР . Заме­

тим, что в этом случае выполняются условия леммы 3.3. 

Предположим, что Р~Е . Тогда М~А AT . Пусть ССе) = 

= £> Л К д л я инволюции 6G. 7~ не 2'—замкнут, S -силовская 2-под­

группа из С(0) . Можно без ограничения общности считать Т 

Обозначим через -3 абелеву подгруппу из £ ранга 3. Такая под -

группа в £> существует, так как Z(&) нециклический, а & содер -

жит более трех инволюций. Если бы £> содержала точно три инво -

люции, то ^ централизовала бы эти инволюции. Но тогда /«С. (_Z) • 

Откуда Т0 . Это противоречит лемме 3.3. Пусть С—То п £ 

Так как Т/т содержит единственную инволюцию, то i-n.(P) >2 . П о ­

этому для Цфе. , & е. К. в группе С найдется инволюция V такая, 

что ^ £. Тд .. По лемме 3.3 централизатор любой инволюции из £ 

2'-замкнут. Следовательно, С C\>)^'s=-С-{\! )—/?ЛР , откуда 

& £ - ^ С с г ) • С другой стороны, SSCcej(£) ^ т 

, так как О 7~0 по 
лемме 3.3. Полученное противоречие доказывает Рф-Ё . 

Покажем теперь, что централизатор любой инволюции из с о ­

держится в J*f . Для этого достаточно проверить централизаторы ин -

волюций из силовской 2-подгруппы Т 

Если V - произвольная инволюция из TQ , то по лемме 3.3 

С(\7) 2-замкнут. Из централизаторного условия С*) следует А 

= 0zi ( C ( V ) ) _ Откуда вытекает С(^)^Х 

Пусть теперь инволюция \) в Т \ То , Так как по предположе -

нию С СА) 2-замкнут, то Т ~° Н . Из леммы 3.3 и централизаторного 

условия (*-) следует, что 7~0 А А является группой Фробениуса. В силу 

этого Z (7~) !~~> Т0 - нециклическая группа. 
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Предположим, что С(>У)—Q^r (С(У)) X ^ не 2-замкнут. Так как 

% G") I TQ _ нециклическая группа, то из централизаторного условия 

С " * ) получаем F (C<jj) п 2(7") Г) ТА =£Е . Следовательно, Оу СС-(У)) = 
= А . Но тогда в силу 2-замкнутости CC/f) . Полученное про­

тиворечие доказывает, что &С^) 2-замкнут, 

Пусть С<У)— , g= СО Ы))-^ Т, - силовской 2-подгруп­

пе из G . Так как С(у) > {Z(T), Z <J,)\ , то Z(Tj <. C(v) . В си­
лу нецикличности Z(_Tt) имеем TQ nZCTf)=j^E . В силу леммы 3.3 

получаем 7" ^-./V . Осталось показать, что АГ-сУу' . Так как 7~ 

и 77 сопряжены в , то без ограничения общности можно считать 

£ ^ Г . Пусть -произвольный элемент из К . Обозначим через 

C~Zj П Z С.Т) . Так как С - нециклическая группа в , то 

в С найдется инволюция сь> такая, что сО €- 7̂  . Но тогда 

Следовательно, £,e.Sf 

Таким образом, доказано, что централизатор любой инволюции 

из W содержится в Af . Теперь, как и в лемме 3.2, получаем проти­

воречие. 

ЛЕММА 3.5. Е с л и ц е н т р а л и з а т о р н е -

к о т о р о й ц е н т р а л ь н о й и н в о л ю ц и и в G 

н е 2 - з а м к н у т , т о г р у п п а С ? и м е е т и н ­

в а р и а н т н у ю п о д г р у п п у и н д е к с а 2. 

По лемме 3.4 фактор-группа Я/й не 2-замкнутая С- -группа. 

Пусть O^i2 (JS) — A Sli , где LI^F Т . Заметим, что T—Li А 3 , где 

В _ либо группа кватернионов, либо циклическая группа. Э-о следу­

ет из описания разрешимых С -групп ELlCG . 

Покажем, что L—T~0 . Если Та L, , то утверждение очевидно, 

так как Т/Та содержит единственную инволюцию. 

•Предположим TQ-^ L . Из централизаторного условия ( # ) с л е ­

дует, что в С(й) централизатор любой инволюции 2-разложим. Ана­

логично, как и в лемме 1.2,можно показать, что в этом случае в фак­

тор-группе CLA)/Oz, (ССи)) 
централизатор любой инволюции при­

мерен. Так как 

не 2-замкнутая С/ Т -группа. 

Следовательно, С(А) — Р ^F л , где TQ— РА {а.\ , F - 2-груп-

па в С (А) _ Это вытекает из описания разрешимых СI Т -групп 
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то цент-

С 9 J . Можно считать P—Ln Т . Поэтому R/Y\0, Ы) сущест -

вует инволюция из То . Так как является С- -группой, 

то по теореме из С Ю П в с е инволюции из - А / ^ ^ ' ^ (W) сопряжены в 

X . 

Покажем, что при нашем предположении централизатор любой ин­
волюции из N содержится в JV* . 

Пусть инволюция V € JV \ O^i^ (X) . Так как все инволюции из 

N ч ^ ' 2 C-tf") сопряжены уже в -АЛ , то без ограничения общности 

можно считать О б 7"с . Если О (jf) 2 -замкнут, то утверждение оче-

видно, так как О , (С С?))—А . Пусть C,h))~S АК не 2-замкнут, 

0=Од (СС>>)) •«& 7̂  -силовской 2-подгруппе из Сг . Так как £ е £> , 

то Z (Т,) С-СЕ) . Следовательно, ZCrJ ^ Х(Я)- Так как А ^С(М) , 

то из централизаторного условия (-Ф) вытекает Т&Р (С С\!)) . Поэ­

тому можно считать К—А . Но тогда X-Z (Т/)1 Aj ^А ПS = Е 

Откуда ZCV) ^Ztr(CC^))). Так как C.LV) не 2 -замкнут, 

рализатор каждой инволюции из Z СТ) также будет не 2'-замкиут. 

Это противоречит условию леммы. Таким образом, мы показали, что 

централизатор каждой инволюции из .Л/"\ О^, ^ (Jf) содержится в Л/" . 

Пусть теперь инволюция V €. O^'z • Можно без ограниче­

ния общности считать V G L . Рассмотрим С С \>) . Предварительно 

заметим, что Z — Z(lj)n ОСА) - нециклическая группа, так как 

Z-=» С (А) , e.PAF/A - группа Фробениуса, где Р АР=С?г г,(С(А)\ 

Предположим, что C ( V ) — Q А не 2-замкнут, Q = 0-i (С (Sf)) • 

Тогда в силу нецикличности Z имеем Z П F(C.Cv)') ф £ • Пусть 

инволюция <j)e.ZnOy ССС^)) . Тогда С (со) > IA,Q,Z] . Из цент­

рализаторного условия 0*0 и того, что Z7 централизует /? следует 

А — О. . Тем самым показано, что С(^)^УУ-

Пусть теперь C(*J) — f3 А в не г'-замкнут, £> = 0, (С(\)))*£ 7"-си-

ловской 2-подгруппе из (У . Так как & 3 { Z (/*) , Z (7J)} , то Z(L)-*-

< С (&,) — М A Tf , где CiZ) не 2-замкнут. С другой стороны, 

2 Л F'(СсХ^Ф^Е. . Поэтому из централизаторного условия вытека­

ет М=-Я . Следовательно, 3' ^ Tt C^TV . Так как Т и 7J сопря -

жены в JV , то для удобства можно считать S «с Т 

Осталось показать Q <• •№ . Пусть "Ь - произвольный элемент 

из Q. , отличный от е . Обозначим через S$0—F (С-(_•$)) . Если 

£=>0f~>To =f=- Е , то из централизаторного условия С * ) следует ̂ р=/7. 
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Поэтому будем считать За П TQ ~ £ . Следовательно, & а содер -

жит единственную инволюцию. Поэтому Z(g) A Q—[о] s. (Z^Q) , где 

Zf\Sl является группой Фробениуса. Откуда следует rrx(Z(S)nTg)^. 
^ Z . Но тогда в Z (3) П Та найдется инволюция S" такая, что 

Е о к С {^?) 2 -замкнут, то О^/ (С(<$))—/? . Откуда следует 

t ^ H • Пусть теперь СС&)—&Л£> не 2 -замкнут, /0=0^00-0^))^ 

4: -силовской 2-подгруппе из Сг . Так как /7 * {£•} С(&) , то 

из централизаторного условия следует . Как и выше, 

можно показать . Но тогда L-£, ^ IZntf — £. Получили 

противоречие с тем, что С С ^ ) не 2-замкнут. Полученное противоре -

чие доказывает, что централизатор любой инволюции из X содержит­

ся в J*C . Н о это невозможно, как было уже показано в лемме 3.2. 

Следовательно, 71 О,/, (<Л/") 

Так как Т/ Т0 содержит единственную инволюцию, то получаем 

O^'Z (^)=у^х Т0 . Заметим, что выполняются условия леммы 3.3. 

Следовательно, централизаторы инволюций из JVsO^^ (Sf) не 2'-зам-

кнуты. Более того, из этой же леммы вытекает, что ни одна инволю­

ция из O.t не сопряжена ни с одной инволюцией из N"\0,i„ (Х). 

Заметим далее, что все инволюции из JV\ О^, (sf) сопряжены уже в 

N . 

Теперь мы сможем показать, что 

уев * * ° 

Пусть Так как 7~0 содержит абелеву подгруппу 

ранга 2, то, как и в лемме 3.4, можно показать F 4*J*C . Следова­
тельно, TnN(T)' ^Т0. 

Пусть Т П <^~'T'cf ^ £ . Тогда из замечания, приведенного 

выше, вытекает Т0 П у4Т*<^ Ф- В , гак как Т1 . Поэтому в 

Т0 существует инволюция (X) такая, что cV %е 7J . С другой сто -

роны, выполняются условия леммы 3.3. Поэтому легко показать, что 

CJ в Л ' . Но тогда 7"' Г) ^ 'Tcj£z Тд . Утверждение леммы теперь 

следует из теоремы Холла-Грюна CjO . 

Теперь мы можем закончить доказательство теоремы Б. Ясно, 

что для централизаторов центральных инволюций возможны только два 

случая, которые мы рассмотрели в § 2 и в § 3. По лемме 2.5 в груп-
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пе обязательно существует центральная инволюция с не 2-замкнутым 

централизатором. В этом случае по лемме 3.5 группа CJ имеет ин­

вариантную подгруппу Сг0 , индекс которой есть степень 2. Из лем­

мы 3.5 в силу централизаторного условия видно, что централи­

затор каждой инволюции в Сг0 2-разложим и непримарен. Следова — 

тельно, по теореме Сузуки изГ-91 £((Уа)¥=Е. Но тогда &(Сг) . 
Полученное противоречие завершает доказательство теоремы Б. 

В качестве непосредственного следствия из теоремы Б и теоре -

мы Сузуки LlCG получаем теорему А . Заметим, что все перечислен­

ные простые группы в теореме А удовлетворяют централизаторному 

условию (•*•) . 

В заключение автор выражает благодарность А.И.Старостину за 
постановку задачи и внимание к работе. 
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