
В.И.Шубов 

СУЩЕСТВОВАНИЕ СЛАБОГО РЕШЕНИЯ ЦЕПОЧКИ УРАВНЕНИЙ 
БОГОЛЮБОВА ДЛЯ БЕСКОНЕЧНЫХ КШСИЧЕСКИХ 

АНГАРМОНИЧЕСКИХ СИСТЕМ СО СВЯЗЯМИ 

I. Введение. 

В настоящей работе продолжено начатое в статье автора [1~\ 
исследование динамики для модели бесконечного классического 
кристалла, в котором на частицы, расположенные в узлах кристал­
лической решетки, наложены голономные связи. В [ i ] был выделен 
специальный класс допустимых связей и некоторый класс допусти­
мых взаимодействий, для которых уравнения движения модели одно­
значно разрешимы в целом по t при произвольных начальных 
данных. Это означает, что уравнения движения порождают динамику, 
определенную на всем бесконечномерном фазовом пространстве. В 
данной работе доказывается, что последовательность конечномерных 
проекций произвольной вероятностной меры на фазовом пространст­
ве, развивающейся во времени под действием упомянутой динамики, 
является слабым решением цепочки уравнений Боголюбова, соответ­
ствующей рассматриваемой системе. 

Дадим описание модели кристалла со связями. Г - множество 
вершин бесконечного связного графа. Граф Г - простой, т.е. 
любые две его вершины соединены не более, чем одним ребром. ( Г 
- модель кристаллической решетки). Q - гладкое многообразие, 
снабженное полной римановой метрикой . Каждой вершине гра­
фа ("узлу решетки") k е Г сопоставлена механическая система 
("частица"), для которой Q. служит конфигурационным простран­
ством. Бесконечная система, о которой идет речь представляет со­
бой совокупность взаимодействующих частиц, соответствующих все­
возможным к с Г . Она определяется формальным гамильтонианом: 

Обозначения: конфигурация системы - это отображение 

3\ ' Г—-0- : k i — C J ^ e Q , - конфигурация частицы с но-
ером к ; множество всех Ц образует конфигурационное про­

странство системы Q.̂  ; фазовое пространство одной частицы 
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X=T*Q - кокасательное расслоение многообразия Q ; состо­
яние системы - это отображение х = ( , р ) : Г—• X : 

ki—» Х^=(с^^} Р к) '» ~ с о с т о я н и в частицы с номером к ; 
pl^eT^Qc^^- импульс этой частицы; множество всех X обра­
зует фазовое пространство системы - определяемая 
метрикой норма на касательных Т ы л И кокасательных 
T*Q^ пространствах ^j, е Q). 

Потенциальная энергия М/ имеет следующую структуру: каж­
дому А с Г, [ Л| < оо ( | Л | д - число точек множества Л ) 
сопоставлена функция ф д на Q = ^Яд ' ^ — * ® " ^ « 1 И 

Приведем» необходимые для дальнейшего результаты работы [ i ] . 
Будем предполагать, что многообразие ( Q , ̂ ) принадлежит к опи­
санному в [i] , [ 2 ] классу "допустимых связей". Определение это­
го класса в настоящей работе не потребуется. Не потребуется 
также явный вид уравнений движения системы. Потребуется описа­
ние класса допустимых взаимодействий. 

Обозначения: если k , ftb€- Г , то (List (k^m-) - минималь­
ное число звеньев пути графа Г , соединяющего вершины к 
и vn> ; "шар" и "сфера" в Г радиуса |\| (N=(H,.. .)c центром 
B k e r : . B k ( N)={ M er : c i i s t ( k ) W ) 4 N } , S ^ j t ^ B ^ 8 ^ * 0 . 

Предположение о структуре графа : 

(число соседей каждой вершины ограничено). Из (3) следует:* 

и 
Условия на потенциалы ф д : пусть 

вых и вторых'производных Ф д (предполагается, ч то4^вС [Q )) 

выполняются оценки 
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™ e C i ( N ) = a ( i ) s ( N ) " V N [ H ' : ! , = i ( N ) , п р и М ^ , 1 > я ; ( и 

С ДО) > 0 - некоторая константа; C^(N)= 0 » пРи N У \ . 

Условие на константы oi.(N̂  > 0 : 

22 vL (Н) < <*> (7) 
N=1 оо . . . . 

Пусть Ъ - радиус сходимости степенного ряда л. А • 

-^r=-<llm<у =рр• Условия на константы 0/(1) > 0 : а) если граф 

Г обладает свойством: S(N)/^(N )=0 , т о 

г > \ ( 8 ) 

б) в противном случае (ввиду ( 3 ) , это возможно лишь при 
S(N)~exp (&N), N~*<~) 

г — оо . (9) 

(В [ i ] условия на Л( i ) были несколько слабее, чем (8) , (9)) . 
Пояснение. Символом &|<Фд(<^д) в (5) обозначен градиент 

функции <фд , определяемый метрикой CJ- и вычисленный по 
переменной Q^K . © к Ф л С ^ ' л ) как функция переменной <^ / т / 

Ы/^. к ) есть отображение Q в Т QtyK, ^ ^ к ^ Л С4л)~ 
- дифференциал этого отображения. ЯЬ^Фд. (fyO к а к Функция пе­
ременной k есть векторное поле на Ц ЗЭ^Ф^фд ((^д^ — 
- ковариантный дифференциал этого поля. II • u д. - норма линейного 
отображения касательных пространств, определяемая метрикой <̂  . 

Замечание. (5)-(9) - это условия достаточно быстрого убыва­
ния взаимодействия между частицами с ростом расстояния между 
соответствующими узлами решетки. Они заведомо выполняются, если 
взаимодействие финитно: существует целое R, > 0 (радиус вза­
имодействия) , такое, ч т о ф д = 0 при еЦялп Л > R . В общем 
случае, когда выполняются условия (5)-(9) будем считать, что 
R = оо 

Каждому Л с Г , (Л |< оо соответствует гамильтониан 
конечной подсистемы, заключенной в "сосуде" А : 
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Нд порождает однопараметрическую группу преобразований: 

о̂ . • X * X « 
В дальнейшем предполагается, что зафиксирована некоторая 

вершина к 0 б Г . Пусть B(N =В,(Ю, SfNf)=Sk (N) , 

b t - b t , И Н . Х - * Х ,:x ;->nNx=x|BCN)(N=o,i,...) 
^Риманова метрика на Q порождает риманову метрику 
^ наХ=Т* С 1 (см., например, [з] ) . Пусть j? -рассто­

яние на X 1 определяемое . 
Основной результат работы [I] состоит в следующем. 
ТЕОРЕМА I. а) Пусть ^ Q ^ g ^ принадлежит к классу "допусти­

мых связей" (см. [ i] ) , а потенциалы ф д удовлетворяют усло­
виям ( 5 ) - ( 9 ) . Тогда задача Коши для уравнений движения, опреде­
ляемых гамильтонианом ( I ) , однозначно разрешима в целом по t 
при произвольных начальных данных. 

ЭтОрЗначит, что уравнения̂  движения определяют динамику 
: X — » Х г : х I — » S + x - л г 

б) При фиксированном N (,N=̂ lr».) для .любых Х € . Х , 
keB([ ) справедлива оценка (см. [i] , неравенство ( 5 . 2 9))". 

где С 0 ,0, &(N) ? ^(.^0 ~ н е з а в и с Л т ни от X , ни от к ; 
£,(N), $(N)—»0 при N — » о о ; N 2 i< N - выбирается произволь­
но; ~ j ^ * t ( k.,koj|f

 w n a i f l w w m a СКОбКИ ОЗНачЭЮТ Целую 

часть числа). 1

 л N п л \ v 
Замечание. Из (II) следует, что р ( (S^XJ^,^ I l^x)k j-^.O 

при N — * оо для любого к £ Г , равномерно по X £ X . 
Действительно, пусть N—«-оо . Выбирая N̂ =N̂ (N1) , , так что­
бы N^,—»оо, N/N a • оо , получим, что N^k)-—о о . 
Следовательно, правая часть (II) стремится к 0. 

В заключение данного пункта отметим, что задача построения 
динамики для модели ̂ бесконечного ангармонического кристалла 
(без связей ^Q = |R ) и при других условиях на взаимодействие) 
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исследована в [ 4 ] . Эта работа продолжена в [ б , б ] , где. для 
модели кристалла доказывается существование сильного и слабого 
решений цепочки уравнений Боголюбова. 

2. Обозначения и соглашения. 

а) Если (Х у̂и.) - пространство с мерой и ^ '• X—»У > то 
|*уЦ/ - индуцированная отображением ^ мера m)J: ^ytt-)(A)= 
=)b(f* ( А ) ) , А С ^ • Справедлива формула \ Щ) & $*$(ф= 

б) Пусть на X задана вероятностная мера JA* , опреде­
ленная на естественной S- - алгебре (3> , порожденной цилин­
дрическими множествами. Ниже (п.56) будет показано, что преобра­
зования измеримы относительно ^ . Поэтому динамика 
порождает эволюцию меры ̂  : (• 7 " t ] = . ( S . ^ / S /*-(' 1 ®)=А' 

в) Для любых Л С £1 С Г определены проекции: 

п^-Х^Х Л -х ~ ( " f x , - х I. м л * * * ' х 1 1л Х / л = х 5 г | Л , 
Пд= Пд *- X —• Х л - ГС 1—> Пд х = х |д . 

Лл^дПл)*/4-' Л л С ' ^ Ж П л ^ Д С ' ^ ) - п Р о е к Ч и и " e p ^ ^ t ) 

Определим на X также меры: и, (• ,t) = (Sj. 1<.Жл . 

г) Пусть Л с Г , | Л | < оо . d-Хд - мера Лиувилля на X , 
порожденная естественной симплектической^ структурой на X • 
Она инвариантна относительно динамики *- ( S ^ ) * . с1хд = -

^- , - | д - скобка Пуассона функций на Х^:|-;• j^=j2Z^ 
где ^ • j - скобка Пуассона, вычисленная по переменной Х ^ . 

д) Введем формально плотности определенных выше мер относи­
тельно меры Лиувилля (они потребуются для разъяснения основного 
результата работы): 4 ^ Х л ) = Рл(%)^хЛ'> 4 ^ ^ ' ^ = 

= p A ( x A l t ) i x A , p A ( x 7 i , 0 ) = p A ( x A ) - , ( x A , t ) = p A ( x A , t ) ^ x A J . 

^ ( x A , t ) = p f ( x A ) t ) i x A -
Поскольку ^ р|/Хд= ЛХд » справедливы формулы: 

р W ) - p A ( t v t * 4 ) ; £ ( « » , * ) - W Р ^ ^ Ц м г 
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е) Если Q - B ( N ; , A - B ( M ; ( M < N ; N , N - C H . . . . ) , T O будем пи­
сать d c c a д= oC3CN |vj • Во всех остальных введенных выше обоз­
начениях будем писать N вместо Q и М вместо А . Заме­
тим, что меры ^ M ( - , " b ) = ( n M ) # ^ t ( - , t j (М = 0,1,...) образуют со­
гласованный набор мер (если М < N , то ( П м j * ^ N ( - , t ) = > H M ( , , t ) ) 

по которому jx (•, t ) восстанавливается однозначно, согласно 
теореме Колмогорова. ' 

3 . Формулировка результата. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполнены условия теоремы I. Для любой ве­
роятностной меры ух, на (Х Г, €>) последовательность конечно­
мерных проекций (-,t) =(П М St)»ju. меры >ь(-,"Ь) = ( S t ) # j ^ 
на X ( М = 0, - 1,. . .) является слабым решением цепочки урав­
нений Боголюбова: 

где 

t O w ) = И ФЛСУ , W QB(M+L! %=% + ь,л> ( 1 3 ) 

Л£В(М+Ь) 

if>M - произвольная гладкая финитная функция на X , 
R.̂  ос? - радиус взаимодействия (см.п.1). 

Замечание. Требование финитности 1Р М является чрезмерным. 
При доказательстве теоремы будут использованы лишь следующие 
свойства f м : 

' н (14) 

кеВ(Н),ссмеЭСв(м> * 
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Sup 1$ лР а5 к*?м(*.А S C 2 ( M ) < o o . (15) 

Обозначения: 1>к ^ ( ^ м ' - градиент функции 4>м , опре­
деляемый римановой метрикой £} на X и вычисленный по пере­
менной хк; Рл,Рг :T*3C3C=T(T*(Q.)(<ljpj-^TQ^,T*^ проекторы 
на горизонтальное и вертикальное подпространства, соответствую­
щие связности Леви-Чивита метрики <̂  ; Р151С , Р г 1 к 

"производные по координатам и по импульсам". 

4. Комментарий. 

Содержащееся в формулировке теоремы 2 определение слабого 
решения цепочки уравнинй Боголюбова нуждается в пояснении. 

Напомним, как выглядит для рассматриваемой модели формальный 
вывод цепочки уравнений Боголюбова. 

Зафиксируем О. <= Г , | Q | < оо . Плотность р (х^} t ) = 
= ?SI^±O:Q) ^ с м , п , 2 д ^ удовлетворяет уравнению Лиувилля: 

Ft - |Я > Н й | & • 

Пусть Л<=й. . Представим в виде: 

= Н Л ( ж А У + Н Л ч Л(ос а ч Л) + й ^ ( ^ а ) , (17) 

где ж а - ( ^ д , р л ) 6 х л = х а | л , х Л ч Л = о с й 1 й ч Л ^ 

< ( < Ы = J I ^ ( ^ ) , U = Я а | А , . (18) 

Подставляя (17) в (16), получим: 

Подействуем на обе части (19) оператором ^ i b A * • ^ ч и ~ 
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тывая, что j {pfi, Н ^ д } д ^ л с 1 х ^ д - 0 (ем.пояснение ниже), 

получим: 

It Рл = К .4 +ЯР 2- Й*Ь « Ч ^ А • «°> 
Пусть теперь 2=В(Ы), Л = 6 ( М ) , М<М . Тогда 

~ О min(R,N-M) m + l 

Li —*1 

где 11 м определяется формулой (13), R ̂  оо . Учитывая 
(21) и принятое в п.2е соглашение об обозначениях, получим из 
(20).: 

mih(R,N-M) ^ 

к Рм = М , Им}м + ^ M + U U M } M . L ^ М + Ц М • (22) 

Li"—'I 

Теперь зафиксируем М и осуществим в (22) формальный предель­
ный переход N -~©o . Предполагая, что Ivrn р^ ( 2 с

м ^ ) = р м ( 0 с

м , Н 

получим из (22) цепочку уравнений Боголюбова для бесконечной сис­
темы: 

I I P M = { P M ' H M } M + 5I J {P „ + U , U M } М А + Ц М ; м - ° и - ' с 2 3 ) 
В приведенном выводе есть момент требующий разъяснения. При 

переходе от (19) к (20) использовался тот факт, что интеграл по 
фазовому пространству от скобки Пуассона двух (достаточно быстро 
убывающих) функций равен 0. Поясним это в случае произвольного 
симплектического многообразия. (По поводу используемых ниже фак­
тов , см., например, [7] ) . 

Пусть (Л1,со) - симплектическое многообразие. Каждой функ­
ции f на «М- сопоставляется (строго) гамильтоново векторное 
поле %^ по правилу; c o ( ^ , i | ) = r^j- для любого векторно­
го поля i| . Скобка Пуассона: j-,h, = ^ k = d h / ( ^ ) = I^dh, 

(символом L| сС обозначается свертка дифференциальной формы 
CL с векторным полем Ц ) . Пусть со - форма объема на 
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JU, , порожденная симплектической формой со . Для любых 
функций j и И/ форма ( i A } 1 0 точна: j-f,h}u> = d(h,i^ со). 

Убедимся в этом. с 1 Я л с о = 0 так, как dequ>=cU,m M y . Сле­

довательно, (dk,Ato)= 0 . с другой стороны L^(dk-A со) = 

= (L| dlt)3 -dh-Л со .Поэтому, jf,hj со = dk л со .Ос­

тается проверить, что dk-ли^со = d.(h.i.^co) . Имеем, 

d(hl^S>) = d k A i ^ c o + h,d(i w) • H o d(6^aj)=0. Это вы­
текает из следующих фактов: производная Ли L f e co = d ( t v со)+-" 
+ (deo); d £ = 0 ; L ы - ' О . * * 

Интегрируя соотношение | }}h-jco = d (hi.^ to) по ЛС и 

применяя формулу Стокса, получим: J | f ,hjc5 = 0 , если 
достаточно быстро убывают (например, одна из них финитна). (Не 
будем выяснять, что в точности означает быстрое убывание, так 
как сделанный вывод потребуется только в формальных рассуждениях.) 

Из доказанного утверждения и соотношения И. k^j- = 

=e|+,h.,,|W'i, + 1% |3-,1г2} следует формула "интегрирования по час-

тям": J ^ h ^ S =-\К{Ь,К}%-
Теперь можно пояснить определение (12). (12) получается из 

(23) следующим образом. Нужно умножить (23) на fM , проинтег­
рировать по ЭС 8 'М ' по мере dx M , применить в каждом члене 
приведенную выше формулу интегрирования по частям, вспомнить оп­
ределение плотностей и учесть, ч т о ^ ^ , ^ м} м +={11 м

+ 1;^ м] м. 

5. Доказательство теоремы 2. 

а) Пусть Ac Q <= Г , \U < о о , _ гладкая финитная фун­
кция на 0СЛ • Вспоминая соотношения из п .2в : ^д 0Л) = 

= ( П д 2 ' ) к > 1 Л ( , ^ ) = ( П д S t определение динамики и 
формулу из п.2а, получим 
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Подставляя сюда (17) и учитывая очевидные соотношения 

к J ¥ л < ^ = 1КЬ№ + \ К }л ^ • ( 2 4 ) 

Пусть теперь Л=В(М), Q=B(N), И < N . Учитывая соглашение 
об обозначениях п.2е и подставляя (21) в (24), получим: 

Теперь для того, чтобы получить (12), нужно оправдать воз­
можность предельного перехода N—«» в (25). р 

б) ЛЕММА. S t - измеримые преобразования (ОС , ( э ) (см. 
п.26), так что определение меры ja (-,*•)=( $ t )# а корректно. 
Для любого М =0 ,1 , . . . меры Я ^ (• ,t) = { П * $>( П м ) t у . слабо 

сходятся к мере jU-M (•,-Ь)=(Пм Sj^ju. при N—оо . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть j - непрерывная ограниченная функция 
на Х В С М ) . Заметим, что ^ В ( М ) f(ccM)d^JJ (xM,"t) = 

= / {(Til! 3!"П„х)с1и,(*) (см.п.2а). Из теоремы 2 и непрерывнос­ти J 4 п т. N / j4 N 
ти j- следует, что f ° П м<> St<>nN-»- f ° n M ° S t при Н*~оо 
всюду на Хг . Учитывая это обстоятельство, а также тот факт, 

что функции f оП^о S £ ° n N ограничены той же константой, 
что и j . , с помощью теоремы Лебега приходим к следующим за-

ключениям. I) Функция f ° П м ° S t на X суммируема по мере 
)л, . Отсюда следует, что S t - измеримо и J f (tlMS tx) d/i(i)= 

- J K * M ) < W X M H > ) . 2) 1 ^ ( х м ) ^ ( х М Л ) ^ Н ^ ^ * м ^ 

при N-•-«*> . Заметим, что в силу (II) сходимость равномерна по 
t на любом промежутке l0,i e] ( t 0 < оо) , если j - равномер­

но непрерывна. Лемма доказана. 
Из доказанной леммы немедленно следует теорема 2 для случая 

конечного радиуса взаимодействия: R < 0 0 . Действительно, в 
каждом слагаемом правой части (25) можно сделать предельный пере­
ход [\|-»оо . В результате получим правую часть (12). Возможность 
предельного перехода в левой части (25) вытекает из следующих 
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замечаний: j f м d^t^ _ J ifMdjU/M при N-»-oo равномерно no 
t « ' ' [ ° , " У ( t 0 < ° ° ) в силу леммы; eini^ | ^ j i p M ci>JJ 

существует в силу сходимости правой части (25); функция 

ifMf*M)dj*M(ac^,t;-/»(J1(nHStix)el^(x)дифференцируема по t . 
в) Перейдем к общему случаю: R ^ © o . Сначала докажем, что 

ряд в правой части (12) сходится. 
Заметим, что 

{ С %}« = Т 1 9 ( » « < ь . Р А » „ ) . 
КбВ(М) 

1В(ин)И 
Представим 1) | <

/Ц и

+'' в виде: 

• ^ Л£В(мл)ч(к} 
AnS(M+L)^0 
1Л|=1 

Из к е В(И) , Л П S (M+L)^ * следует: duun. ({к} Ц Л ) 5-L • 
Поэтому Х'кФ/кгуд.^кЛл) Q ^ C U I ( L )B

 ЕИЛУ ( 5 ) ' ЧИСЛО СЛАГАЕ_ 

мых во второй сумме в (27) равно: K V O ^ ^ ' ^ f ^ ' l 
(будем считать ,что (fj) = н ^ при N »М , (Д) s 0 при 

N < M ) . Заметим, что 

(здесь использовано (4)) . Учитывая сказанное и вспоминая *(6), 
(4), получим из (27) оценку: 

(28) 
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Здесь на последнем шаге учтено, что s(M + L,)-& s(L)s(1)M (это 

следует из (3) , (4) и очевидного неравенства: | S K (N)U | S K (N-1)| * 

xmax I S m W l ) и g(M + L) = g(L) + E s ( L + L')« B(L) + s(L) £ s(if 4 

^ 6(L)+s(L)Ms(1) . Оценив'ая (26) с помощью неравенства Коши и 
учитывая (28), (14), (4) , получим: 

i f H O H W H J * e M c , ( M ) 5 « ) M f ; A « > ( M f L ) . ( 2 9 ) 

Остается убедиться, что 0 0 . Пусть вы­
полнено условие (8). Выберем " Ъ0 : 1 < \ < % . Существует 

номер L>0(M) такой, что из L > L 0 ( M ) следует: 

i + f a ) M s ( 1 ) M « V П о э т о м у 

И AW(M,U<EA(0(M1L)+I: et(L)2Z jj4>, t 0

L ' 2 < «о. 

Если выполнено (9), т о £ AW(M,L)< E * ( L } i f ^ , ( ' < + M s W M ) L " < « » . 

(Здесь было учтено (7) , а также тот факт, что радиус сходимости 

ряда Yl TT^Ip г L " 2 Р а в е н г >• 
1 = 2 ' f < i i M + b I г) Введем обозначения: f = - | U M , ^мш > 

Для завершения доказательства теоремы 2 остается убедиться 
N - M 

что lim ^Z. J(N,M,L) = 0 . Для этого достаточно прове-

рить, что Elm. У J ( N M L ) = 0 . Действительно 

tin ) — J ( N , M , L ) = 0 , так как в силу (29) 

J ; J ( N , M J L ) < оо . 
Из 'определения м е Р Л M + L (•, t ) , ><• * + L (•, t ) и формулы из 

п.2а, следует 

J ( N , M , L ) = i n [ f ( n M , b S t i ) - f ( n M

N

+ b S t

N n N x ) ] ^ C x J . оо) 
г 
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Пусть Л к (М,L) s ^ P ^ J ^ ' W l a , « B ( M + L). (31) 

Оценивая (30) с помощью очевидного неравенства 

i f ( n ^ s ^ ) - t l n : . L S : n ^ ) i ^ c ^ M , ^ ( ( m . ( < n 1 1 4 ) 

и учитывая (II) (кбВ(М-й-)= В(№/а]) 
, так как L^[N/2]-M), получим 

СК/г)-м 

L = 1 

где 

ivcj-n 

£IJ(N,M,L)U C.J<(NTM) + J2(N,M)(e(M2)+8(N))>- (32) 

O i ( N , M ) s ^ Г A K [ M , L ) ^ , (33) 

[N/JLI-M 
J A ( N , M ) s 2 I И A K (M,L) . ( 3 4 ) 

u=-i кеВ(м+и)' 

Нужно доказать, что правая часть (32) стремится к 0 при 
•о° . Сначала оценим A K ( M , L ) . Из (26) следует: 

аде* Л и = ^ ^ r f - p a w v A w ^ C ) t 3 5 ) 

(точка означает действие оператора на вектор). 
Пусть к£ S ( M + L ) . Тогда 

M + L \ът.)\-г 

В , Т » Л (<1и^ = 11 2_ ^ А ^ { к , т } и л ( Я . к ^ ^ ^ л ) ' ( 3 6 ) 

1=0 Л£В(И+1,МК,»11} 
,1Л|=£ 

где о и Л = о ^ м + 1 | | л . И з к 6 S(M+L), m,eB(M) следует: 
d l a i u ( { K , m , } y A ) ^ L . Поэтому ЦЯк^тЯ^к^иЛ 1 % S ^i-+2 

в силу ( 5 ) . Число слагаемых во второй сумме в (36) равно : 

^lB(M+L)l-2j^ ( e f M * L ) " 4 ) « l , 8(N + U)L . Учитывая сказанное и 

вспоминая ( 6 ) , ( 4 ) , ( 2 8 ) , получаем из (36): 
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Пусть к г В ( M + L , . Тогда 

м+ь, 1&(мя̂ 1-2 

|A| = L 

где c j A = Q ^ M t u U .Из ЛП $(M+L)*0 ,me В(М) следует: 

dlam({K,m.} UA)> L . Поэтому||]) к 1) т Ф { К ) ( а } и Л | | ? 4 C L + 2 (L) 

в силу (5). Число слагаемых во второй сумме в (38) равно: 

^ ^ \ - Z j _ ^ ( " * - ^ 4 J _ S ( M + L ) 6 ( H + L ) L H (см.п.(а)) 

Учитывая сказанное и вспоминая (6) , (4), получаем из (38): 

(39) 

Собирая вместе неравенства (14), (15), (28), (37), (39) и 
оценивая с их помощью (35), получим 

А к (M,L)« 6 (М) 5(Л<(М)«rg"4Att)(M L) + сг(М)А (1 )(М,Ц5„(к)], кбВ(М+И); 

A K fM,L)^6(M)c 1 (M)s(L) H A ( 1 ) ( L , M ) , (40) 

( b n ( K ) = U к е В ( М ) ; 5 r t ( K ) - 0 , к * В ( М ) ) . 

Вернемся к (32)-(34). Оценим J 2(N,M) с помощью (40), учи­
тывая (4) и 6(M+L)/6(L)^ 4 + М s ("1)м . В результате получим: 

ЗДФ б М з Л м М s(1)M)£ A ( %,L)H6(M)ciM)H H (M))fA l lM,L)]<-(4i) 

( C A (M,L) < оо 

- доказывается так же, как и 

fZA e >(M.L.)< оо в П.(Е).) Из (41) следует, что 

Ja(№)l£(N2)+o(N)>0npH N-*<~ (см.(И)). 

Остается доказать, что йт. ^ ( М , М ) = 0 . Оценим Д,(N,M) N-оэ 
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так же, как и J 2(N,M) t с помощью (40). Получим: 

X,(N,M)« 6(М) sm\Hjf (N,M) +6(М)ЧНs(i)M j f (N, M), (42) 

Г А С tHAJ-M №/a-M-L)/N2l 

Л М ) = ^ ( ( l + M S W M ) A U , ( M , g + A ^ ( M , L ) ) ( ^ U L ) / K J ! ' (43) 

J > , rO - Г A W ^ , ^ , • (44) 

(Здесь учтено, что N ^ K ) ^ [ ( N / 2 - M - L ) / N 8 ] при кбВ(М+Ь), 

N>)»[(N/H/4,]nPH ке B(M) ) . 

Из T~ A ( 1 ) (M,L) < о о следует j f (N,M) = 0 (напом-

ним, что N/N,—»-оо ) . Докажем, что 

Рассмотрим случай, когда выполняется условие (8). Случай (9) 
рассматривается аналогично. Пусть 1 < % < t и номер L.0(M) 
таков, что из и > М М ) следует: \ + 

(•() 6(U) 
(см.п.(в)). Вспоминая определения л (M,L) , Al"(M,U 

в (28), (39), получим: 

J > H ) « g \ ( ^ M , W " ) A ' a ( » . L ) , A ' ' ' ( H , , ) ) ' W ; ; , M , L j ( H ) W J ! , 

(45) 
u oe <~ 4[N/2l-M , J(lV2-M-L)/N,] 

,C(N/2-M-b0(M))/N2] 

Из XT A (ri,L) < oo (j=^2) следует, что первое слагаемое 
ьи м 

в (45) стремится к 0 при N-^-oo . Поскольку ряды в первом сом­
ножителе второго слагаемого сходятся, остается проверить, что 
второй сомножитель стремится к 0 при |\|-»- оо . Имеем: 

tW2-M-L)/M 2JP t и, [ ( N / 2 - M - L ) / N 2 ] N , N ! 

179 



Теперь остается заметить, что febL_ ,̂ кг,л °t(L) = О в силу 
[WAO-M(ctJ<NA-H-iWw N t o ^ i y 

( 7 ) И 5 [(M/a-M-L)/N2l! 4*WiH}\ -* 0 п*и N*°° 

если, например, Na=N2(N) ~Ш (напомним, что N 2 выбира­
ется произвольно: Ng_-*-оо, N / N a

0 0 при N — оо ) . 
Теорема 2 доказана. 
Автор благодарен О.А.Ладыженской за внимание к работе. 
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