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уравнения по неточным начальным данным
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В настоящей работе рассматривается задача оптимального восстановления
решения волнового уравнения по приближенным значениям коэффициентов
Фурье функции, задающей начальную форму струны. Приводится решение
более общей задачи восстановления оператора, определенного на весовом про-
странстве векторов из l2, по приближенным значениям координат этих векто-
ров.

Библиография: 5 названий.

1. Постановка задачи. Рассмотрим волновое уравнение с нулевыми гранич-
ными условиями и нулевой начальной скоростью

utt = uxx,

u(0, t) = u(π, t) = 0,

u(x, 0) = f(x),

ut(x, 0) = 0.

(1)

Как известно, точное решение этой задачи имеет вид

u(x, t) =
∞∑

j=1

aj(f) cos jt sin jx, (2)

где

aj(f) =
2
π

∫ π

0

f(x) sin jx dx

– коэффициенты Фурье функции f(x).
Предположим, что f( · ) ∈ Wn

2 ([0, π]), где

Wn
2 ([0, π]) = {f(·) ∈ L2([0, π]) : f (n−1)( · ) абс. непр. на [0, π], ∥f (n)( · )∥L2([0,π]) 6 1},

а

∥g( · )∥L2([0,π]) =

√
2
π

∫ π

0

|g(x)|2 dx.
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Будем считать, что нам известны приближенные значения первых N коэффициен-
тов Фурье функции f( · ) y1, . . . , yN , причем

N∑
j=1

|aj(f)− yj |2 6 δ2, δ > 0. (3)

Поставим задачу поиска оптимального метода восстановления решения задачи (1)
в момент времени T на классе Wn

2 ([0, π]) по информационному оператору FN
δ , ко-

торый каждой функции f( · ) ∈ Wn
2 ([0, π]) сопоставляет некоторый вектор y =

(y1, . . . , yN ), удовлетворяющий условию (3).
В качестве методов восстановления будем рассматривать произвольные опера-

торы ϕ : RN → L2([0, π]). Погрешностью восстановления для данного метода ϕ

назовем величину

e(T, Wn
2 ([0, π]), FN

δ , ϕ) = sup
f( · )∈W n

2 ([0,π]), y=(y1,...,y)∈RN∑N
j=1 |aj(f)−yj |26δ2

∥u( · , T ) − ϕ(y)( · )∥L2([0,π]).

Величина

E(T, Wn
2 ([0, π]), FN

δ ) = inf
ϕ : RN→L2([0,π])

e(T, Wn
2 ([0, π]), FN

δ , ϕ)

называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором до-
стигается нижняя грань, называется оптимальным методом восстановления.

В основе решения сформулированной задачи лежит методика оптимального вос-
становления линейных операторов, разработанная в работах [1] и [2] (см. также [3]).
Существенную часть в этой методике составляет сведение исходной задачи к зада-
че минимизации с ограничениями, сводящейся в рассматриваемом случае к задаче
линейного программирования, которую удается точно решить с помощью принципа
Лагранжа снятия ограничений.

Рассмотрим теперь более общую задачу оптимального восстановления, к которой
сводится поставленная задача. Пусть оператор Q : X → l2 задан равенством

Qx = (η1x1, η2x2, . . . ), j ∈ N,

где x = (x1, x2, . . . ) ∈ X, а

X =
{

x = (x1, x2, . . . ) : ∥x∥X =
( ∞∑

j=1

νj |xj |2
)1/2

< ∞
}

, νj > 0, j ∈ N.

Положим µj = η2
j и будем предполагать, что µj/νj → 0 при j →∞. Тогда при всех

x ∈ X Qx ∈ l2. Нас интересует задача восстановления оператора Q по приближен-
ным значениям первых N компонент x1, . . . , xN .

К задачам подобного вида сводится ряд задач об оптимальном восстановлении
производных [1] и решений уравнений в частных производных [4], [5]. В пере-
численных работах последовательность {µj}j∈N обладала свойством монотонности,
что в значительной степени облегчало поиск оптимального метода восстановления.
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В данной работе рассматривается ситуация, когда на последовательность {µj}j∈N
накладываются менее ограничительные условия.

Перейдем к точной постановке задачи. Положим

W = {x ∈ X : ∥x∥X 6 1}.

Будем считать, что для каждого x ∈ W нам известен вектор y = (y1, . . . , yN ) такой,
что

∥INx− y∥lN2
=

( N∑
j=1

|xj − yj |2
)1/2

6 δ

(здесь INx = (x1, . . . , xN )). В качестве методов восстановления рассматриваются
всевозможные отображения ϕ : lN2 → l2. Погрешность восстановления для данного
метода ϕ определяется равенством

e(Q, W, IN , δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈lN2
∥IN x−y∥

lN2
6δ

∥Qx− ϕ(y)∥l2 .

Погрешностью оптимального восстановления называется величина

E(Q, W, IN , δ) = inf
ϕ : lN2 →l2

e(Q, W, IN , δ, ϕ),

а метод, на котором достигается нижняя грань, называется оптимальным методом
восстановления оператора Q на классе W по информации IN , заданной с погреш-
ностью в норме lN2 .

2. Основные результаты. Предположим, что ν1 < · · ·<νN , νN+1 <νN+2 < · · ·
и limj→+∞ µj/νj = 0. Обозначим через ej , j = 1, 2, . . . , стандартный базис в l2

(ej)k =

{
1, k = j,

0, k ̸= j,
k = 1, 2, . . . .

Введем следующие обозначения:

A = max
16j6N

µj

νj
, B = max

j>N

µj

νj
.

Пусть 1 6 p 6 N , q > N и p 6 r 6 N таковы, что

µp

νp
= A,

µq

νq
= B, µr −Bνr = max

p6j6N
(µj −Bνj)

(для однозначности будем считать, что p – наибольшее, а q и r – наименьшие из
чисел, обладающих соответствующим свойством). Пусть, кроме того, sk+1 – наи-
большее из чисел таких, что sk < sk+1 6 r и

µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

= max
sk<j6r

µj − µsk

νj − νsk

, k = 0, 1, . . . ,m− 1,
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где s0 = p, sm = r. Положим

Jk =
{

j ∈ N ∩ [1, N ] :
µj

νj
>

µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

}
, k = 0, . . . ,m− 1,

Jm =
{

j ∈ N ∩ [1, N ] :
µj

νj
> B

}
.

Если нанести на плоскость точки (νj , µj), то геометрический смысл введенных
величин виден из рис. 1, на котором m = 3, а D1 – область, в которую попадают
точки из множества J1.

✲

✻µ

ν
✂
✂
✂
✂
✂
✂✂
s✁✁

✁
✁
s��

�
�

s✏✏✏✏✏✏s✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭

q
νs0 νs1

q q
νs2

q
νs3

❝
νq

q

D1 ss

s s

s s

ss

❝ ❝ ❝
❝

s – (νj , µj), j 6 N❝ – (νj , µj), j > N

s s♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣

♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣

♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣

♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣♣♣
♣♣♣♣

♣♣♣♣♣♣
♣♣

s

Рис. 1

Теорема 1. При B > A для всех δ > 0

E(Q, W, IN , δ) =
√

µq

νq
,

а метод ϕ̂(y) = 0 оптимальный. Если B < A, то
(i) при δ > 1/(√νp)

E(Q, W, IN , δ) =
√

µp

νp
,

а метод ϕ̂(y) = 0 оптимальный;
(ii) при 1/(√νsk+1) 6 δ < 1/(√νsk

), k = 0, 1, . . . ,m− 1,

E(Q, W, IN , δ) =

√
µsk

νsk+1δ
2 − 1

νsk+1 − νsk

+ µsk+1

1− δ2νsk

νsk+1 − νsk

,

а метод

ϕ̂(y) =
∑
j∈Jk

ηj

(
1 +

µsk+1 − µsk

µsk
νsk+1 − µsk+1νsk

νj

)−1

yjej

оптимальный;
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(iii) при δ < 1(
√

νr)

E(Q, W, IN , δ) =

√
µrδ2 + µq

1− δ2νr

νq
,

а метод

ϕ̂(y) =
∑

j∈Jm

ηj

(
1 +

µq

µrνq − µqνr
νj

)−1

yjej

оптимальный.

Отметим, что при всех δ > 0 за исключением точек 1/
√

νsk
, k = 0, 1, . . . ,m,

оптимальный метод не меняется при достаточно малых изменениях δ и, тем самым,
является устойчивым относительно погрешности задания исходных данных.

Вернемся к задаче оптимального восстановления решения волнового уравнения.
Если f( · ) ∈ Wn

2 ([0, π]), то

f(x) =
∞∑

j=1

aj(f) sin jx,

где
∞∑

j=1

j2na2
j (f) 6 1,

т.е. νj = j2n. Из (2) вытекает, что µj = cos2 jT . В соответствии с введенными
обозначениями

A = max
16j6N

cos2 jT

j2n
=

cos2 pT

p2n
, B = max

j>N

cos2 jT

j2n
=

cos2 qT

q2n
,

r определяется из условия

cos2 rT −Br2n = max
p6j6N

(cos2 jT −Bj2n),

последовательность sk+1 определяется равенствами

cos2 sk+1T − cos2 skT

s2n
k+1 − s2n

k

= max
sk<j6r

cos2 jT − cos2 skT

j2n − s2n
k

, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

где s0 = p, sm = r, а

Jk =
{

j ∈ N ∩ [1, N ] :
cos2 jT

j2n
>

cos2 sk+1T − cos2 skT

s2n
k+1 − s2n

k

}
, k = 0, . . . ,m− 1,

Jm =
{

j ∈ N ∩ [1, N ] :
cos2 jT

j2n
> B

}
.

Из теоремы 1 вытекает

Следствие 1. При B > A для всех δ > 0 оптимальный метод восстановления
волнового уравнения

u(x, T ) ≈ 0,

a для его погрешности справедливо равенство

E(T, Wn
2 ([0, π]), FN

δ ) =
| cos qT |

qn
.
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Если B < A, то
(i) при δ > p−n

E(T, Wn
2 ([0, π]), FN

δ ) =
| cos pT |

pn
,

а метод u(x, T ) ≈ 0 оптимальный;
(ii) при s−n

k+1 6 δ < s−n
k , k = 0, 1, . . . ,m− 1,

E(T, Wn
2 ([0, π]), FN

δ ) =

√
s2n

k+1δ
2 − 1

s2n
k+1 − s2n

k

cos2 skT +
1− δ2s2n

k

s2n
k+1 − s2n

k

cos2 sk+1T ,

а метод

u(x, T ) ≈
∑
j∈Jk

(
1 +

cos2 sk+1T − cos2 skT

s2n
k+1 cos2 skT − s2n

k cos2 sk+1T
j2n

)−1

yj cos jT sin jx

оптимальный;
(iii) при δ < r−n

E(T, Wn
2 ([0, π]), FN

δ ) =

√
δ2 cos2 rT +

1− δ2r2n

q2n
cos2 qT ,

а метод

u(x, T ) ≈
∑

j∈Jm

(
1 +

cos2 qT

q2n cos2 rT − r2n cos2 qT
j2n

)−1

yj cos jT sin jx

оптимальный.

3. Доказательства. Начнем с одного вспомогательного результата, описываю-
щего свойства последовательностей {µsk

} и {νsk
}.

Лемма 1. Последовательности{
µsk

νsk

}
и

{
µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

}
строго монотонно убывают, и при всех 1 6 j < sk

µsk
− µj

νsk
− νj

>
µsk

− µsk−1

νsk
− νsk−1

. (4)

Доказательство. Докажем, что последовательность {µsk
/νsk

} строго монотон-
но убывает. Из определения p следует, что

µp

νp
=

µs0

νs0

>
µsi

νsi

для всех i > 1. В предположении, что

µsk−1

νsk−1

>
µsi

νsi

(5)
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для всех i > k, докажем, что
µsk

νsk

>
µsi

νsi

(6)

для всех i > k + 1. Из определения sk следует, что для всех i > k + 1

µsk
− µsk−1

νsk
− νsk−1

>
µsi

− µsk−1

νsi
− νsk−1

.

Отсюда
µsk

νsi − µsk
νsk−1 − µsk−1νsi > µsiνsk

− µsk−1νsk
− µsiνsk−1 .

Следовательно,

νsk
νsi

(
µsk

νsk

− µsi

νsi

)
> νsi

νsk−1

(
µsk−1

νsk−1

− µsi

νsi

)
− νsk−1νsk

(
µsk−1

νsk−1

− µsk

νsk

)
.

В силу (5) и того, что νsi
> νsk

, имеем

νsk
νsi

(
µsk

νsk

− µsi

νsi

)
> νsk

νsk−1

(
µsk−1

νsk−1

− µsi

νsi

−
µsk−1

νsk−1

+
µsk

νsk

)
= νsk

νsk−1

(
µsk

νsk

− µsi

νsi

)
.

Следовательно, выполнено неравенство (6).
Из выбора последовательности sk следует, что

µsk+1 − µsk−1

νsk+1 − νsk−1

<
µsk

− µsk−1

νsk
− νsk−1

.

Отсюда

µsk+1 − µsk−1 < (µsk
− µsk−1)

νsk+1 − νsk−1

νsk
− νsk−1

.

Тогда

µsk+1 − µsk
= (µsk+1 − µsk−1)− (µsk

− µsk−1)

< (µsk
− µsk−1)

(
νsk+1 − νsk−1

νsk
− νsk−1

− 1
)

= (µsk
− µsk−1)

νsk+1 − νsk

νsk
− νsk−1

.

Следовательно,
µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

<
µsk

− µsk−1

νsk
− νsk−1

.

Для доказательства неравенства (4) покажем сначала, что

µsk
− µj

νsk
− νj

>
µsk

− µsk−1

νsk
− νsk−1

(7)

при sk−1 6 j < sk. Из определения sk вытекает, что

µj − µsk−1

νj − νsk−1

6
µsk

− µsk−1

νsk
− νsk−1

.

Следовательно,

µj 6 µsk−1 + (µsk
− µsk−1)

νj − νsk−1

νsk
− νsk−1

.
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Тем самым,

µsk
− µj > µsk

− µsk−1 − (µsk
− µsk−1)

νj − νsk−1

νsk
− νsk−1

= (µsk
− µsk−1)

νsk
− νj

νsk
− νsk−1

.

Отсюда вытекает (7). Пусть j < sk−1. Заметим сначала, что последовательность
{µsk

} монотонно возрастает. Действительно, если при некотором k µsk−1 > µsk
, то

µsk
− µsk−1

νsk
− νsk−1

< 0,

а в силу монотонного убывания и

µsm
− µsm−1

νsm
− νsm−1

< 0,

т.е. µsm−1 > µsm
= µr. Тогда

µsm−1 −Bνsm−1 > µsm−1 −Bνr > µr −Bνr,

что противоречит определению числа r. Теперь покажем, что для всех i < sk вы-
полнено µi 6 µsk

. Пусть l 6 k и sl−1 < i < sl. Тогда µi 6 µsl
, так как, предположив

противное, получим

µi − µsl−1

νi − νsl−1

>
µsl

− µsl−1

νi − νsl−1

>
µsl

− µsl−1

νsl
− νsl−1

,

что противоречит определению sl. Таким образом, µi 6 µsl
6 µsk

. В силу того, что
j < sk−1, из доказанного вытекает, что µj 6 µsk−1 . Имеем

µsk
− µsk−1 6 µsk

− µj 6 (µsk
− µj)

νsk
− νsk−1

νsk
− νj

,

откуда вытекает (7).

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим экстремальную задачу

∞∑
j=1

µj |xj |2 → max,

N∑
j=1

|xj |2 6 δ2,

∞∑
j=1

νj |xj |2 6 1.

Положим uj = |xj |2, j ∈ N, и перепишем эту задачу так:

∞∑
j=1

µjuj → max,

N∑
j=1

uj 6 δ2,

∞∑
j=1

νjuj 6 1, uj > 0. (8)

Введем функцию Лагранжа для этой задачи:

L (u, λ1, λ2) =
N∑

j=1

(−µj + λ1 + λ2νj)uj +
∞∑

j=N+1

(−µj + λ2νj)uj ,

где u = {uj}j∈N, а λ1, λ2 – множители Лагранжа.
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Из работы [2] (см. также [3]) вытекает, что если найдутся такие λ̂1, λ̂2 > 0, что
для допустимой в задаче (8) последовательности û = {ûj}j∈N выполнены условия

(a) minuj>0 L (u, λ̂1, λ̂2) = L (û, λ̂1, λ̂2),
(b) λ̂1(

∑N
j=1 ûj − δ2) = 0, λ̂2(

∑∞
j=1 νj ûj − 1) = 0,

то û – решение задачи (8), а ее значение равно λ̂1δ
2 + λ̂2. Если при этом для всех

y ∈ lN2 существует решение xy экстремальной задачи

λ̂1∥INx− y∥2lN2 + λ̂2∥x∥2X → min, x ∈ X, (9)

то
E(Q, W, IN , δ) =

√
λ̂1δ2 + λ̂2, (10)

а метод
ϕ̂(y) = Qxy

является оптимальным.
Задача (9) может быть записана в виде

N∑
j=1

(
λ̂1(xj − yj)2 + λ̂2νjx

2
j

)
+ λ̂2

∞∑
j=N+1

νjx
2
j → min, x ∈ X.

Нетрудно убедиться, что при фиксированных λ̂1 и λ̂2 ее решение есть

xy =
N∑

j=1

λ̂1

λ̂1 + λ̂2νj

yjej .

Поэтому достаточно найти λ̂1, λ̂2 > 0 и допустимую в (8) последовательность û =
{ûj}j∈N, для которых будут выполнены условия (a) и (b). При этом метод

ϕ̂(y) =
N∑

j=1

ηj
λ̂1

λ̂1 + λ̂2νj

yjej (11)

будет оптимальным.
Пусть B > A. Положим

λ̂1 = 0, λ̂2 =
µq

νq
, ûq =

1
νq

, ûj = 0, j ̸= q.

Легко проверить, что последовательность {ûj} допустимая, и что выполнены усло-
вия (b). Имеем

L (u, λ̂1, λ̂2) =
∞∑

j=1

(
−µj +

µq

νq
νj

)
uj =

∞∑
j=1

νj

(
µq

νq
− µj

νj

)
uj > 0,

так как
B =

µq

νq
> max

j∈N

µj

νj
= A.

В силу того, что L (û, λ̂1, λ̂2) = 0, условие (a) выполнено.
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Пусть B < A. Начнем со случая (i). Положим

λ̂1 = 0, λ̂2 =
µp

νp
, ûp =

1
νp

, ûj = 0, j ̸= p.

Здесь также легко проверяется, что последовательность {ûj} допустимая и выпол-
нены условия (b). Для этого случая

L (u, λ̂1, λ̂2) =
∞∑

j=1

(
−µj +

µp

νp
νj

)
uj =

∞∑
j=1

νj

(
µp

νp
− µj

νj

)
uj > 0,

так как
µp

νp
= max

j∈N

µj

νj
= A > B = max

j>N

µj

νj
.

Поскольку L (û, λ̂1, λ̂2) = 0, условие (a) выполнено.
Перейдем к случаю (ii). Пусть

1
√

νsk+1

6 δ <
1

√
νsk

. (12)

Положим ûj = 0 при j ̸= sk, sk+1, а ûsk
и ûsk+1 выберем из условия

ûsk
+ ûsk+1 = δ2,

νsk
ûsk

+ νsk+1 ûsk+1 = 1.
(13)

Тогда

ûsk
=

νsk+1δ
2 − 1

νsk+1 − νsk

, ûsk+1 =
1− νsk

δ2

νsk+1 − νsk

.

В силу (12) и (13) последовательность {ûj} допустимая в задаче (8). Положим

λ̂1 = µsk
−

µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

νsk
, λ̂2 =

µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

.

Покажем сначала, что λ̂1, λ̂2 > 0. Имеем

λ̂1 =
µsk

νsk+1 − µsk+1νsk

νsk+1 − νsk

=
νsk

νsk+1

νsk+1 − νsk

(
µsk

νsk

−
µsk+1

νsk+1

)
> 0,

так как по лемме 1 последовательность {µsk
/νsk

} монотонно убывает. Из опреде-
ления r следует, что µr − Bνr > µsm−1 − Bνsm−1 . Тем самым, поскольку sm = r,
имеем

µsm
− µsm−1

νsm
− νsm−1

> B.

Из монотонного убывания последовательности{
µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

}
вытекает, что

λ̂2 > B > 0. (14)
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Из (13) вытекает, что условие (b) выполнено. Докажем, что условие (a) тоже
выполнено. Покажем, что при всех uj > 0

L (u, λ̂1, λ̂2) > 0. (15)

Если j > N , то, учитывая (14), имеем

−µj + λ̂2νj = νj

(
λ̂2 −

µj

νj

)
> νj

(
B − µj

νj

)
> 0.

Если sk 6 j 6 N , то

−µj + λ̂1 + λ̂2νj = (νj − νsk
)
(

µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

− µj − µsk

νj − νsk

)
> 0

в силу определения sk. При 1 6 j < sk, учитывая (4), имеем

−µj + λ̂1 + λ̂2νj = (νsk
− νj)

(
µsk

− µj

νsk
− νj

−
µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

)
> 0.

Тем самым, неравенство (15) доказано, а так как L (û, λ̂1, λ̂2) = 0, то доказано и
выполнение условия (a). Таким образом, подставляя λ̂1 и λ̂2 в (10) и (11), получаем
погрешность оптимального восстановления и оптимальность метода

ϕ(y) =
N∑

j=1

ηj

(
1 +

µsk+1 − µsk

µsk
νsk+1 − µsk+1νsk

νj

)−1

yjej .

Покажем, что метод, в котором суммирование берется не по всем 1 6 j 6 N ,
а лишь из множества Jk, тоже будет оптимальным. Пусть

Jk = {i1, . . . , iÑ}.

Рассмотрим ту же задачу оптимального восстановления, но с информационным опе-
ратором

IJk
x = (xi1 , . . . , xi

Ñ
).

Из леммы 1 вытекает, что при всех j = 0, 1, . . . , k выполнено

µsj

νsj

>
µsj − µsj−1

νsj
− νsj−1

>
µsk+1 − µsk

νsk+1 − νsk

.

Поэтому для нового информационного оператора IJk
последовательность sj , j =

0, 1, . . . , m̃, m̃ > k, останется без изменений. Далее, возможны два случая: m̃ >

k и m̃ = k. Рассмотрим первый из них (второй будет вытекать из аналогичных
рассуждений для случая (iii)). По уже доказанному погрешность оптимального
восстановления в случае, когда

1
√

νsk+1

6 δ <
1

√
νsk

,
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зависит лишь от двух точек (µsk
, νsk

) и (µsk+1 , νsk+1). Поэтому

E(Q, W, IJk
, δ) = E(Q, W, IN , δ),

а метод

ϕ̂(ỹ) =
Ñ∑

j=1

ηij

(
1 +

µsk+1 − µsk

µsk
νsk+1 − µsk+1νsk

νij

)−1

yij
eij

, ỹ = (yi1 , . . . , yi
Ñ

),

оптимальный. Оценим этот метод для случая, когда задан информационный опе-
ратор IN . Пусть x ∈ W , y ∈ lN2 и ∥INx − y∥lN2

6 δ. Тогда и ∥IJk
x − ỹ∥

lÑ2
6 δ. Тем

самым,

∥Q− ϕ̂(y)∥l2 = ∥Q− ϕ̂(ỹ)∥l2 6 E(Q, W, IJk
, δ) = E(Q, W, IN , δ).

Это означает, что метод ϕ̂ является оптимальным и для информационного операто-
ра IN .

В случае (iii) положим

λ̂1 = µr −
µq

νq
νr, λ̂2 =

µq

νq
, ûr = δ2, ûq =

1− δ2νr

νq
, ûj = 0, j ̸= r, q.

Из определения r вытекает, что

λ̂1 > µp −Bνp = νp(A−B) > 0.

Легко убедиться в допустимости последовательности {ûj} и в выполнении усло-
вия (b). Поскольку и здесь L (û, λ̂1, λ̂2) = 0, то для доказательства выполнения
условия (a) остается доказать, что при всех uj > 0 имеет место неравенство (15).
Функция Лагранжа в рассматриваемом случае имеет вид

L (u, λ̂1, λ̂2) =
N∑

j=1

(
−µj + µr −

µq

νq
νr +

µq

νq
νj

)
uj +

∞∑
j=N+1

(
−µj +

µq

νq
νj

)
uj

=
N∑

j=1

((
µr −

µq

νq
νr

)
−

(
µj −

µq

νq
νj

))
uj +

∞∑
j=N+1

νj

(
µq

νq
− µj

νj

)
uj .

Каждое слагаемое в первой сумме неотрицательно в силу определения r, а каждое
слагаемое второй суммы – в силу определения q. Подставляя λ̂1 и λ̂2 в (10) и (11),
получаем погрешность оптимального восстановления и оптимальность метода

ϕ(y) =
N∑

j=1

ηj

(
1 +

µq

µrνq − µqνr
νj

)−1

yjej . (16)

Рассуждения, аналогичные тем, что проводились при доказательстве случая (ii),
показывают, что в методе (16) можно отбросить точки (νj , µj) /∈ Jm. При этом по-
лученный метод тоже будет оптимальным, а число используемых исходных данных,
вообще говоря, сократится.
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