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НЕКОТОРЫЕ УСЛОВНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХГРАФО ; 

Ш. М. А г а д ж а н я н , Г. И. И в ч е н к о 

Предлагается общий подход к исследованию условных распределе­
ний количественных характеристик случайного графа при условии, что 
граф имеет некоторую заданную структуру. С помощью этого подхода 
изучается асимптотическое поведение условных распределений чисел 
компонент фиксированного объема в случайном графе Тпр при п —>• оо 
и р = р(п). 

§ 1. Введение 

При асимптотическом исследовании структуры случайных графов обычно 
ограничиваются рассмотрением таких целочисленных случайных характе­
ристик, распределение которых с ростом числа вершин графа не вырож­
дается в нуле. В то же время могут представлять интерес и «редкие» 
события в случайном графе. Как и в других областях теории вероятностей 
(например, в предельных теоремах для критических ветвящихся процессов), 
для выяснения структуры случайного графа в таких «нетипичных» реали­
зациях можно изучать условные распределения соответствующих характе­
ристик при условии, что произошло «редкое» событие. 

Такой подход развивается в данной работе на примере исследования 
классического случайного графа Тпр (неориентированный граф без парал­
лельных ребер и петель с п занумерованными вершинами, в котором ребро 
между каждой парой вершин существует с вероятностью р=\—q незави­
симо от существования остальных ребер). Именно, обозначим через \хпг 
число компонент объема г в графе Тпру и пусть ¥ означает некоторый тип 
связного графа (дерево, цикл и т. д.). Запись Тпо$¥ будет в дальнейшем 
означать, что все компоненты связности графа Тпр имеют тип ¥ (будем 
в этом случае говорить также, что граф имеет структуру ¥). Мы будем 
интересоваться условным распределением S? (\inr | Tnp £ IF) = J? (jifr) и иссле­
довать его асимптотическое поведение при п—^-оо и р — р{п) для следую­
щих типов связных графов ¥: деревьев (Г), циклов (Z), графов с един­
ственным циклом (#), а также их парных сочетаний, например, ¥ = {Т, Н) 
и т. д. Обозначим 

^ = Р(Г / 2 Я6Л, Ь* = Р(Тпр связен и Тпр£ ¥). 
ер 

Если ап —> 1 при я-^-оо, т. е. структура ¥ является асимптотически 
«типичной» для графа Тпру то асимптотические распределения случайных 
величин (с. в.) \i%r и \хпг совпадают. Изучению структуры «типичных» реа­
лизаций графа Тпр посвящено большое число работ (достаточно полный обзор 
соответствующих результатов можно найти в [1]). В частности, известно, 
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что если /? = г//п, то при # = 0(1) граф Тпр с вероятностью, близкой к 1 при 
я —̂  оо, будет не связен. При этом значение у=1 является критическим 
в том смысле, что при у < 1 и у > 1 асимптотическое строение графа су­
щественно различается. Например, при у < 1 он будет иметь асимптотиче­
ски тип £Г = (Т, Я), т. е. будет представлять собой объединение деревьев 
и компонент с одним циклом. Таким образом, если у < 1, TOJ? (\$irH)~3(№nr)-
Нашей основной задачей будет исследование асимптотического поведения 
распределений 3 (jifr) для «нетипичных» структур W при p — yjn, y = 0(l).. 

§ 2. Точные формулы и производящие функции 
Пусть N (klt . . . , kn) есть число разбиений множества вершин на непе­

ресекающиеся подмножества, содержащих kf подмножеств объема /, kx + 
+ 2k2 + • • • + nkn = п. Тогда 

и совместный закон распределения с. в. fxfj- имеет, очевидно, вид 

/ = 1 

Так как 

(l) 

то из (1), положив af = 1, fcf = 0, получим равенство 

n=0 ki + 2k2+ , . .+nkn = n J~l 

V / = o '• ; 

Из (2), придавая переменным х;- специфические значения, можно получать 
производящие функции для различных конкретных характеристик графа Тпр 
при условии, что Г^£#~. 

Обозначим 

п=0 ' п=0 
Тогда из (2) при лгу-=1 ( / = 1 , 2 , . . . ) находим, что 

A? (v) = ехр {В? (v)}. 
Это соотношение позволяет выразить вероятность а% через контурный инте­
грал от функции ехр{Б^(Ъ)} и применить метод перевала для исследова­
ния асимптотики af при п-^оо. 

Если 
Ф & ( * ) = 2 * Я Р ( [ А £ = /Я), 
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то из (2), положив xr — x, Xj = l, \фг, получим, что 

/1=0 К ) 

Вообще, если 
k 

Л т х mfc
 J /=1 У 

ТО 

/г=0 

(k -(ГЛ г• \ 
^explZixj-Vbfa^z ) !L± + B?(v)\. (4) 

V/ = i у ' J 
/г 

Для изучения общего числа компонент fif = 2 [ifr следует ввести прОИЗВО-
дящую функцию 

и тогда, положив в (2) Xj = x, / = 1 , 2, . . . , получим соотношение 

Ф* (х\ v)^Y*ti(x)(£q ^2)Vir- exp {xB? (v)}. (5) 
/2=0 

Поскольку для вероятности Ь^ имеет место представление 

fcf=Y cjT,^(")"', (6) 

где СЦ/—число графов типа ¥ z n вершинами и / ребрами, то производя­
щие функции (3)—(5) выражаются через числа Cf/, и если для этих чисел 
имеется явное выражение, то формулы (3)—(5) с применением формулы Коши 
я метода перевала дают возможность изучать асимптотическое (при п —* оо) 
поведение с. в. |ifr и jif. 

П р и м е р 1. Пусть ¥ = Т. Тогда по формуле Кэли для числа де-
(") ревьев с п вершинами С^п_г = пп~2 и по формуле (6) ЬТ

п = nn~2{p/q)n *q^ 2 Л 
00 

Обозначая Q(x) = 2u ТТ~хП ФУНК1^ИЮ> являющуюся решением уравнения 

Пой а 
е(х)£-0 (*>=*, | * | < e - \ 

и учитывая формулу Реньи [2] 

£ ^ * » = е(*)—ie»(*)f 
n= l 

находим, что в данном случае 

Отсюда и из (3) 

ФТ(х; 0) = е х р { ( ^ - 1 ) ^ 4 г ( т ) Г + В Г ( и ) } ' ( 8 ) 
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Аналогично конкретизируется в данном случае и совместная производящая 
функция (4). 

П р и м е р 2. Пусть ¥ = Z. В этом случае С ^ ^ ( / г ~ 1 ) ! при п > З г 

Отсюда и из (3) находим, что 

Ф?(х; v) = exp j ( * - l ) l ( - £ ? . ) r + B*(i;)}. (Ю) 

П р и м е р 3. Пусть ¥ = Н—связные графы с единственным циклом. 
У таких графов числа вершин и ребер совпадают, и их число при п^З 
равно [3] 

п 

Сн =А -~У -А и A .-knn-k(n~l)l-^пп — лп— 2 L* ь п1гУ nnk~Kn (n—k)\ ' 

при этом числа Апк удовлетворяют соотношению [2] 

/ п \ 
Отсюда находим, что b% = An( — ) q^ 2 / и 

СО СО 00 

. . . ч <7 , 
п=3 l k-3 n-k 

1п(1-в(^))+в^)+4в'(^) | . (М> - я 
Наконец, 

ФЛ"(ж; У) = е х р . { ( х - 1 ) ^ ( ^ ) Ч ^ ( У ) } . (12> 

Заметим в заключение, что если тип ¥ «сложный», т. е. представляет 
собой объединение нескольких попарно несовместных типов ¥и GF2, . . . : 
eF = (<Fb <F2, • . ), то af[ = 2 af'> ^ = = 2 b f 1 ' » и формула (3) принимает вид 

i t 

Of(x; О) = ПФГ''(-«; у)- (13) 
i 

П р и м е р 4. Пусть ¥ = (Т, Я), тогда из (13) находим, что 
фт> н ( х ; ^ = фг (х; ^ фя ^ . ^ ( 1 4 ) 

где Фг
г(д:; у) дано в (8), а Ф^ (х; у)—в (12). 

§ 3. Асимптотический анализ 

Как уже отмечалось выше, естественный путь асимптотического (пр№ 
п—>оо) анализа распределений характеристик типа |л„г состоит в исполь­
зовании формулы Коши для записи их производящих (или характеристи­
ческих) функций в виде контурного интеграла с последующим применением 
метода перевала. Здесь мы продемонстрируем эту методику на перечислен­
ных выше примерах конкретизации структуры ¥. Ниже мы будем предпо-
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лагать выполняющимися условия 
п~^ оо, р = р(п) —> 0, nplq = c = const > 0. (15) 

Рассмотрим сначала ситуацию, описанную в примере 1. 
Т е о р е м а 1. В асимптотике (15) распределение с. в. \i%r для любого 

фиксированного г ^ 2 асимптотически нормально с параметрами nkr и по2, 
где при с < 1 

Х' = 1Ж-(се~еУ> о* = К-(1-с)г*К, (16) 
а при с> 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим ^„^(и™-—лА,г)/Кштг, и пусть /„(/)— 
ее характеристическая функция. Тогда по формуле Коши 

/»(0 = ^ / 2 ^ ^ с ^ ф г ^ „ )_£_ , (18>, 

где х = еи/Упаг, вид функции Ф^ дается выражениями (7)—(8) и интегри­
рование ведется по любой окружности с центром в нуле и радиусом |а |=С 
^q/(pe). Учитывая свойства функции Q(x) и произведя в (18) замену пере­
менных по формуле z = Q(pv/q), в условиях (15), получим исходное для 
применения метода перевала представление 

М 0 = 4 < Л 2 } (l)ne-itv^rl°rln{t), (19> Г 
ап 

где 
7»W = 2S I ~expU(x-l)^ize-r + n^(z)\dz, 

if (г) = 2 — In z + (z—z2/2)/c. 
Асимптотический анализ интеграла In (t) проводится отдельно для случаев 
с< 1 и с > 1. 

Пусть сначала с < 1. Поскольку i(/(c) = 0, то путь интегрирования выби­
раем в виде z = c-\-iu\Vn, u^R1. В области влияния точки перевала 

/ 1\ гГ~2 / - ^ г ., 1 / - V faA,r ( 1 — с ) / й г . , / 1 Ч 

" ( * - i ) — ( * ? > = ' / K n ^ ~ ^ f ест, r ^ + <>(i), 
лф(2) = / г ( 1 + ^ - In с) — Ь ^ а 2 + о(1); 

поэтому 

— со 

Здесь интеграл равен V2nc(l—с)_1/2ехр{(1—с) (trkr)2/(2o2)}; поэтому окон­
чательно с учетом обозначений (16) получаем, что 

/ . W ~ ( - ^ r ) 1 / , e x p { n ( l + | - l n C ) + itVn^-Ц. (20) 
Подставив (20) в (19), применив формулу Стирлинга и вытекающее из (15) 
соотношение 

?(*Lexp{-£ + 4(l+4W°(l) j , . (21) 
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придем к представлению 

M O — ^ j p e x p { | ( l + £ ) - • £ } • (22) 

Поскольку / я ( 0 ) = 1 , то отсюда, в частности, находим асимптотику вероят­
ности а% того, что граф Тпр будет состоять лишь из деревьев: в усло­
виях (15) при с < 1 

ат _ у 1=£ехр | | (1 + 1 ) | . (23) 

С учетом (23) соотношение (22) доказывает теорему при с< 1. 
Перейдем теперь к рассмотрению случая с > 1. Отличие от предыдущего 

случая состоит здесь в выборе пути интегрирования: теперь мы его выбе­
рем состоящим из отрезка вертикальной прямой z=l—x\Vn, R e x = l , 
заключенного внутри единичного круга, и большой дуги единичной окруж­
ности. Основной вклад в значение интервала In{t) при п—+оо вносит пря­
молинейный участок контура, при этом вблизи точки z=\ 

1—z х ( % . ^ 
г у п \1 "Г у п V". 

exp \n(x— l)r-^(ze-zy\ = exp{itVnk~r—t2/2}(l — ir№Vkjn + 0(l/n)), 

e . * W = e x p { » ( l + i ) + ^ - x . } ( l + ^ + 0 ( 1 ) ) . 

•Отсюда получаем, что 
Jn{t) ~exp {itVr&r—^ + n (l +±}} 

/ Х 
1 4 loo 

=5 I (x+fii-irt%3V ^+wi) 
c-i 

Так как при нечетных & 
1 +100 с— 1 l+ i 'oo с _ х 

Г т * £ ~ т 2 ^ т = о, f [т2 + - у ^ ^ " т 2 Л = ^К*2я^3/2(^—1)"5/2 

1 - i ' o o 

то окончательно 

!"{t) ~ Сг'Ут£т% 6 Х Р {иУ»Ьг-т + « О + J r ) } • (2*) 
Подставив (24) в (19) и воспользовавшись формулой Стирлинга и соотно­
шением (21), получим представление 

f (Л ехр{я(1пс+1/(2с)-с/2)+с(1 + с/2)/2-*»/2} 
/ n W ~ aUcd-1/c)^ ' ( 2 5 ) 

как доказывающее утверждение теоремы, так одновременно дающее и асимп­
тотику вероятности ат

п при с > 1: 
„т ехр{в(1пс+1/(2с)-с/2)+с(1+с/2)/2} , „„ 
йп пс(1-Щ>» ' ( 2 6 ) 

Подчеркнем, что если при с < 1 вероятность а£ имеет при п —->оо положи­
тельный предел (см. (23)), то, как следует из (26), при с > 1 она экспо­
ненциально убывает (значение с=\—критическое в асимптотике (15) для 
графа Тпр). 

З а м е ч а н и е . Используя соотношение (4), нетрудно также убедиться 
ш том, что с в . т}пГ1, . . . , r\nrk совместно асимптотически нормальны, при 
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этом при с < 1 их асимптотические корреляции равны 

J s 

а при с > 1 они асимптотически независимы. 
Совершенно аналогично, отправляясь от соотношения (5), можно пока­

зать, что в асимптотике (15) общее число компонент \х% асимптотически 
нормально о№(пХ,по2), где Я=1—с/2, о2 = с/2 при с<\ и ,k = o2=l/(2c) 
при с > 1 [4]. 

Следующее утверждение говорит о наличии в графе гигантских де­
ревьев. 

Т е о р е м а 2. Если в (15) параметр с < 1, т о при г = г(п) = 
= И In я — у In In/г ] / a \-\-k, гдг ос = с—1 — In с, [•] — целая часть и /г = 0, 
± 1 , ± 2 , . . ., распределение с. в. \i%r аппроксимируется распределением Пу­
ассона с параметром 

К = К (п) •• сУ~2л 

где гп—дробная часть числа ( I n n — y l n l n n j / a ; если же с > 1 , то при 
г = [а/г2/б], где а>0—произвольное действительное число, распределение 
с. в. \i£r сходится к распределению Пуассона с параметром Х2 = (саъ!2У 2л)~г-

Доказательство теоремы повторяет ход рассуждений при доказательстве 
теоремы 1, если учесть, что при с < 1 

пг-^(се-су = К + о(1)у 

а при с > 1 
n ^ e ' r = Ki + o(l). 

Рассмотрим теперь вопрос о циклах (ситуация примера 2). Здесь имеет -
место следующее утверждение. 

Т е о р е м а 3. Если п~+оо, то распределение св. \ь?гг (г^З) сходится 
к распределению Пуассона с параметром Xr=l/(2r). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (9), (10) находим, что 

^r(x) = ^q
i")(f)nJn(x), (27)1 

где 
'»<*> = 5Й I e x p { ( * - l ) ^ + l [ - l n ( l - z ) - z - f j } ^ . 

|г / = р< 1 

Оценим интеграл Jn(x). Для этого выберем в качестве контура интегри^ 
рования границу круга [z|<;a, a > 1, с радиальным разрезом (1, а). Таким 
образом, интеграл складывается из трех частей: интеграла по окружности 
\z\ = a, интеграла по верхнему берегу разреза (1, а) и интеграла по ниж­
нему берегу этого разреза. 

Выберем для функции —In (1—г) ту ветвь, которая положительна при 
0 < z < 1. Тогда при z> 1 функция —In (1—z) имеет вид —In (z— 1) — i arg (1—z); 
поэтому на верхнем берегу разреза —In (1—z) = — ln(z—1) + /я, а на 
нижнем берегу —In (1—z) = —ln(z—1)—in. 

Далее, интеграл по окружности | z | = a при больших а есть величина 
О (а~п); поэтому 

eim_e-tW r
Qexp{(x-l)M/--|-(l + £)} 

y"W = 535 j — L y—izn+i adz+0{cr*) 

file:///-/-k
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или, после замены z=l+t/n, 

р - З / 4 <«-!>» ехР{(^-1)^(1+4-)Г-24(2 + 2У} 
/ ( * ) = . * . Г L ^ 11—f!± 2JLLL_dt + 0{a-n) 

( * - l ) V - 3 / 4 p 1 
/ ._ / -1 /2в - 'Л = - 7 4 = ^ - 1 ) ^ - 8 / * . (28) 

я "К /г J К ля 

Из (27), (28) при # = 1 и с учетом (21) получаем асимптотику чисел а„: 

»"~w'GHfr~^4-»(1+T-4+T(>+i)-f}. 
из которой следует, что вероятность получения структуры f = Z в графе 
Тпр в условиях (15) экспоненциально мала. 

Объединяя полученные оценки, получаем равенство 
lim Фяг W = eA",(Jf~1)» 

что и требовалось. 
З а м е ч а н и е . На этом же пути, используя соотношение (4), легко 

также получить, что для разных г с. в. \i%r асимптотически независимы. 
Что касается общего числа компонент jif, то, используя соотношение 

(5), аналогично теореме 3 можно показать, что эта с. в. при п—+оо асимп­
тотически нормальна Ж (у In я, -jinn) [4]. 

Аналогично, исходя из (11), (12), (4), (5), доказывается 
Т е о р е м а 4. При п —+• оо распределение с. в. \х„г (г^З) сходится к 

распределению Пуассона с параметром kr = Are~r/r\9 где числа Аг опре­
делены в примере 3, при этом для разных г с. в. ^ асимптотически неза­
висимы; общее же число компонент \i% асимптотически нормально 
оН* (j-lnny-j\nn 

В заключение отметим, что рассмотрение «сложных» структур типа 
указанных в примере 4 проводится по той же схеме. Так, основываясь на 
(14), аналогично доказательству теорем 1 и 2 можно убедиться в том, что 
асимптотически (в условиях этих теорем) с в . |х£;я распределены так же, 
как и с. в. [х£г. 
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