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КАЖДОЕ РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМОЕ РАСШИРЕНИЕ 

ТЕОРИИ ЛИНЕЙНОГО ПОРЯДКА 

ИМЕЕТ КОНСТРУКТИВНУЮ М О Д Е Л Ь 

М Г . П Е Р Е Т Я Т Ь К И Н 

Известно, что не каждая непротиворечивая теория, даже среди ко­

нечно-аксиоматизируемых, имеет конструктивную модель. В связи с этим 

представляет интерес задача нахождения условий, достаточных для того, 

чтобы теория имела конструктивную модель. Таким условием, например, 

будет следующее: 

A. Т е о р и я Т и м е е т р а з р е ш и м о е р а с ­

ш и р е н и е . 

Интересное условие такого сорта найдено в C 5 J , его суть в следу­

ющем: 

B. Т е о р и я Т а к с и о м а т и з и р у е м а р е -

к ' у р с и в н о - п е р е ч и с л и м о й с о в о к у п н о с т ь ю 

ф о р м у л К р о м а б е з р а в е н с т в а . 

Данная работа посвящена доказательству того, что следующее у с ­

ловие также достаточно для того, чтобы теория имела конструктивную 

модель. 

C. Т е о р и я 7* я в л я е т с я р е к у р с и в н о - п е ­

р е ч и с л и м ы м р а с ш и р е н и е м т е о р и и л и -

н е й н о г о п о р я д к а с к о н е ч н ы м ч и с л о м 

д о п о л н и т е л ь н ы х о д н о м е с т н ы х п р е д и 

к а т о в в с и г н а т у р е . 

Отметим, что существует наследственно неразрешимая рекурсивно-

перечислимая теория, расширяющая теорию линейного порядка, без допол­

нительных одноместных предикатов в сигнатуре. Так что существуют тео­

рии, имеющие свойство С, но без свойств А , В. 



ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 L l J . Частично' упорядоченное множество Л/ на­

зывается тесным, если каждая последовательность | ^ ; } ^ £ а ; элементов 

М содержит возрастающую ( не обязательно строго возрастающую) 

подпоследовательность. 

Обозначим через множество всех слов алфавита . 

. . . , / z j , упорядоченное следующим образом. Если Щ,Ы^ £ Wn , то иГ^ 

4г иГ^ тогда и только тогда, когда Щ получается из вычеркива -

нием некоторых букв. 

В работе С 1И доказано, что - тесное частично упорядоченное 

множество. Из этой работы нам понадобится еще результат о том, что 

прямое произведение двух, а следовательно, и любого конечного числа 

тесных частично упорядоченных множеств тесно. Так что частично упоря­

доченное множество \Л/ Л = W ^ * Wn

x . . . х W r t (/71 сомножите -

лей) тесно. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть V - частично упорядоченное множест­

во. Подмножество F^M назовем фильтром, если Щ £ F, Wj4?U£ ==> 

=^t£T 6 .^ . Множество В £ М назовем базисом фильтра F , если В 

состоит из попарно-несравнимых элементов и UT& F4=P 3tf€.B {W^UJ). 

Следующая лемма в несколько иной формулировке имеется в С 13 

( там рассматривается не множество F , а его дополнение). 

ЛЕММА 1. П у с т ь Л / - т е с н о е ч а с т и ч н о 

у п о р я д о ч е н н о е м н о ж е с т в о . Т о г д а к а ж ­

д ы й ф и л ь т р FЯкМ и м е е т к о н е ч н ы й б а 
з и с. 

Теорией здесь и в дальнейшем будем называть непротиворечивое 
множество, предложений некоторой сигнатуры, замкнутое относительно л о ­
гических следствий. 

Наша цель - доказать следующую теорему. 

Т с О Р Е М А . П у с т ь Г - п р о и з в о л ь н а я р е к у р ­

с и в н о — п е р е ч и с л и м а я т е о р и я с и г н а т у ¬ 

Р ы 6 = < " , < , ^ f ^ , . . . | ^ я ) . р а с ш и р я ю щ а я т е о 

' р и ю 7j л и н е й н о г о п о р я д к а с и г н а т у р ы 

$ 0=* <«= . Т о г д а Т и м е е т к о н с т р у к т и в 

н у ю м о д е л ь . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Всюду далее теория Т фиксирована. Будем 

предполагать, что эта теория не имеет конечных моделей, потому что в 



противном случае утверждение теоремы тривиально. Легко покгзать( вве­

дя 2 " новых одноместных предикатов взамен П старых), что в общем 

случае теорема сводится к частному случаю, когда 7* содержит выска­

зывание 

[ A V * ( Я - ( е е ) — - 1 * . ( « ) ) ] & [fa fin(tc))\ . 

Поэтому будем предполагать, что это высказывание принадлежит теории 

Г . 
Пусть Т - подмножество Т , состоящее из формул, заданных пнер 

в предваренной нормальной форме. Очевидно, что 'nMlp ~ рекурсивно-пе­

речислимая система аксиом теории Г . Для каждой формулы ^Р^-^пит 

через <р обозначим эрбранову форму высказывания <р И 4 J. Пусть 

/О ' ft > ' ' * ' / * > • ' ' " с п и с о к всех функциональных символов для все¬ 

возможных таких <р . Предполагаем, что по формуле f £ ^~пнр и н о 

вхождению квантора Э' в эту формулу эффективно находится S . такое, 

что ^ служит для замены именно этого квантора. В частности, 

функция А/ ! Я-Ы = общерекурсивна. Обозначим 

б*= <-.<,*>;.-. К, сс,... с •••> • 
Обозначим через Т* теорию сигнатуры б* , множеством аксиом кото -

рой служит | у> £ Т~пц(р1 ' Очевидно, ч т о 7~ рекурсивно-перечисли­

мая теория,и ограничение Т до сигнатуры б есть в точности Т , 

Мы будем строить модель. #32 = КМ, б*У теории Г * . Основным 

множеством модели ffl/ будет М»» \й0, Q } , , • • • ', S< и)} . 

Отношение равенства на М естественное: й-= (2- < « = > С=-1 В 

качестве нумерации ^: Н—*-М возьмем отображение, определенное следую­

щим образом: V (9) = й^. 

Предикаты и функции сигнатуры б будут определяться на М по 

шагам. После шага t предикаты <,/?},&2, > • . , &пУ будут определе­

ны на конечном множестве А^— ^Q0,Of,.. . w ^ ^ ; } • ^ этот момент пре­

дикат < будет задавать линейный порядок на , а предикаты ^ , 

Rn будут определять разбиение множества Д/^ на IZ непе­

ресекающихся множеств. При этом будут выполняться условия: 

i . M 0 £ A / , £ A f 2 £ . . . s.MtsMt+{ s ... 
2 . \ M t \ > t. 

Предикаты на будут продолжениями соответствующих предикатов на 



Mi 

В отличие от предикатов, сколемовские функции^ , ff,,.,f^ , ... 

будут функциями проб и ошибок. Это означает, что значение функции 

ft (flu>а/>''"' ^1 ) н е 0 П Р е Д е л я е т с я Р а з и навсегда в некоторый момент, 

а меняется от шага к шагу, всегда оставаясь определенным. Так, в м о ­

мент i, — Q значением каждой функции будет QB . В дальнейшем этс зна­

чение может несколько раз измениться, но всегда существует момент tg} 

зависящий от S,of,^ , , . . , ^ , такой, что, начиная с этого момента, зна ­

чение функции •f,(u.lOn,...,Qt) остается одним и тем же. Это послед¬ 

нее значение и будет, по определению, значением функции в модели в№ . 

Так что, вообще говоря, сколемовские функции не рекурсивны в нумера­

ции V 

Процесс построения будет таким, что будет выполняться условие. 

3. В каждый момент t значения всех функций принадлежат мно­

жеству 

Прежде чем перейти непосредственно к процессу построения модели, 

опишем термины и понятия, используемые при этом. 

а) Ф у н к ц и и у р о в н я ^ « К ним, по определению, от -

носятся все выражения вида ^ (о^ , , ,.,,0^ ) , для которых 

m a a j j / } - S. 
б ) Т е р м ы у р о в н е й 0+S • (Выражение O-i-S читается: 

*от 0 до S ".) К ним, по определению, относятся следующие термы 
it 

сигнатуры б : переменные Я ^ , : Г ; , , . . , С С ^ , а также термы, п о л у ч е н ­

ные однократной подстановкой этих переменных в символы функций 

fo,ft,'",'fs ' Т е Р м ы У Р о в н е й O-T-S будем обозначать vf,..., $J(Sy 

в) Ф о р м у л а , о п и с ы в а ю щ а я р а с п о л о -

ж е н и е т е р м о в ' у р о в н е й 0-i- S • Так будем назы -

вать всякую формулу Ф (сг0,Х , . , которая является некоторой 
$ s s S 

конъюнкцией формул вида £j , < €р и описывает линейный 

порядок на множестве всех термов уровней O-i-S . При этом требуется 

лишь выполнение условия: термы S C 0 , U ? r , . . . , ЗС^ расположены в р а з ­

ных классах равных элементов в этом порядке. 

г ) Ф о р м у л а , о п и с ы в а ю щ а я р а с п о л о 

ж е н и е т е р м о в у р о в н е й O-t-S в м о д е л и 

в м о м е н т t . (При условии S^t ) . Та.с будем называть ту 

из формул вида, описанного выше, которая истинна в этот момент в мо-



.••ели при интерпретации £Г, в й • , ь= О, •),..., S. 

п) Ф - п р е д с т а в и т е л и . Пусть Ф - формула вида 

в ) . Ф - представителями назовем совокупность 3)i32 , . . . ,Jm тер­

мов уровней O-i-S , содержащую в точности по одному терму из каждого 

класса равных элементов в линейном порядке, который описывает Ф 

При этом J7 < J < ...<Jm и т зависит от Ф . 

е ) Ф и л ь т р п р о т и в о р е ч и й а п я Ф . Пусть 

Ф [Яд,Xf,..., &s ) - произвольная формула, которая описывает расположе­

ние термов уровней 0 S , ч 32 , , . , , £ т - Ф -представители. Фильтром 

противоречий для Ф назовем множество F'(Ф) £ Wn ( ft- число о д ­

номестных предикатов), которое определено следующим образом. 

Пусть UT = (Х1<х^}..осс - произвольное слово алфавита А = {-/,2,..., л } . 

Для 1= 0, • / , . • •> гп обозначим 

причем при 1= 0 в этой формуле не пишется J^ , а при i=m не пи -

шется j^f . 

Пусть цГ^ , й= 0 , г п , - произвольная т+/ -членная последова -

тельность слов алфавита А , тогда, по определению, 

{и)0, ^ - м ^ е / Ч Ф ^ ^ л ^ 

Нетрудно заметить, что так определенное множество дейст-
тч 

вительно является фильтром частично упорядоченного множества . 

ж) П р о т и в о р е ч и е у р о в н я , ? . Рассматриваем 

момент t построения модели, такой, что 84 6 . Пусть Ф fjC,^ J^J -

формула, которая описывает расположение термов уровней 0+S в моде­

ли в момент {, . Пусть i^,...,3m - Ф -представители, a Jy,_̂  ... 
. . . , J m - их значения при интерпретации Т- в . Обозначим через 

Q множгство элементов из М^. , меньших J; , Q^ , 6=^,2 

...,/77—/ - множество элементов из , расположенных между 3 ̂  и 3^ . 
Qm - множество элементов из , больших Jm . 

Обозначим через U5^ , 0= О, т. , слово алфавита А длины 

t У которого на J - м месте стоит ос , если на J - м э л е м е н ­

те из множества истинен предикат R^ . Скажем, что в этот момент 

имеется противоречие на уровне S . если 

{ur0,ur„...,urm) е Р(Ф) • ( 2 ) 



з) ^ / - п р о т и в о р е ч и е у р о в н я ^ . Понятие про -

тиворечия уровня S . рассмотренное е предыдущем пункте, не является, 

вообще говоря, эффективным, т .е . может не существовать алгоритм, к о ­

торый по данному S и по данному расположению термов уровней O-i-S 

во множестве Мj. дает ответ на вопрос: имеется ли противоречие на 

уровне S ? Понятие £ -противоречия уровня S в некотором смысле 

аппроксимирует понятие противоречия уровня S i являясь в то же время 

эффективно заданным. Его суть в следующем. 

Очевидно, что множества F (Ф) для всевозможных Ф равномер­

но рекурсивно-перечислимы. Пусть мы имеем некоторый эффективный 

процесс, который перечисляет элементы всевозможных множеств F(Ф) . 

Пусть G {Ф) - конечное подмножество F(Ф) , вычисленное к момен­

ту t > и пусть В [Ф) - множество всех минимальных элементов 

вЪ{Ф) . Обозначим через F фильтр, для которого 3 (Ф) слу ­

жит базисом. Очевидно, что 

причём существует момент £ п , зависящий от Ф , такой, что j;& 

=> F (Ф) = F [Ф] . Это в точности тот момент, когда в Q (Ф) по­

падут все элементы базиса фильтра F[Ф) , который существует и ко -

нечен по лемме 1. 

Чтобы определить понятие t -противоречия уровня S , нужно 

буквально повторить предыдущий пункт, внеся лишь одно изменение: вме­

сто условия ( 2 ) нужно потребовать выполнение условия 

(иГ0,игг,...,игт)ер'(Ф). Г»> 

Отметим, что понятие £-противоречия уровня J зависит от спосо­

ба перечисления множестве (Ф) • Мы выберем и зафиксируем какой-ни­

будь один из таких способов. 

Имеет место 

ЛЕММА. 2. Д л я к а ж д о г о S с у щ е с т в у е т 

м о м е н т t0

 = £ (S) . т а к о й , ч т о д л я к а ж д о ­

г о £ 9 tQ п о н я т и я п р о т и в о р е ч и я у р о в н я 

S и f - п р о т и в о р е ч и я у р о в н я в с о в -

п а д а ю т . 

Это следует из того, что формут, описывающих расположение тер-



мов уровней Q-i-S , конечное число. 

и) Д о п у с т и м а я <$ - м о д е л ь . Так мы будем наэы -

вать всякую б -модель, которая изоморфно вкладывается в подходящую 

модель теории Т 

Каждой конечной модели $71= < М, 6} поставим в соответствие 

слово ЦТ алфавита А длины IMI , у которого на J - м месте стоит 

оС , если на j - м элементе модели истинен предикат R^ . 

ЛЕММА 3. М н о ж е с т в о с л о в 0 £ КГ . с о о т -

в е т с т в у ю щ и х д о п у с т и м ы м к о н е ч н ы м 

б - м о д е л я м , р е к у р с и в н о . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, что F= ^ \ <0 - фильтр. По лемме 

1, F имеет конечный базис. Тогда F , а следовательно, и £ ) - ре-

курсивнвге множества 

Теперь у нас есть все необходимые понятия, и мы приступаем не­

посредственно к описанию процесса построения модели. 

Построение модели 

ШАГ Ь = 0 • М д — > предикаты на Мд определяем так, чтобы 

получилась допустимая б - м о д е л ь , все функции тождественно равны CL0 . 

Пусть шаг {,—/ уже проделан. Обозначим через Sg (£) наименьшее 

S^£~ 1 , такое, что на уровне S имеется £ -противоречие. Если 

такого S нет, то Sg(£) считаем равным t 

ШАГ £ >0 . Состоит из двух полушагов. Если Sg{t)=£ , то первый 

полушаг пропускаем. 

1-й п о л у ш а г . Проверяем, возможно ли переопределить 

функции уровня S0 [£) и расширить предикаты на значения этих функ -

ций, выходящие за пределы М т а к , чтобы 

1) полученная б -модель была допустимой, 

2) исчезло t -противоречие на уровне Sд(£) , 

3) не возникли £ -противоречия на уровнях, меньших Sq {£) 

Далее поступаем в зависимости от того, возможно это или нет. 

а) Возможно. Пусть ^ - наименьшее число требуемых для этого 

новых элементов, а / I - наибольший номер элементов М^_^ . П о л а г а ­

ем = M^_^U {&п.-н >'-->^/j+2 j • Продолжаем предикаты с на 

М^ , а также переопределяем функции уровня Sg (i) , приписывая им 

значения из так, чтобы выполнялись все три условия, приведенные 



выше-. Ни этом 1-й полушаг закончен. 

) Невозможно. Полагаем Л / / = , на этом 1-й полушаг за-
кончен 

2-й п о л у ш а г . Если в результате первого полушага =f~-

Ф-М±-]> т о полагаем М^—, на этом шаг t закончен. Если -
а M^_j , то пусть п. - наибольший номер элементов • Полегаем 

М^= U [ Ф Л + ^ ] • Все значения функций сохраняем, продолжаем 

предикаты с на так, чтобы 

1) полученная б -модель была допустимой, 

2) Sa {t "Т" • / ) приняло наибольшее возможное значение. 

На этом ШАГ £ ЗАКОНЧЕН. 

Теперь, когда процесс построения модели 7TV описан, наша цель 

показать, что он отвечает всем нашим требованиям. 

Условия 1, 2, 3 выполняются очевидным образом. 

Покажем, что каждая функция ^ (а,^ , 0^ , . , . , CL^ ) действительно 

стабилизируется, начиная с некоторого момента. Так как в момент t 

могут меняться лишь функции уровня S0 [£) , то для этого достаточно 

показать, что для каждого S существует момент £^ > такой, что 

i*-6g S0U)^S. ( 4 ) 

В качестве £д можно взять 0 . Предположим, что £^ , удовлет 

вовяющее условию ( 4 ) , уже выбрано. Положим 

где £ (S) - функция из леммы 2. 

Предположим, что Sg(£^t ~ i) = S • Это означает, что к моменту 

£ = £ s + i — / на уровнях О, j,...,S-J и е т противоречий, а на уровне 

S имеется противоречие. Тогда на шаге £ — £ ^ ~ / в течение пер­

вого полушага выполнится а ) , иначе теория Т* имела бы лишь конеч -

ные модели ограниченной мощности. В результате Sg ^ + / 

Теперь на уровнях О, 3 нет противоречии. Поэтому обеспечена 

возможность продолжать предикаты на все вновь вводимые элементы, 

не образуя протиьорэчий на уровнях 0,i,...,S • Тогда в каждый п о ­

следующий момент £ как в результате 1-го полушага, так и в резуль­

тате 2-го полушага функция S0{£) не опустится ниже 

Если S0 . т о уже к моменту £ — £ - •/ на 



уровнях 0, нет противоречий. Тогда и в каждый последующий мо­

мент t будет S0(i)^-S+1 • / 

Так как каждое конечное обеднение каждой конечной подмодели 

£ vol не противоречит / и эта теория универсальноакоиоматизируема , 

то dTfl - модель теории Г . Если через HTSb обозначить <5 -обедне -

ние модели 7Т1 , то [?1Ъ , VJ - конструктивная моя>злд теории 7" . Т е ­

орема доказана. 
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