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Приводится решение задачи о нахождении асимптотики 
числа решений системы неравенств 

II || < q~*l (г = 1,..., п), ^ > О, 

а = = 3 г = 1 а г < с ( а 1 ап>' Q=h-..,N, 

в предположении, что для вещественных чисел а 1 5 ап, начи­
ная с некоторого Q = max ( q t , . . . , q n ) , выполняется условие 

l|atf. + ... + V i n l l > ^ T r 

с любым вещественным А, > 0. Библ. 9 назв.5 

Пусть / (х) — положительная убывающая функция, 
оо r»N 

/ (х) < 1, ряд 2 П = 1 / (га) расходится , Т (7V) =)г f (ос) d r . 

Обозначим через X (N) число решений неравенства 

! < * ? ! < / ( я ) , я = I , - . . , 

где а — вещественное число, a || щ|| есть расстояние ад 
до ближайшего целого . Шмидт [1] и Эрдёш [2] показали, 
что X (N) = Y (N) + о ( ¥ ( # ) ) для почти всех а. 

Представляет интерес получение подобного рода асим­
птотики для конкретных оь, скажем, У2, е, я и т. д. Реше­
нию таких задач, а также их обобщений на случай систем 
неравенства посвящены [ 3 ] , [ 4 ] , [ 2 ] , [5J. 

Ленг в [3] ввел понятие типа числа, которое было о б о б ­
щено Адамсом.в . [6 ] на случай системы чисел. 
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Пусть а п — веществейные числа. Скажем, чтб 
a l 7 . . . , а п имеют тип g (Q), если для всех достаточно боль­
ших Q = m a x (gx,..., g n ) 

| a i g i + . . e + c ^ g n ( > _ ! _ . 

В дальнейшем мы будем рассматривать функции 
g (я) только вида хх, X ^ О — вещественное число . 

Из результатов Хинчина [7] следует, что почти все си­
стемы чисел ( с ^ , . . . , ап) имеют тип log 1 + £ х, однако до сих 
п о р мы знаем очень мало представителей такого типа. Е с ­
ли о системе чисел известно, что она имеет тип ж \ то метод 

п 4 - 1 
Ленга для X = 1, п ^> 1 и метод Адамса при X ̂ > п ^ 
не дают никаких результатов, так как при указанных зна­
чениях X остаток поглощает главный член. Например , 
метод Ленга не дает асимптотики числа решений неравенств 

< / (q) ни для какой убывающей функции fix), 
так как о я пока известно [8 ] , что я — число типа я 4 1 . 

В настоящей работе , развивая идею Спринджука [ 4 ] , 
мы получаем результат, дающий асимптотику числа ре­
шений для систем чисел типа д ^ , Х^О — л ю б о е вещест­
венное число . В частности, мы показываем, что число ре­
шений неравенств \\nq\\ < q~G, О < о < 1 /42, q = 1 , . . . , iV, 
асимптотически равно 

Пусть [а±1 рх)... [ a n , (Зп) — некоторый параллелепипед 
в /г-мерном единичном к у б е . Скажем, что система векторов 
аа — (а(

д

1}, с4?г)) обладает свойством (^4), если для числа 
М (N) векторов aq таких , что 

4 * } е [ а ь РО (* = 1 , . . . , ю), 

асимптотически справедливо равенство 

М (iV) = (рх - ai)...(pn — ап) + О (№), 
О < \х < 1, 

где [ I не зависит от iV. 
Связь понятия типа с условием (А) показывает 
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Л Е М М А . Пусть вещественные числа а х , . . м а п имеют 
Шип хх, X ^ 0. Тогда для системы векторов 

aq = (2\\a1ql...l 2\\anq\\) 

1 
выполняется условие (А) с |i = 1 — ^ ^_ п . 

Доказательство леммы без труда проводится методом 
«стаканчиков» Виноградова ([9], с тр . 260) . Из леммы вид­
на большая общность у с л о в и я (А) по сравнению с поня­
тием типа. 

Мы доказываем две теоремы. 
Т Е О Р Е М А 1. Пусть вещественные числа а ь . . . , а п 

имеют тип хх, X ^> 0. X (N) — число решений неравенств 

К ? I K ? " 0 * (i = i , . . . , п ) , 

Ъ > 0, О = о4 < + п ) , q = i , . . . , N . 

Тогда при i V - > со 

X (TV) = j ~ N1-* + О (Nx+n+1). 

Т Е О Р Е М А 2. Пусть система векторов aq удовлетворя­
ет условию (А), 

где ft (х) ^ 1 и убывают, х/ы (х) возрастает, а со(х)/х' х 

возрастает неограниченно для достаточно больших х„ 
Обозначим через X (N) число векторов аа, для которых aq

l) < 
<С ft (q) (i = 1,..., n), q = 1,..., iV. Гогда тг/ж iV - > oo 

В силу леммы ясно , что теорема 1 является частным слу­
чаем теоремы 2 при п = 1, / (ж)*= |х = 1 — + 1)-

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Обозначим 
через A,m (N) число векторов аг = (осР } , . . . , ос ( / п ) ) , для к о ­
торых 

^ < f i (0 (* = 1,. . . ,л), / = Л Г - 7 7 1 + 1,...,ЛГ, 
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/ ДГ2 \1/(2-1Х) „ 
г д е т ~ V © W / * у с т ь т е п е Р ь ^ W и *™ — 
число векторов аг, для к о т о р ы х а ; 0 < ( 0 с t, равным 
N — т ж N соответственно. Так как 

ft (N) < Л (/) < / « W - гп) 

для I [ЛГ — т + 1, ЛП, то 

откуда 

^ (#) = Кг (N) + е (N) - х- (ло), 
где |6 | < 1. Заметим, что Xtn (N) и %т (N) есть число век­
т о р о в а\, принадлежащих параллелепипедам 

[О, U(N - т ) ) . . . [0,fn(N-m)) 
и 

[ ( Ш Л О ) . . . [ ( ) , / „ ( # ) ) • 

соответственно. В силу условия (Л) 

= m/^TV - т).. . fn(N - /и) + 0(mH) = 
= mxY {N — m) + 0 (m% 

Kn (N) = mf1 (N)... fn (N) + О (m*) = mW (N) + О (m*)9 

откуда 

%m (N) = mW (N) + О [m ( ¥ (N - m) - ¥ (N)) + m H . 

Покажем, что m [W (N — m) —4 (N)] есть величина п о ­
рядка гФ. о (х) — функция возрастающая, поэтому 
(o(iV — m) <1 со (iV); для достаточно больших N, как не­
трудно убеджться, < и, значит, # — /и > , 

О < m РГ(ЛГ - ш) - Т(УУ)] < m ^ ( i V ) ~ т ) ш W = 
— iV-TV 

Теперь заметим, что 

w У (TV) < Т (ж) d.* < mxF (N ~~ m) 
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Последнее неравенство имеет место ввиду того, что функ­

ция-^-—^у- монотонно возрастает. Теперь легко получаем 

Повторяя проведенные рассуждения с N — т вместо N 
и т. д . , а затем складывая полученные равенства, получим 
требуемое . 

В ы р а ж а ю и с к р е н н ю ю признательность профессору 
В . Г . Спринджуку за постановку задачи и постоянное 
внимание к работе . 
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