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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

V� G� Qirski�

OBOBWENIE PON�TI�

GLOBAL�NOGO SOOTNOXENI�

�� Vvedenie i formulirovki rezul�tatov

Rabota posv�wena primeneni� modifikacii metoda Zigel��
Xidlovskogo v teorii transcendentnyh qisel ��� k issledova�
ni� arifmetiqeskih svo	stv r�dov v nearhimedovski normiro�
vannyh oblast�h
 V ���� godu 

 Bombieri v rabote ��� rassmo�
trel pon�tie global�nogo sootnoxeni�
 Vved�m neskol�ko obo�
znaqeni	� neobhodimyh v dal�ne	xem
 Pust� K � pole koneq�
no	 stepeni � nad polem Q racional�nyh qisel
 Pust� Qp � po�
le p�adiqeskih qisel� pust� v � normirovanie� prodol�a�wee
p�adiqeskoe normirovanie v poleK �oboznaqaem �to vjp� i pust�
Kv � sootvetstvu�wee popolnenie pol� K
 Mno�estvo nearhi�
medovyh normirovani	 pol� K oboznaqaem V�
 Tak�e oboznaqim
�v � �Kv � Qp�
 Pust� � � K
 Pust� fi�z� � formal�nye stepen�
nye r�dy s ko�fficientami iz pol� K
 Pust� P �x�� � � � � xm� �
otliqny	 ot to�destvennogo nul� mnogoqlen s ko�fficientami
iz pol� K


Opredelenie �� Sootnoxenie

P �f����� � � � � fm���� � �

nazyvaets� global�nym� esli ono vypoln�ets� vo vseh pol�h Kv � v
kotoryh shod�ts� vse r�dy f����� � � � � fm����

Opredelenie �� Global�noe sootnoxenie nazyvaets� trivial��
nym� esli ono poluqaets� v rezul�tate podstanovki z � � v to�
�destvennoe po z ravenstvo

eP �f��z�� � � � � fm�z�� � ��

gde eP �x�� � � � � xm� � otliqny	 ot to�destvennogo nul� mnogoqlen�
V protivnom sluqae ono nazyvaets� netrivial�nym�

���
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Primerom global�nogo sootnoxeni� slu�it ravenstvo

�X
n��

nn� � �	� ��
��

vernoe vo vseh pol�h Qp
 Rassmotrim r�d

f�z� �
�X
n��

n�zn�

On shodits� v l�bom pole Qp pri jzjp � p
�

p�� i udovletvor�et
uravneni�

z�f ��z� 
 �z � 	�f�z� 
 	 � ��

Oboznaqim

f��z� � 	� f��z� � f�z�� f��z� � f ��z��


ti r�dy sostavl��t rexenie sistemy uravneni	���������
f ���z� � ��

f ���z� �
	� z

z�
f��z�� 	

z�
f��z��

f ���z� �
	� z

z�
f��z� 


z � �

z�
f��z� 


�

z�
f��z��

i udovletvor��t sootnoxeni�

z�f��z� 
 �z � 	�f��z� 
 f��z� � ��

Poskol�ku

f��z� � f ��z� �
�X
n��

nn�zn���

podstanovka v �to sootnoxenie z � 	 dokazyvaet spravedlivost��
a tak�e trivial�nost� global�nogo sootnoxeni� ��
��

V rabote ��� izuqalis� tak nazyvaemye G�funkcii� kotorye

opredel��ts�� kak stepennye r�dy vida

f�z� �
�X
n��

anz
n�

ko�fficienty kotoryh prinadle�at nekotoromu pol� K i udo�
vletvor��t uslovi�m�
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�
 janj � CQn� gde C� Q � nekotorye posto�nnye� a jaj dl� a � K
oboznaqaet naibol�xu� iz absol�tnyh veliqin algebraiqeskih
qisel� sopr���nnyh s qislom a v pole K�
�
 Suwestvuet posledovatel�nost� natural�nyh qisel dn ta�

ka�� qto dl� vseh n i k � �� 	� � � � � n qisla dnak � ZK i dn � CQn

V rabotah ��� �� issledovalis� global�nye sootnoxeni� dl�

F �r�dov
 F �r�dy estestvennym obrazom dopoln��t klassy E� i
G�funkci	 Zigel�
 G� funkcii opredeleny vyxe� a opredelenie
E�funkcii dano� naprimer� v knige ���
 V �to	 �e knige privede�
no podrobnoe izlo�enie metoda Zigel��Xidlovskogo v teorii
transcendentnyh qisel i prilo�eni	 �togo metoda
 Nami budet
ispol�zovana modifikaci� metoda Zigel��Xidlovskogo� pred�
naznaqenna� dl� issledovani� arifmetiqeskih svo	stv F �r�dov

Dadim bolee toqnoe opredelenie


Opredelenie� R�d

f�z� �
�X
n��

ann�z
n

prinadle�it klassu F �K� c�� c�� c�� q�� esli ego ko
fficienty pri�
nadle�at pol� K i udovletvor��t uslovi�m

�
 janj � O�exp c�n�� n���

�
 Suwestvuet posledovatel�nost� natural�nyh qisel dn �
qnd��n� gde q �N taka�� qto dl� vseh n i k � �� 	� � � � � n qisla
dnak � ZK�

Pri 
tom natural�nye qisla d��n del�ts� tol�ko na prostye
qisla p� ne prevoshod�wie c�n i

ord pd��n � c�

�
logp n


n

p�

�
�

Pere	d�m k formulirovkam utver�deni	
 Predpolo�im� qto
rassmatrivaemye r�dy fi�z�� i � 	� � � � �m sostavl��t �formal��
noe� rexenie sistemy differencial�nyh uravneni	

y�i�z� �
mX
j��

Qj�i�z�yj�z�� i � 	� � � � �m�Qj�i�z� �K�z�� i� j � 	� � � � �m�

��
��
Pust� T � T �z� � mnogoqlen s celymi ko�fficientami iz pol�
K tako	� qto T �z�Qj�i�z� � ZK�z�� j� i � 	� � � � �m

V rabote ��� dokazana sledu�wa� teorema
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Teorema� Pust� F �r�dy f��z� � 	� f��z�� � � � � fm�z� sostavl��t re�
xenie sistemy uravneni	 �	���� � � K� �T ��� �� �� Togda ne su�
westvuet netrivial�nyh global�nyh sootnoxeni	� sv�zyva�wih
f���� � 	� f����� � � � � fm���

V rabote ��� A
 I
 Galoqkin dokazal teoremu ob algebrai�
qesko	 nezavisimosti znaqeni	 E�funkci	 v transcendentnyh
toqkah� dopuska�wih vysoki	 por�dok pribli�eni� algebrai�
qeskimi qislami

Sformulirovannoe vyxe pon�tie global�nogo sootnoxeni�

dopuskaet sledu�wee obobwenie
 Pust�

� �
�X
k��

�k� ��
��

gde �k � K� priq�m �tot r�d shodits� vo vseh pol�h Kv� v � V�

Primery takih r�dov i opisanie ih svo	stv budut privedeny v
konce vtorogo paragrafa

Togda v opredeleni�h global�nogo sootnoxeni� i netrivial��

nogo global�nogo sootnoxeni� mo�no rassmatrivat� taku� toq�
ku � vmesto toqki � iz pol� K

Oboznaqim �n �

Pn

k�� �k


Teorema �� Pust� F �r�dy f��z� � 	� f��z�� � � � � fm�z� sostavl��t
rexenie sistemy uravneni	 �	��� i line	no nezavisimy nad K�z��
Pust� � � r�d �	�
�� gde �k � celye qisla iz K� shod�wi	s� vo vseh
pol�h Kv� v � V�� Pust� � � �� � � 	 � 	 i suwestvuet beskoneq�
noe mno�estvo nomerov n takih� qto dl� vseh prostyh qisel p�
udovletvor��wih neravenstvu

p � m exp�ln��� j�nj� ��
��

i l�bogo normirovani� v� prodol�a�wego p�adiqeskoe normirova�
nie v pole K� vypoln�ets� neravenstvo

j� � �njv � exp���m � 	 
 	��exp ln��� j�nj� ln��� j�nj�� ��
��

Togda dl� l�bo	 line	no	 formy L�y�� � � � � ym�� ko
fficienty
kotoro	 � celye qisla iz pol� K� ne vse ravnye nul�� suwestvu�
�t prostoe qislo p i normirovanie v� prodol�a�wee p�adiqeskoe
normirovanie v pole K takie� qto v pole Kv vypoln�ets� nera�
venstvo

jL���jv � jL�	� f����� � � � � fm����jv � �� ��
��
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Teorema �� Pust� F �r�dy f��z�� f��z�� � � � � fm�z� sostavl��t re�
xenie sistemy uravneni	

y�i�z� � Q��i�z� 

mX
j��

Qj�i�z�yj�z�� i � 	� � � � �m�

Qj�i�z� �K�z�� i � 	� � � � �m� j � �� � � � �m

��
��

i algebraiqeski nezavisimy nad K�z�� Pust� � � r�d �	�
�� gde �k�
celye qisla iz K� shod�wi	s� vo vseh pol�h Kv� v � V�� Pust� � � �
i suwestvuet beskoneqnoe mno�estvo nomerov n takih� qto dl�
vseh prostyh qisel p� udovletvor��wih neravenstvu

p � exp�ln���� j�nj� ��
��

i l�bogo normirovani� v� prodol�a�wego p�adiqeskoe normirova�
nie v pole K� vypoln�ets� neravenstvo

j� ��njv � exp
�
��exp ln��� j�nj� ln���� j�nj

	
� ��
��

Togda dl� l�bogo mnogoqlena P �y�� � � � � ym�� ko
fficienty koto�
rogo � celye qisla iz pol� K� ne vse ravnye nul�� suwestvu�t pro�
stoe qislo p i normirovanie v� prodol�a�wee p�adiqeskoe normi�
rovanie v pole K takie� qto v pole Kv vypoln�ets� neravenstvo

jP ���jv � jP �f����� f����� � � � � fm����jv � ��

Teorema �� Pust� F �r�dy f��z� � 	� f��z�� � � � � fm�z� sostavl��
�t rexenie sistemy uravneni	 �	���� Pust� maksimal�noe koliqe�
stvo line	no nezavisimyh nad K�z� sredi 
tih r�dov ravno maksi�
mal�nomu koliqestvu line	no nezavisimyh sredi nih nadK� Pust�
� � r�d �	�
�� gde �k � celye qisla iz K� shod�wi	s� vo vseh pol�h
Kv� v � V�� Pust� � � �� � � 	 � 	 i suwestvuet beskoneqnoe
mno�estvo nomerov n takih� qto dl� vseh prostyh qisel p� udo�
vletvor��wih neravenstvu �	��� i l�bogo normirovani� v� prodol�
�a�wego p�adiqeskoe normirovanie v pole K� vypoln�ets� nera�
venstvo �	����

Togda ne suwestvuet netrivial�nyh global�nyh line	nyh soot�
noxeni	� sv�zyva�wih f���� � 	� f����� � � � � fm����

Pered formulirovko	 teoremy � nam potrebuets� opisat�
nekotorye svo	stva algebraiqeskih uravneni	
 Pust� r�dy
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f��z�� f��z�� � � � � fm�z� algebraiqeski zavisimy nad K�z�
 Togda
sv�zyva�wie �ti r�dy algebraiqeskie uravneni� stepeni� ne
prevoshod�we	 d� mo�no rassmatrivat�� kak line	nye uravne�
ni�� sv�zyva�wie nad K�z� proizvedeni� stepene	

fk�� �z�� � � � � fkmm �z�� ��
���

gde ki � �� i � 	� � � � �m� k� 
 � � �
 km � d

Sredi dvuh proizvedeni	 starxim sqitaets� to� stepen� ko�

torogo po sovokupnosti peremennyh f��z�� f��z�� � � � � fm�z� vyxe�
proizvedeni� odinakovo	 stepeni upor�doqivaem leksikografi�
qeski� sqita�� qto fi starxe� qem fj� esli i � j
 V ka�dom alge�
braiqeskom uravnenii� sv�zyva�wem f��z�� f��z�� � � � � fm�z�� vyde�
lim ego starxi	 qlen vida ��
���
 Vo mno�estve starxih qlenov
S vyberem podmno�estvo S� tak nazyvaemyh minimal�nyh �le�
mentov
 Nazov�m �lement S vida ��
��� minimal�nym� esli dl�
l�bogo drugogo

f t�� �z�� � � � � f tmm �z� � S

suwestvuet i� 	 � i � m� takoe� qto ti � ki

V rabote ��� ustanovleny sledu�wie svo	stva podmno�estva

S� minimal�nyh �lementov mno�estva starxih qlenov S�
�
 S� � nepustoe i koneqnoe� pust� d � naibol�xa� iz stepene	

minimal�nyh �lementov po sovokupnosti peremennyh�
�
 Dl� l�bogo �lementa

f t�� �z�� � � � � f tmm �z� � S

suwestvuet �lement

fk�� �z�� � � � � fkmm �z� � S�

tako	� qto ki � ti� i � 	� � � � �m�
�
 Mno�estvo proizvedeni	 stepene	

f t�� �z�� � � � � f tmm �z�

takih� qto dl� l�bogo minimal�nogo �lementa

fk�� �z�� � � � � fkmm �z� � S�

suwestvuet i� 	 � i � m� takoe� qto ti � ki� obrazuet bazis vektor�
nogo prostranstva nad K�z�� poro�d�nnogo vsemi proizvedeni��
mi stepene	 vida ��
���� gde ki � �� i � 	� � � � �m� k�
 � � �
 km � d
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Opredelenie� Nazov
m minimal�nymi uravneni�� starximi
qlenami kotoryh �vl��ts� minimal�nye 
lementy�

Teorema 	� Pust� F �r�dy f��z�� f��z�� � � � � fm�z� sostavl��t re�
xenie sistemy uravneni	 �	����

Pust� ko
fficienty vseh minimal�nyh uravneni	� sv�zyva��
wih ih nad K�z� prinadle�at K� Pust� � � r�d �	�
�� gde �k� celye
qisla iz K� shod�wi	s� vo vseh pol�h Kv� v � V�� Pust� � � � i su�
westvuet beskoneqnoe mno�estvo nomerov n takih� qto dl� vseh
prostyh qisel p� udovletvor��wih neravenstvu �	��� i l�bogo nor�
mirovani� v� prodol�a�wego p�adiqeskoe normirovanie v pole K�
vypoln�ets� neravenstvo �	����

Togda ne suwestvuet netrivial�nyh global�nyh algebraiqeskih
sootnoxeni	� sv�zyva�wih f����� f����� � � � � fm����

Primeqanie �� Uslovi� ��
��� ��
��� ��
�� i ��
�� mo�no neskol��
ko oslabit�� zameniv qislo � � � na funkci� ��N � � �� ��N �� �
pri N ��


�� Dokazatel�stvo teorem �� �

V formuliruemyh utver�deni�h polo�itel�nye posto�nnye
ci� i � �� �� � � � zavis�t ot parametrov klassa� kotoromu prinadle�
�at rassmatrivaemye F �r�dy� ot sistemy ��
�� i ot qisla m

Opredelim sootvetstvu�wi	 sisteme ��
�� differencial��

ny	 operator

D �




z



mX
k��

mX
i��

Qk�i�z�yj




yk
�

Pust� y�� � � � � ym�m � � predstavl��t sobo	 stepennye r�dy� so�
stavl��wie formal�noe rexenie sistemy uravneni	 ��
��
 Pod�
stavl�� ih v formu

mX
i��

Pi�z�yi

vmesto peremennyh� poluqaem formal�ny	 stepenno	 r�d R�z�

Formal�na� proizvodna� �togo r�da �vl�ets� line	no	 formo	
ot r�dov y�� � � � � ym i ih formal�nyh proizvodnyh y��� � � � � y

�
m
 Po�

sle zameny y��� � � � � y
�
m na pravye qasti sootvetstvu�wih diffe�

rencial�nyh uravneni	 i umno�eni� na mnogoqlen T �z� poluqim
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line	nu� formu ot y�� � � � � ym s ko�fficientami iz ZK�z�� t
e

dl� rexeni	 �to	 sistemy TDR � TR�
 Takim obrazom� naqav s
proizvol�no	 formy

R� �
mX
i��

P��i�z�yi� P��i�z� � ZK�z�� ��
���

polo�im

Rk � TDRk��� k � �� 
� � � � � ��
���

Soglasno skazannomu vyxe� Rk predstavl�et sobo	 line	nu�
formu ot y�� � � � � ym s ko�fficientami iz ZK�z�� t
e


Rk �
mX
i��

Pk�i�z�yi� Pk�i � Pk�i�z� � ZK�z�� ��
���

Ko�fficienty �to	 formy udovletvor��t ravenstvam

Pk�i � T �P �k���i

mX
j��

Pk���jQj�i� i � 	� � � � �m� k � �� 
� � � � � ��
���

Lemma � �Lemma �� ��� s
 ������ Pust� F �r�dy f��z�� f��z�� � � � �
fm�z� sostavl��t rexenie sistemy uravneni	 �	��� i line	no ne�
zavisimy nad K�z�� Pust�

� � min
��i�m

ord z��fi�z��

� � max�deg T� max
��i�m���j�m

degTQj�i��

Pust� N � natural�noe qislo� R� � otliqna� ot nul� line	na�
forma

R� �
mX
i��

P��i�z�yi� P��i�z� � ZK�z��

priq
m degP��i�z� � N � pust� r�d R��z� poluqaets� iz formy R� v
rezul�tate podstanovki f��z�� f��z�� � � � � fm�z� vmesto y�� � � � � ym
i pust�

ord z��R��z� � m�N 
 	�� s � 	� s �N� � � s �


N

�

�
�
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Togda pri N � N�� �gde N� � posto�nna�� dl� kotoro	 v rabote ���
dana ocenka sverhu� vyra�enna� qerez parametry rassmatrivae�
mogo klassa r�dov i sistemy differencial�nyh uravneni	� formy
R�� � � � � Rm line	no nezavisimy i ih opredelitel� ��z� imeet vid

��z� � zmn�s�����z��

gde mnogoqlen ���z� imeet stepen� t�� � � t� � t� a t � �
m�m���

� 

s 
 ��

Lemma � �Lemma �� ��� s
 ������ Pust� F �r�dy f��z�� f��z�� � � � �
fm�z� sostavl��t rexenie sistemy uravneni	 �	��� i line	no ne�
zavisimy nad K�z�� qisla �� �� N�� s� t � te �e� qto i v predyduwe	
lemme� Pust� R� � otliqna� ot nul� line	na� forma� opredel
n�
na� v predyduwe	 lemme taka�� qto

ord z��R��z� � m�N 
 	�� s � 	�

Togda pri N � N� dl� l�bogo celogo qisla � � K� �T ��� �� ��
matrica

kPk�i���ki������ �m�k������ �m�t ��
���

imeet rang m�

Lemma �� Pust� r�dy

fi�z� �
�X
n��

ai�nn�z
n� i � 	� � � � �m

prinadle�at klassu F �K� c�� c�� c�� q�� Togda dl� l�bogo natural��
nogo qisla N suwestvu�t mnogoqleny

Pi�z� �
NX
n��

Bi�nn�z
n� i � 	� � � � �m

takie� qto ih ko
fficienty Bi�n� n � �� � � � � N � i � 	� � � � �m �vl��
�ts� celymi qislami iz pol� K� udovletvor��wimi neravenstvu

jBi�nj � exp�c	N
p
lnN �� ��
���

Pri 
tom line	na� forma

R�z� �
mX
i��

Pi�z�fi�z� �
�X
n��

rnn�z
n
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imeet pri z � � por�dok nul� ne ni�e� qem u�N � 
 	� gde

u�N � � m�N 
 	��



Np
lnN

�
��
���

i dl� l�bogo prostogo qisla p� c
 � p � u�N � i l�bogo vjp� dl� l��
bo	 toqki � � Kv � udovletvor��we	 uslovi� j�jv � 	� spravedlivo
neravenstvo

jR���jv � j�u�N ���jv exp
�
�v

�

�
c� logpN 
 c�

N

p�

��
�


ta lemma vpolne analogiqna lemmam� prived�nnym v ��� lem�
ma ��� s
 ���� ili ��� s
 ��
 E� podrobnoe dokazatel�stvo opuweno

Sledu�wa� lemma tak�e analogiqna lemme �� ��� s
 ����


Lemma 	� Pust� r�dy f��z�� f��z�� � � � � fm�z� prinadle�at klassu
F �K� c�� c�� c�� q�� sostavl��t rexenie sistemy uravneni	 �	��� i
line	no nezavisimy nad K�z�� line	na� forma ���		� R��z� � R�z�
postroena po lemme 
� formy Rk i ih ko
fficienty Pk�i oprede�
leny ravenstvami ���	������	��� � � K� �T ��� �� �� Qislo � opre�
deleno v lemme 	�

Togda degPk�i�z� � N 
 �k � 	���

jPk�i���j �
�
k��Y
n��

�n� 
m
 N �



	

	 exp�N lnN 
 c
N
p
lnN 
 c�k�j��jN��m�m���

� �
h

Np
lnN

i
� ��
���

Krome togo� dl� l�bogo prostogo qisla p� c
 � p � u�N �� l�bo�
go vjp i l�bo	 toqki � � Kv� udovletvor��we	 uslovi� j�jv � 	�
spravedlivo neravenstvo

jRk���jv � j�u�N ���jv exp
�
�v

�

�
c� logpN 
 c�

N

p�

��
� ��
���

Pere	d�m k dokazatel�stvu teoremy �
 Opredelim qislo N �
N �n� ravenstvom

N � N �n� �
h
exp ln��� j�nj

i
� ��
���

Pust� N � N�
 Polo�im s � � Np
lnN

�� t � �
m�m���

� 
 � Np
lnN

� i pri�

menim lemmu �
 Matrica ��
��� imeet rang m� po�tomu sredi e�
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strok est� m � 	 strok� line	no nezavisimyh so stroko	 ko�f�
ficientov formy L
 Oboznaqim nomera �tih strok k�� � � � � km i
rassmotrim opredelitel�

���n� �

�������
h� � � � hm

P��k���n� � � � Pm�k���n�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

P��km��n� � � � Pm�km��n�

������� � ��
���

On predstavl�et sobo	 otliqnoe ot nul� celoe qislo iz pol� K

Ego mo�no rassmatrivat�� kak znaqenie mnogoqlena

��z� �

�������
h� � � � hm

P��k��z� � � � Pm�k��z�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

P��km�z� � � � Pm�km �z�

������� ��
���

v toqke z � �n
 Poskol�ku ki � m 
 t�

k��Y
n��

�n� 
m
 N � � exp�c��N
p
lnN �

i iz lemmy � sledu�t neravenstva degPki�j�z� � N 
 c��

h
Np
lnN

i
�

jPki�j��n�j � exp�N lnN 
 c��N
p
lnN�j�njN�m�� m�m���

� �
h

Np
lnN

i
�

vypoln��wies� dl� vseh i� j � 	� � � � �m
 Oboznaqim

h � max
i������ �m

jhij�

Togda
j���n�j � �m � 	��h exp��m � 	�N lnN



c��N
p
lnN �j�n�j�m����N�m�� m�m���

� �
h

Np
lnN

i
�
�

i iz ��
��� poluqaem

j���n�j �
�m � 	��h exp��m � 	�N lnN 
 c�	N

p
lnN 
 c�
N �lnN �

�
��� �� ��
���

Podstavim z � � v ��z� i rassmotrim poluqennye �lementy
pole	 Kv� gde vjp�
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Lemma 
� Pri N � N� dl� l�bogo prostogo qisla p� c
 � p � u�N �
i vjp v pole Kv vypoln�ets� ravenstvo j����jv � j���n�jv�
Dl� dokazatel�stva lemmy ispol�zuem ravenstvo� spravedli�

voe v ka�dom iz rassmatrivaemyh pole	 Kv�

���� � ���n 
 �� ��n�� � ���n� 
 �� ��n�������n�� ��
���

gde ������n� � mnogoqlen ot �� �n s ko�fficientami iz ZK
 Sle�
dovatel�no� soglasno ��
���

j�� ��n�������n�jv � j�� ��n�jv �
� exp���m � 	 
 	��exp ln��� j�nj� ln��� j�nj��

otkuda� vvidu ��
����

j�� ��n�������n�jv � exp���m � 	 
 	�N lnN ��

S drugo	 storony� ���n� � otliqnoe ot � celoe qislo iz pol�
K� sledovatel�no� soglasno ��
����

j���njv � j���nj � exp���m�	�N lnN�c�	N
p
lnN�c�
N �lnN �

�
��� ��

Esli qislo n� a� znaqit� i qislo N � vybrano dostatoqno bol��
xim� to

exp���m � 	�N lnN � c�	N
p
lnN � c�
N �lnN �

�
��� �

� exp���m � 	 
 	�N lnN ��

po�tomu iz ravenstva ��
��� sleduet� qto

j����jv � j���n�jv �
� exp���m � 	�N lnN � c�	N

p
lnN � c�
N �lnN �

�
��� �� ��
���

Lemma dokazana

V ka�dom iz rassmatrivaemyh pole	 Kv umno�im pervy	

stolbec opredelitel� ���� na �� vtoro	 stolbec � na f���� i
tak dalee� stolbec s nomerom m na fm��� i pribavim polu�
qivxies� stolbcy k pervomu
 Otmetim� qto j�jv � 	 i vse r��
dy f����� � � � � fm��� shod�ts�
 Soglasno ��
�� i ��
���� �lementami
pervogo stolbca budut veliqiny

L��� � L�f����� � � � � fm����� Li��� � Rki���� i � �� � � � �m
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v ukazannom por�dke
 Po�tomu

���� �

�������
L��� h� � � � hm
L���� P��k���� � � � Pm�k����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Lm��� P��km��� � � � Pm�km���

������� �
Oboznaqim algebraiqeskie dopolneni� �lementov pervogo stolb�
ca �togo opredelitel� 	�� � � � � 	m� sootvetstvenno� i razlo�im ego
po pervomu stolbcu�

���� �
mX
j��

Lj���	j 
 L���	�� ��
���

Iz ��
��� sleduet� qto dl� l�bogo prostogo qisla p� c
 � p � u�N �
i vjp ��� mX

i��

Li���	i

���
v
� max

i������ �m
jLi���	ijv � jLi���jv �

� j�u�N ���jv exp
�
�v

�

�
c� logpN 
 c�

N

p�

��
� i � �� � � � �m�

Sledovatel�no�Y mX
i��

jLi���	ijv �
Y

j�u�N ���jv exp
�
�v

�

�
c� logp N 
 c�

N

p�

��
�

gde proizvedeni� v pravo	 i levo	 qast�h �togo neravenstva
vz�ty po vsem vjp� p� c
 � p � u�N � 
 Ispol�zu� izvestnye ne�
ravenstva dl� koliqestva prostyh qisel v zadannom intervale�
poluqaemY

exp�c� logpN � � exp

�
c�
lnN

ln p

 c��

u�N �

lnu�N �

�
� exp�c��N ��

Y
exp

�
c�
N

p�

�
� exp

�
N
X c�

p�

�
� exp�c�
N ��

Nakonec� poskol�ku proizvedeni� beruts� po vjp� p� c
 � p � u�N ��
proizvedenie

Q j�u�N ���jv otliqaets� ot ��u�N ������ posto�nnym
mno�itelem
 Po�tomu

mX
i��

jLi���	ijv � ��u�N ������ exp�c��N �� ��
���
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S drugo	 storony� iz neravenstva ��
��� sleduet�qtoY
j����jv �

Y
j���n�jv �

� exp
�
��m � 	�N lnN � c�	N

p
lnN � c�
N �lnN �

�
���

	
� ��
���

gde proizvedeni� beruts� po vjp� p� c
 � p � u�N �
 Iz neravenstv
��
���� ��
��� i ravenstva��
��� srazu sleduet� qtoY

j����jv �
Y mX

i��

jLi���	ijv�

togda iz ��
��� poluqaem� qto suwestvu�t p� c
 � p � u�N � i vjp
takie� qto v pole Kv vypoln�ets� neravenstvo

jL���jv � j����jv�
Teorema � dokazana

Pere	d�m k dokazatel�stvu teoremy �
 Pust� d � stepen� mno�

goqlena P �y�� � � � � ym�po sovokupnosti peremennyh y�� � � � � ym
 To�
gda ego mo�no rassmatrivat�� kak line	nu� formu ot M � Cm

m�d

proizvedeni	 stepene	 peremennyh yk�� � � � � � ykmm � gde k�
� � �
km �
d� ki � �� i � 	� � � � �m


Lemma �� Pust� r�dy f��z�� � � � � fm�z� udovletvor��t uslovi�m
teoremy �� Togda ih proizvedeni� stepene	

fk�� �z� � � � fkmm �z�� k� 
 � � �
 km � d� ki � �� i � 	� � � � �m�

sostavl��t rexenie sistemy line	nyh differencial�nyh uravne�
ni	� ko
fficienty kotoro	 �vl��ts� celoqislennymi line	nymi
kombinaci�mi ko
fficientov ishodno	 sistemy �	���� Krome to�
go� oni prinadle�at klassu F ��K� C�� C�� C�� eq�� gde

C� � c� 
 ln �� C� � c�� C� � �c� 
 	�d� eq � q���ln d��

Dokazatel�stvo lemmy vpolne analogiqno dokazatel�stvam
lemmy �� iz ��� s
 ���� i lemmy �� tam �e� s
 ���


ti proizvedeni� stepene	 line	no nezavisimy vsledstvie

algebraiqesko	 nezavisimosti f��z�� � � � � fm�z�
 Iz neravenstv
��
��� ��
�� pri dostatoqno bol�xih n sledu�t neravenstva

p �M exp
�
ln����j�nj�
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i

j� � �njv � exp
�
��M � 	 
 	��exp ln��� j�nj� ln��� j�nj

	
�

predstavl��wie sobo	 neravenstva ��
�� i ��
��� v kotoryh m

zameneno naM 
 Primenenie teoremy � zaverxaet dokazatel�stvo
teoremy �

V zakl�qenie paragrafa prived�m primer toqki �� udovletvo�

r��we	 uslovi�m dokazannyh teorem
 Dl� �togo dl� natural��
nyh qisel k� l � � polo�im ��k� l�K�� ravno	 posledovatel�nomu
vozvedeni� qisla k v stepen� lK raz� t
e


kk
���k

�

oboznaqim ��K� � ��k� l�K� i polo�im

�n �
nX

K��

���K����

Dl� n � 	

�n � ����n��� � exp���n��ln���n����

Dl� vseh prostyh p � ��n
 	�

j� ��njp � j���n
 	���jp�
Doka�em� qto dl� vseh prostyh

p � exp�ln�exp��n�� ln��n���

vypoln��ts� neravenstva

j���n
 	���jp � exp�� exp����n�� ln��n�����

Dokazyvaemoe neravenstvo sleduet iz neravenstva

exp

�
���n 
 	� ln p

p� 	

�
��n
 	� � exp�� exp����n�� ln��n�����

kotoroe sleduet iz neravenstva

��n 
 	�

p� 	
� ln��n 
 	� � exp����n�� ln��n�����
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kotoroe� v svo� oqered�� sleduet iz neravenstva

��n
 	� � exp
�
���n�� ln��n���

�
�ln��n
 	� 
 exp����n�� ln��n������

legko vyteka�wego iz neravenstva

��n
 	� � ��
��n�

�

pri dostatoqno bol�xih n


Predlo�enie� R�d �	�
� tako	� qto suwestvuet beskoneqnoe
mno�estvo natural�nyh qisel n takih� qto dl� l�bogo prostogo
qisla p� udovletvor��wego uslovi�m �	��� i l�bogo vjp vypoln��
ets� neravenstvo �	���� �vl�ets� transcendentnym 
lementom
pol� Kv�

Dl� dokazatel�stva� predpolaga� protivnoe� rassmotrim ot�
liqny	 ot nul� mnogoqlen Q�x� s celymi ko�fficientami tako	�
qto Q��� � � pol� Kv
 Togda

Q�x� � Q�����x� �� 

Q�����
�

�x� ��� 
 � � �

i dl� l�bogo n vypoln�ets� ravenstvo�

Q��n� � �Q������ ��n� 

Q�����
�

�� ��n�
� 
 � � � � ��
���

Pust� C � naibol�xa� iz absol�tnyh veliqin ko�fficientov
mnogoqlena Q�x�� a D � stepen� �togo mnogoqlena
 Togda

jQ��n�j � C�D�j�nj�D

i� znaqit�

jQ��n�j � �C�D�j�nj�D����

Iz ��
��� sleduet� qto esli

j� � �njv � �C�D�j�nj�D���� ��
���

to ravenstvo Q��� � � ne vypoln�ets�
 No pri bol�xih n nera�
venstvo ��
��� sleduet iz ��
��
 Predlo�enie dokazano
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�� Dokazatel�stvo teorem �� �

Lemma 
� Pust� maksimal�noe koliqestvo line	no nezavisi�
myh nad K�z� sredi r�dov 	� f��z�� � � � � fm�z� ravno maksimal�no�
mu koliqestvu line	no nezavisimyh nad K i ravno l� 	 � l �
m� � � r�d� udovletvor��wi	 uslovi�m teoremy 
� Togda r�dy
	� f��z�� � � � � fm�z� mo�no perenumerovat� tak� qto poluqennye v
rezul�tate r�dy 	� G��z�� � � � � Gl�z� budut line	no nezavisimy nad
K�z�� a ostal�nye mo�no predstavit� v vide

Gj�z� � Bj�� 
Bj��G��z� 
Bj�lGl�z�� j � l 
 	� � � � �m� ��
���

gde Bj�i � K� i � �� � � � � l� j � l 
 	� � � � �m�

Dokazatel�stvo lemmy oqevidnoe

R�dy 	� G��z�� � � � � Gl�z� udovletvor��t vsem uslovi�m teoremy

�� po�tomu me�du 	� G����� � � � � Gl��� net line	nyh global�nyh
sootnoxeni	
 L�boe global�noe line	noe sootnoxenie

ec� 
 ec�f���� 
 ecmfm��� � �

posle togo� kak r�dy 	� f��z�� � � � � fm�z� budut perenumerovany�
kak v lemme� pere	d�t v nekotoroe line	noe global�noe sootno�
xenie

c� 
 c�G���� 
 � � �
 cmGm��� � �� ��
���

Iz ravenstv ��
��� sledu�t global�nye sootnoxeni�

Gj��� � Bj�� 
Bj��G���� 
Bj�lGl���� j � l 
 	� � � � �m� ��
���

Doka�em� qto l�boe sootnoxenie ��
��� predstavl�et so�
bo	 line	nu� kombinaci� sootnoxeni	 ��
���
 De	stvitel�no�
predpolaga� protivnoe i posledovatel�no iskl�qa� iz sootno�
xeni� ��
��� veliqiny Bj�lGl���� j � l 
 	� � � � �m� poluqim glo�
bal�noe line	noe sootnoxenie

C� 
C�G���� 
 � � �
ClGl��� � ��

v kotorom pri nekotorom i� 	 � i � l� Ci �� �� qto protivoreqit do�
kazanno	 vyxe teoreme �
 Teorema � dokazana

Pere	d�m k dokazatel�stvu teoremy �
 Rassmotrim mno�e�

stvo S� minimal�nyh uravneni	
 Soglasno uslovi�m teoremy� ih
mo�no rassmatrivat�� kak predstavlenie starxih qlenov �tih
uravneni	 v vide line	no	 kombinacii s ko�fficientami iz



OBOBWENIE PON�TI� GLOBAL	NOGO SOOTNOXENI� ���

pol� K �lementov bazisa prostranstva� poro�d�nnogo nad Kz

proizvedeni�mi stepene	 ��
���
 Podstavl�� v nih � vmesto z�
poluqaem trivial�nye global�nye sootnoxeni�
 Esli �e pod�
stavit� � vmesto z v vyxeupom�nutye �lementy bazisa� to� is�
pol�zu� lemmu � i teoremu �� legko dokazat�� qto poluqennye v
rezul�tate r�dy ne budut sv�zany nikakim line	nym global��
nym sootnoxeniem


L�boe global�noe algebraiqeskoe sootnoxenie me�du f�����
� � � � fm���� soglasno skazannomu vyxe� mo�no predstavit�� kak
line	noe sootnoxenie nad K me�du proizvedeni�mi stepene	
�tih r�dov
 Starxi	 qlen �togo sootnoxeni� poluqaets� v re�
zul�tate podstanovki � vmesto z v nekotory	 starxi	 qlen alge�
braiqeskogo uravneni�� sv�zyva�wego r�dy f��z�� � � � � fm�z� nad
K�z�� inaqe my poluqili by global�noe sootnoxenie me�du �le�
mentami bazisa� qto nevozmo�no
 Soglasno svo	stvu � mini�
mal�nyh �lementov� starxi	 qlen �togo uravneni� mo�no zame�
nit� line	no	 kombinacie	 s ko�fficientami iz K qlenov men��
xego por�dka� qto prived�t k global�nomu sootnoxeni�� star�
xi	 qlen kotorogo imeet men�xi	 por�dok
 Prodol�a� �tot pro�
cess� poluqaem� qto ishodnoe global�noe sootnoxenie svodits�
k rezul�tatu podstanovki � vmesto z v algebraiqeskoe sootno�
xenie s ko�fficientami iz K� sv�zyva�weef��z�� � � � � fm�z�
 Tem
samym� teorema � dokazana
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