
прерывен из С в С. Вполне непрерывность оператора g(x) =J(i + x— 
о 

—2tx)-lizf(t)dt из С [ 0 , 1] в С [ 0 , 1] следует из легко получаемых оценок 
\g(x)\<3M, \g(x')-g(x)\<3M \х'~-х\ч\ где Л* = m a x | / 0 0 | . 

0<х<С1 
Следовательно , интегральный оператор с ядром К(х, i) вполне не­

прерывен из С [ 0 , 1] в С [0 , 1 ] . Тогда, очевидно, интегральный оператор 
с я д р о м R(x, t) т а к ж е вполне непрерывен из С [0, 1] в С [0, 1 ] . 

И т а к , при у к а з а н н ы х ограничениях на коэффициенты р, q у р а в н е ­
ния (1) и число б з а д а ч а Тб к а к в случае а ) , т а к и в случае б) одно­
з н а ч н о р а з р е ш и м а . 

Автор в ы р а ж а е т глубокую благодарность А. В. Б и ц а д з е за внима­
ние к работе . 
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УДК 517.956.227 

Н. Ю. КАПУСТИН, А. С. МАКИН 

Т О Ч Н Ы Е ПО П О Р Я Д К У СООТНОШЕНИЯ А Н Т И А П Р И О Р Н О Г О 
Т И П А М Е Ж Д У СОБСТВЕННЫМИ И П Р И С О Е Д И Н Е Н Н Ы М И 

Ф У Н К Ц И Я М И Э Л Л И П Т И Ч Е С К О Г О О П Е Р А Т О Р А 
П Р О И З В О Л Ь Н О Г О П О Р Я Д К А 

В настоящей работе у с т а н а в л и в а ю т с я точные по порядку антиапри­
о р н ы е оценки д л я собственных и присоединенных функций эллиптиче­
ского оператора произвольного порядка . Д о к а з а т е л ь с т в о существенно 
использует метод В . А. И л ь и н а , и зложенный в р а б о т е | [ 1 ] . 

И т а к , рассмотрим в произвольной Л/'-мерной области G оператор 

Lu= 2 Da(Aay,(x)D^u)+ ^ М*)1>Уи> ( О 
\a\=m,\$\=m lvf<^2m— 1 

коэффициенты Aa#(x) которого я в л я ю т с я вещественнозначными, а 
коэффициенты Ау(х), вообще говоря, комплекснозначными ф у н к ц и я м и 
точки х. 

Д л я простоты будем считать функции Аа^(х) и Ау(х) бесконечно 
д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м и в области G. 

К р о м е того, предположим, что коэффициенты Аа,$(х) оператора 
(1) удовлетворяют на к а ж д о м компакте К области G условию равно­
мерной эллиптичности, т. е. Аа^(х) = А^а(х) и существует п о л о ж и т е л ь -
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н а я постоянная р(К) т а к а я , что д л я любого вещественного вектора 
£ = ( £ ь |iv) и д л я любой точки х, п р и н а д л е ж а щ е й компакту К, спра­
ведлива оценка 

( _ i y » + i 2 Л ^ ( * ) 1 ° ^ > р ( * Ш 2 т (2) 
| a | = m , l | 3 | = m 

Следуя В. А. Ильину, под собственной функцией оператора (1 ) , от­
в е ч а ю щ е й комплексному собственному значению Я, будем понимать 

о 
л ю б у ю неравную тождественно нулю комплекснозначную функцию и(х) 
из класса C^(G), удовлетворяющую дифференциальному уравнению 

о о 
Lu + Xu = 0. 

Аналогично под присоединенной функцией порядка / ( / = 1 , 2, . . . ) , 
«отвечающей тому ж е собственному значению X и собственной функции 
о i 

м(х), будем понимать любую комплекснозначную функцию и(х) из 
i i i-i 

к л а с с а C< 2 m ) (G) , которая является решением уравнения Lu-\-Xu= и . 
Т е о р е м а 1. Пусть фиксированы два произвольных компакта К и 

К' области G, первый из которых содержится строго внутри второго. 
Тогда существует постоянная С, зависящая лишь от компактов К и К', 
ют коэффициентов оператора (1), от константы р(К') из неравенства 
(2), от размерности N области G, от порядка 2т оператора (1) и от 
порядка 1+1 присоединенной функции, такая, что для любого / = 0, 1, 
2 , ... справедлива оценка 

2 m — 1 

< C ( l + | R e X | 2 m ) | | « | | i f ( J C T (3) 

С ф о р м у л и р о в а н н а я теорема 1 в случае т = 1 при ограничении 
] 1 т Я | ^ М ] / | Я | на собственные значения % была установлена В. А. И л ь и ­
ным в работе | [ 1 ] . И м ж е в работе [2] при аналогичном ограничении 
на область изменения спектрального п а р а м е т р а д о к а з а н а оценка (3) 
д л я собственных и присоединенных функций обыкновенного дифферен­
циального оператора произвольного порядка . 

В качестве «срезки» т)(х) выберем любую функцию из к л а с с а 
02m+l)(RN)9 равную единице в к а ж д о й точке ш а р а V{xo, R) и нулю вне 
V(xo, / ? + б ) - Л е г к о проверяется справедливость неравенства 

дцк 

дХ; 
^dkx\b-\ i = l , 2, N, (4) 

где k — любое натуральное число. 
Теорема 1 является следствием л е м м ы Гейне — Б о р е л я и следующего 

утверждения . 
Т е о р е м а 2. Пусть фиксированы произвольные положительные 

числа R, б и е и произвольное четное натуральное число k. Тогда для 
всех точек х произвольного компакта К области G, расстояние которо­
го от границы области G превосходит число /? + б + 2е, существуют по­
стоянные Ck и Clh, зависящие лишь от R, б, г, k, К, от порядка при­
соединенной функции / + 1 , от коэффициентов оператора (Г), от кон­
станты р(К\]у(хъ R + 8 + г)) из неравенства (2) и от размерности N об­
ласти G, такие, что для любого номера I (/ = 0, 1, 2, ...) справедливо не­
равенство 

, 2 m - 1 

J 4)k\u\4x^C!

k(\+\ReX\ т ) j* т]' 
V(x0,R+&) V(xQ^R+6) 

k-2 /+' 

2 m — 2 

+ Cl

k{l + \ReX\ m ) f \V\*dx. (5) 
V(x0,R+6+e) 
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Следуя идее работ [ 1 , 3 ] , установим с н а ч а л а оценку (5) в с л у ч а е 
/ = 0 . Очевидно, достаточно д о к а з а т ь ее при | R e X | ^ l . 

Д л я этого нам понадобится, оценка 

о 2 т ~ 1 

\1тЦ2 J r)k+2\u\*dx^c2\Re%\ т f r\k\u\2dx + 
V ( * 0 , # + 6 ) V(*0,Vb6) 

2m—2 
0 

+ c 3 |ReX| m J \u\4x, (6} 
V(x0,R+6+e/2) 

которая является следствием трех неравенств 

f | Z A | 2 d x < c 4 | R e Я | т Г \u\2dx, | / t | < 2 / n — 1, (7> 
V ( * 0 , K + 6 ) К<*о.Я+в+£/4> 

| I m X | 2 j т ) * + 2 | ы | М х < с 5 j Л* 2 \D"u\2dx + 
V(x„,R+6) V(x,,R+b) \h\=2m-\ 

(8) 

,0 0 
c6 J V \Вни\Чх + с7\КеЦ f M 2 dr y 

V(*o>tf+6) | f t l < 2 m - l V(x0?R+6) 

2m— 1 
0 

V ( * o / # + 6 ) V(x0tR+6) 

2m—2 
(9) 

+ c 9 |Re X\ m f |и | 2 dx, \h\ - 2m — 1, 
У ( л : 0 , ^ + б + е / 4 ) 

первое из которых установлено в работе ![4] , а второе и третье б у д у т 
д о к а з а н ы н и ж е . 

Р а с с м о т р и м в N+1 -мерном цилиндре 

Ц = { * б У ( х 0 , / ? + 6 ) , U - / D | < # + 6 } 

о о 
функцию v(х9 t)=u(xy t) ехр ( i l m > i ) , у д о в л е т в о р я ю щ у ю у р а в н е н и ю 
О О О 

vt = — Lv— Re Яа, которое, очевидно, является уравнением п а р а б о л и ­

ческого типа . К а к и в работе [ 5 ] , оценим интеграл JJ* yk\vt\dxdtr 

о ц 
у м н о ж и в левую и п р а в у ю часть уравнения %ля функции v(x, t) на ф у н к -

"о 
цию (pk(xt t)vu где ф(д:, t)=(u(t)i\{x), с о ( 0 — функция из к л а с с а 
С 2 ( — о о < ^ < о о ) , р а в н а я единице в к а ж д о й точке интервала | / — U \ < R 
и нулю вне \t—to\<.R+8, и проинтегрировав обе части полученного 
соотношения по цилиндру Ц . 

П р и м е н я я формулу Грина и неравенство pa2/2+b2/2p^ab, с п р а в е д ­
ливое д л я л ю б ы х действительных а, Ь и р > 0 , получим, используя (4 ) 
и а н а л о г д л я функции с о ( 0 , следующую оценку : 

^4>k+2£>t\2dxdt^c10 Цср* ^ \Dhv\2dxdt + 
Ц Ц \h\=2m— 1 

+ с п Jj | ф * + 2 2 Л < м W Д а ^ * | dxdt + 
ц \ « 
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Ц f f t j < 2 m - l Ц 

к о т о р а я приводит к неравенству 

*Ц Ц | f i j = 2 m - l 

(10) 

Ц | f t | < 2 m - l Ц 

Действительно , условие на коэффициенты Л а , р = Л р , а позволяет за ­
писать соотношение 

Л а , в (х) D a / D p / t + Л е , а (х) &fD*ft = ( Л а , 3 (х) D a / D p / ) t , 

д а ю щ е е возможность избавиться от смешанных производных. 
Оценка (8) является тривиальным следствием неравенства (10 ) . 
Установим оценку ( 9 ) . В работе [6] д о к а з а н о , что коэффициенты 

А% р, Ау оператора L м о ж н о продолжить на все пространство RN так , 
чтобы полученные функции Аа, р, Ау совпадали с функциями Л а , р, Ау на 
к о м п а к т е V(xo9 # + 6 ) , были постоянными вне некоторого ш а р а в RN

9 

бесконечно дифференцируемыми во всем RN и чтобы оператор L с ко эф­
фициентами Аа\ р, А7 у д о в л е т в о р я л условию 

( - l f + 1 i n f У A^(x)¥f>Po\t\2m, Р о > 0 . 

Обозначим через Z(x, t; £, х) построенное в книге [6] фундамен­
тальное решение параболического по И. Г. Петровскому уравнения 

- $ - = 1 ф + « . ( П ) 
dt 

Согласно формуле д л я решения з а д а ч и Коши д л я уравнения ( I I ) 
(см. i [6 ] ) и в силу свойств функции r\k/2(x) имеем 

j Z (х, *; g, 0) цк/2 (g) и (g) dl - exp (-Ki) ц 1 2 (x) и (x) + 
V(x0,R+6) 

t 
+ j j Z (%, f; g, T ) exp (—Xx) x 

0 V{x0tR+6) 

X ( - 1 ( r , f c / 2 © i ? ( g ) > - ^ 4 k l 2 (g)и(g))d&fr, 

откуда, преобразуя второе слагаемое в правой части, получим 

J Z (х, t; g, 0) л " / 2 (g)<*°(g) <ig = exp ( - W ) ri f t / 2 (*)a (*) + 

' 0 
+ J j Z(X, *; g, T ) e x p ( - ^ T ) ^ ^ a © O a a ( g ) d g d t , 

0 V(x0,/M-6) |a|<2m—1 

где Fa(l) — линейная комбинация произведений частных производных 
не в ы ш е порядка 2т от функции л и коэффициентов оператора L. 
Продифференцируем последнее равенство по х, считая |ft| = 2/n— 1, 

Г D * Z ( x , <; g, 0)r,A/ 2(g)J(g)<ig== 
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= e x p ( — U ) 4 h l 2 { x ) I ? u { x ) + 

+ Jic,Dh-\k'2(x)D^°u(x) + 

+ j J " Dh

xZ(x, t; l, т ) е х р ( - Ь ) ^ F « (В " Ш 

0 V(* 0,iH-6) |aj<c2m—1 
Р а с с м а т р и в а я первое слагаемое в правой части этой ф о р м у л ы и ис­

пользуя оценки функции Z ( x , t; g, т) и ее производных, с о д е р ж а щ и е с я 
в [ 6 ] , получим 

e x p ( - R e ^ ) i | T , f e / 2 D ^ | | L 2 ( F ( ; C o > R + 6 ) ) < c 1 5 t ™ х 
1*1 
2т 

X l l ^ ' i l l ^ . i H . , , + о» 2№Л-\к/2оС 

+ с 1 7 * 2 т (ехр ( - Re W) + 1) J и 

откуда, полагая f = | R e X | _ 1 , получим 

2т— 1 

£ 2 ( У ( * 0 , Я + 6 ) ) + 

М У ( * о , Я + 6 ) ) ' 

l h f t / 2 ^ ^ l l , 2 ( ^ 0 , ^ 6 ) ) < ^ 8 l R e ^ l ' m Н ч я / з в « 1 1 « ^ . Л + в „ + 2 m | i „ f t / 2 

+ 
£»<У(*о.Я+в)) 

1 
2 m 

+ c 2 . |ReA | »» ^ l ^ » l k < v < * . * + 4 > > . 

la |<2m—1 
И з последнего неравенства и^оценки (7) легко вывести оценку (9 ) ._ 

"о 1 
У м н о ж а я уравнение д л я й(х), к а к в работе [ 1 ] , на функцию цки(х)^ 

i ~о 
а уравнение д л я и на функцию цки(х) и интегрируя по частям л е в у ю 
часть суммы полученных соотношений с привлечением оценки из ра­
боты [4] 

г Ж 1 
J \Dhu\*dx^{\Re%\ т + ln a | Jc | ) J \u\2dx, | Л | < 2 т — 1, 

V(x0,R+6) 

a > 0 , и оценки 

V(x0tR+6+e/4) 

2m— I 

V(*o,tf+6) У(Л: 0 ,Я+6) 

2 m — 2 

будем иметь 

+ c 2 2 ( |Re? t | w + l n a | X | ) J M 2dx + 

+ c23 j r i f t - 2 U2 dx. |Re %\~ IA| = 2m — 1, 
V(x0,R+6) 

(12> 

2 m — 1 
J r i f t H 2 d x < c 2 4 ( | R e X | m + l n a | X | ) j T , f t - 2 M 2 d x + 

V(xQ,R+6) V{xQ,R+b) 
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2m—2 
c 2 5 ( |ReA| m +\nx\X\) j \u\*dx + 

V{x0,R+6+eU) 

° 2 6 - r - j r)k-2\u\4x + 

IReXJ 

+ e ^ J r ^ 2 £ № (13) 

(|ReJL| m + l n a M ) F ( *° r *+ 6 ) 

где e — любое положительное число. 
Д о к а ж е м оценку (12) . Согласно формуле д л я решения з а д а ч и К о ­

ши д л я уравнения (11) и в силу свойств функции ц^~2^2(х) будем 
иметь 

ft—2 ft—2 

j Z(x, t\ g , 0)т) 2 (g)a(g)dg = e x p ( - t o ) T ] 2 (x)u(x) + 
V(x0,R+6) 

t 
+ j' J Z (я, g, T ) exp (—Xx) x 

0 V{x0,R+6) 

k—2 ft—2 j 
X ( - L ( r ) 2 Яг, 2 (5)a(S)flgdT. 

Р а с с у ж д а я так ж е , к а к при выводе оценки (9 ) , получим неравен­
ство 

ft-2 2m-1 

Ifo 2 ^ " l l L 2 ( V ( , 0 t R + e ) ) < ^ I R e ^ | *» x 

x 111 2 < < у , * , 1 ж » » + 2 №h~^ 2 D " U K v ^ , R + m + 

1 
1_ 

+ C~2„|ReM 2 m ^ l l D a " I W 0 , * + 6 ) ) + 
|a|<̂ 2m—1 

1_ ft-2 
+ c 2 0 | R e X | 2 m Цт) 2 « l l i 2 ( , ( ; C o > i ? + 6 ) ) . 

Отсюда и из оценок работы [4] вытекает оценка (12) . 
Неравенства (6) и (13), если положить 'е = 1/(2с2), дают вместе с гру­

бой антиаприорной оценкой (см. [4]) в силу |Re?i| 2 + ln a|A,| = 
1 , 2т-1 _ % 1 2m-1 

1п а |Я | = |Re Я|
 т у |Re Х\ т + J < |Re Х\ т (|Re Х\ т + 1п а \Х\) при 

| R e ? t | ~ 
|ReA, |^> l неравенство (см. работу [2]) 

о 2 т ~ 1 1 
j \u\4x^c21(\ReX\ т +lna\X\) Г \u\*dx, 

V(x0, # + 6 ) V(x0, R+6+е/ 3 ) 

применяя которое в силу произвольности R, б и е в предыдущем рас­
суждении в качестве грубой антиаприорной оценки получим 

о 2 т 
J r\k \и? dx < с 2 8 (|Re Я| m + l n a \Х\) Г г)*~ 2 | i 2 <fc + 
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2m— 2 

2 т—Г 
1 

| 1тЯ | 2 j r\h+2\u\2dx^c30\ReX\ т х 
V(x0,R+6) 

2т—2 

X f i)k\u\4x + c3l\Rek\ т х (15) 
V(*e.-W) 

V(x0fR+6+e/4) V(x0,R+&) 

Если [ R e ^ l ^ j I m ^ | , T O оценка (5) сразу ж е следует из оценки 
( 1 4 ) . Если | I m X | > | R e Я | , то из неравенства (15) следует оценка 

|1тЛ,| ' j \u\2dx^c33 j \и\2 dx, 
V(x0,R+6) V(x0tR+6+e/4) 

а значит, в силу произвольности JR, б и е и неравенство (5) при / = 0 . 
Оценка (9) и неравенство (5) при J = 0 д а ю т аналог оценки (6) д л я 

1 

функции и (х) 
2m—1 

\ЫЦ j r\h+2\u\2dx^cu\Rek\ т х 
V(x0,R+b) 

2т—2 
l*dx. 

X J* r\k\u\*dx + c35\ReX\ т j \и\ 
V(x0,R+b) V(x0,R+6) 

Установим теперь оценку (5) при любом н а т у р а л ь н о м I. 
Аналог соотношения (17) будет с о д е р ж а т ь дополнительно интеграл 

/ = J r\h\ и JI и \dx, который м о ж н о оценить следующим о б р а з о м : 

2m—1 

2б V(x0,R+6) 

2 | R e x P ^ V ( * " * + 6 ) 

П р и м е н я я метод математической и н д у к ц и и / второй интеграл в по­
с л е д н е м соотношении оценим с помощью антиаприорной оценки ( 5 ) . 
Выполнив это, получим неравенство 

2 m - 1 

2е V(X0,R+6) 

X J ч *М«Л + ^ - г - а д J М 2 Л , 
V(X0,R+6) 2 | R e X | m ^ о . ^ + б + 8 / 4 ) 
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Д а л е е , применяя конструкцию работы [5] в отношении функции 
i 

v (х> t), будем иметь 

( 1 4 ) 

+ c29(\ReX\ m + 1 п а | Я | ) J \и\Чх. 
У(*в,Д-НЦ-е/4) 



которое при е = (2Clh-\\)~i приведет к оценке 

/ 2m—1 
J T ] f e M 2 d x < c 3 6 ( | R e ^ | т . + 1 п а | Я | ) х 

V(x0,R+b) 

2т—2 
1+* 

X 
V(x0, Я + 6 ) 

j r ] f t - 2 j a | 2 dx + cS7 (|Re Я| m + 1п а \Ц) X 

X j \V\*dx + ^ V - J Wdx + 
1 / ( х 0 , Я + 6 + е / 4 ) |ReX| W

 к ^ о . Л + б + 8 / 4 ) 

» |1тЯ| 2

 r fc / 
+ 8 - 2 ^ = Г j T J ^ I ^ d J C . 

(|ReЛ| w + 1 п а | Я | ) ^ ' я + б ) 

Д а л ь н е й ш и е рассуждения аналогичны предыдущим в случае f = 0 . 
Теорема д о к а з а н а . 

Авторы в ы р а ж а ю т глубокую благодарность В. А. Ильину за поста­
новку рассмотренной з а д а ч и и внимание к настоящей работе . 
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В. В. КОРНИЕНКО 

О СПЕКТРЕ И Р Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В 

В последнее в р е м я н а ч а л а с ь интенсивная р а з р а б о т к а спектральной 
т е о р и и д л я уравнений смешанного типа [1 , 2 ] . О д н а к о проблемы спект­
р а у ж е д л я модельных уравнений смешанного типд требуют специаль­
ных исследований. Н а п р и м е р , существенные трудности возникают при 
исследовании спектра з а д а ч и Трикоми д л я у р а в н е н и я Л а в р е н т ь е в а — 
Б и ц а д з е . Исследованию специфических свойств решений д л я подобных 
уравнений в специальной «модельной» ситуации и посвящена настоя­
щ а я работа . Метод исследования позволяет охватить довольно широ­
кий к л а с с уравнений и рассмотреть природу р я д а присущих им специ­
фических свойств. Свойства уравнений описываются в терминах спект­
р а л ь н ы х свойств соответствующих операторов . 

§ 1. ИРРЕГУЛЯРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Пусть V*==(0, Ь)—ограниченный интервал вещественной оси ty 

— ограниченная область пространства Rn переменных х=(хи хп) 
с достаточно гладкой границей dVx. Пусть Ht=2?2(Vt), НХ=£?2(УХ)— 
5 . Дифференциальные уравнения № 1 


