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1. В теоретической и математической физике, а также механике и теории 
управления одним из основных вопросов является нахождение и изучение свойств 
критических точек некоторых функционалов. При этом часто рассматриваемые 
функционалы F определены на "плохо" устроенных множествах D из соответствую­
щих функциональных классов. Это связано либо со сложностью F, ввиду чего D = 
= \У\ F(y)<°° ! не обладает "хорошими" функционально-алгебраическими свойст­
вами, либо с тем, что D порождается дополнительными связями (фазовые ограни­
чения) на переменные у. Таким образом, возникает необходимость в изучении кри­
тических точек функционалов F: DC X-*R, тцеХ — линейное топологическое прост­
ранство, a D - подмножество в нем (не являющееся, вообще говоря, гладким много­
образием и даже стратифицированным пространством). 

В настоящей работе предпринята попытка разработки варианта дифферен­
циального исчисления таких функционалов (Г-дифференцируемые функционалы), 
ориентированного на теорию экстремальных задач в бесконечномерных пространст­
вах. Кроме того, на данный класс (не дифференцируемых в обычном смысле) функ­
ционалов можно перенести принцип Коулмэна [1,2]. 

2. Пусть X и Y — топологические векторные пространства (ТВП), D — под­
множество в X; •$ - совокупность пар (у; у), где у € D, а у : [0, е] -+D - отрезок 
сильно дифференцируемой в нуле справа кривой и < (̂0) =у; я: S-^-D — канони­
ческая проекция, fv^Ti^iy), причем f- u fy- На £ вводится стандартное 

у<= D 
отношение эквивалентности ~ : 

Oi . ; ^ i ) ~ O v , ^ ) « " 9 , У\ =У2, ^i(+o) = <?2(+o), 
a TD=$I~ - фактор по этому отношению. Тогда fyl~ канонически изоморфно 
совокупности тех элементов % е TyDC X, для которых Я<£ е fy, что <р' (+0) = £. 
Множество TyD является конусом в X, a 773 = U fyD - касательное (конусное) 
слоение над D. -ve D 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть А : DC Х-> Y. Кривая <р S fy называется А -
д о п у с т и м о й , если оператор А дифференцируем в точке у С D вдоль кривой <р, 
т.е. Я lim т"' (А (у(т)) -А (у)) в топологии пространства Y. 

Обозначим: ®А (у; £) С fyQ) - совокупность всех А -допустимых кривых, 
выходящих из точки у £ D и касающихся %, а $51А (у; £) С 91 (у; %) — некоторое 
их подмножество, где $у(%) = {<£<= $у\$'(+0) =£}. При этом определены много­
значные отображения 9Вл(.у; • ) : TyD-+2 у (соответственно яодотображение 
ÇRA(y; •)) и З И ( ) : TD^-20 (соответственно 3 » л ( - ) ) . 
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О п р е д е л е н и е 2. Ф у н к ц и о н а л F : DC X->R и м е е т в т о ч к е 
у CD п р о и з в о д н у ю по н а п р а в л е н и ю %CTyD о т н о с и т е л ь н о 
®lF(y, £), если предел 
(1) lim T-\F{*{T))-F{y))=TF(y;Ç) 

т-» +0 

не зависит от кривой <pG$RF(y\ £). 
З а м е ч а н и е 1. Если V | G Gy С Гуо 3 TF(y; £), то определено отобра­

жение TF{y; -):Gy-+R. Очевидно, Gy - конус и TF {у; X£)=XrF( j ; ; £) VX>0 . 
О п р е д е л е н и е 3. а) Функционал F:DС X->Rназывается (Г; G^; 3RF). 

д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м в точке у CD, если существует производная но лю­
бому направлению % С Gy относительно $RF(y; £) и линейный функционал 
3)TF(y; gRF) , определенный наSy DGy, что TF (y; {) = 2)т^(.у; 3 R F ) | . 

б) Функционал 3)TF(y; gj}F) называется (Г; Gy; 3RF)-np о и з в о дн ой 
F в точке у G D. 

в) Если F имеет (Г; Gy; 9RF) -производную в каждой точке у CD, то он 
(Г; G; З Л ^ - д и ф ф е р е н ц и р у е м , где G = U G 9)!F : G С ГО-»2? и 

r e o 
(Г; G; g»F ) -п р о и з в о д н а я есть 2)TF(«KF): G -> R (2>TF(gRF) TJ = 
= a) IF(j , ;« ' r)ç vn = ( j ; f ) eC) ; 

г) Функционал F будем сокращенно называть Г-д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м 
в т о ч к е у С D, если Gy = TyD, <%-"'(у; {) = 5у (£) V? G Gy. 

З а м е ч а н и е 2. Пусть 9Rf ( j ; £) = U g»F (_у; £) и функционал F : 
/ е / ' 

£)CX->R является (Г; G^; «КF)-дифференцируемым V/G/ , причем, возможно, 
3)rF(y; 3RF) Ф3)тр(у; $KF) для /=£/. В этом случае будем говорить, что F 
в точке _у G D является (Г; G ,̂; З Й р ) - м у л ь т и д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м и 
его (Т; G • Ш г к ) - м у л ь т и п р о и з в о д н а я есть многозначное отображение 
DTF(y; gR*) :G y ->2 R , 

(S)TF(y-WiF)^= U 2 ) T F( J ; 5K F ) ? , £GG ) . 
/ e ; ' 

П р и м е р . Пусть X= R2, 
. \У\ +У2, У1 =yl, Уг > 0 , 

l 0 в остальных случаях. 

Очевидно, F в точке 0 является Г-мультидифференцируемым и, в частности, Т-
мультидифференциал содержит дифференциал Гато. 

Далее, если это не приведет к недоразумению, мы будем использовать сокра­
щенное обозначение S)TF{y) = 2 ) T F ( j ; 5D}F). 

П р е д л о ж е н и е L a ) Пусть D - открытое множество в банаховом прост­
ранстве X и F.DC X^R дифференцируем по Фреше в точке у G Д. Тогда он Т-
дифференцируем и 2)TF(y) =F'(y). 

б) Пусть F: DC X-*R (D - открытое множество в ТВП X) (Г; X; 5KF)-
дифференцируем и У%СХ, у G Шр(у; %) (<£(т) =у + т£, те. [О, е]), а также 
3)TF(y) e l * Тогда функционал F дифференцируем по Гато и S>TF(y) -F'(y). 

в) Пусть X, Y - ТВП, Л.: DC X-*Y - замкнутый линейный оператор, / : 
Y-*R - Т-дифференцируемый функционал. Тогда F : DC X-+R (F(y) = f(Ay)) 
является (J; D; 9RF)-дифференцируемым, где 3RF = 91л, причем 3)TF{y)% = 
= S)rf(Ay) At Если же 3)Tf(Ay) G Y*, то $TF(y) £ = (S)rF(Ay), Л£> (<•, •>: 
Y*X Y^-R - двойственность), а для плотного D в X и 3)rf(Ay) G Л (Л*) имеем 
2)TF(y)=A*2)Tf(Ay). 
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П р е д л о ж е н и е 2. Пусть V - область в TBIJZ, отображение Л: V С Z -+Х 
дифференцируемо по Гато в точке и G V, A(V) С D и функционал * : DC X^-R 
(7*; ^Л(и) ; 9R4') -дифференцируем в точке A(v). Если VhC-Z, Л'(и) /г G 6д(и) 
Mi/>e3R* (^(т") =A(u + Tft),TG [0, е] ), то сквозное отображение F : фо Л: FCZ-v 
->R имеет линейную вариацию в точке.и G V, равную VF(v; h) = 2)тч>(Л(и)) Л'О) й, 
я бел« ®тФ(Л(у)) G X*, то F дифференцируем по Гато. 

З а м е ч а н и е 3. Аналогично определению 3 вводится Г-дифференцируе-
мость отображений A: De X-*Y, нужно только (1) понимать в топологии прост­
ранства Y. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть X, Y _ ТВЦ Л: DC Х-* Y - (Т; Gy; Ж ^-диф­
ференцируемое отображение в точке vGZ>, а Ч>: DXB С XX Y-*R обладает сле­
дующими свойствами: а.) VyCD t ( y , - ) : f i c F - > R (7*; G A ( y ) ; 9R*2)-диффе­
ренцируемо в точке A(v) G В; б) функционал ч>( -, /) : DC X^-R (Г; Gy-t 5R*i). 
дифференцируем в у G D равномерно по l G L (L - произвольное ограниченное 
подмножество В) и отображение ïDl^iy; р ) £ ; ^ с Y-+R непрерывно в А(у) 
вдоль кривых т i->A(i/>00) (v е %RF (у; ?)) V£ G Gv, 

7ог<Эд функционал F{у) = Ф(у, Л ( » ) (f; Gу; gR F)-дифференцируем, 
где WF{y; Gy)=to*i{y; Gy) П | ^ G Жл(.у; Gy) | £ ( . )= Л(^ ( • )) G W*'(A(y) ; 
*^л( >>) ) 1 • ̂  э г а м случае 

2ßTF(y)ü= 2>\4(y,A(j))li+a)l*(.y,A(y)) 2>T A(y)l 

3. Пусть £2 - ограниченная область в R", m - натуральное число, M (m) — 
число различных мультииндексов а= ( а ь . . . , а„) с неотрицательными целыми 
координатами длины не большей, чем m, борелевская функция к: Я XR ^m' -+R 
обладает следующими свойствами: 

а) RM(m) э f >->-й(со, f) дифференцируема п.в. из С П, 
б) Af : ß X R ^ W ^R M ( "0 борелевская. 

Через JC обозначим оператор Немыцкого, порожденный функцией h (К: W С 
С П Lр (Sl)-*Lr(n),pa, г > 1 ) . 

| a | « £ m a 

Рассмотрим функционал F :DC X-+ R, определяемый формулой 
(2) РК(у)=;Н(ы,у,...,Оту)м(ш)аы, 

где 
1 1 д,а1у 

g(=Lr-(Sl), - + - = 1 ; />'"^ = f/)0>', |a| = m}, Z) a7 ! « и г г' Эх? ».. . Эх„и 

W™(ÇL) =ЛГ- анизотропное пространство Соболева, Z> = {£ G Z | [ Z ) a | , |a | <m\C W] 
в 

и пусть выполнено условие: 
в) YyCDn Vf G r^Z) функция Пэ.о>- ^ A a ( u j ( w ) v . . , ^ N ) ö ' " H w ) 

п.в, конечна VI а| < т, где /га = Эт?ай (со, т?). 
Т е о р е м а 1. Пусть функция к удовлетворяет условиям а) —в). Тогда для 

некоторого плотного в Lr< (Щ подмножества Г функционал FK Т-дифференци-
руем в каждой точке у G D V g G Г, причем 
(3) 2>т^О0$= Г / Й а С ш , ^ . . . , / ^ ^ ^ ^ « . 

| а | < m П 

С л е д с т в и е 1. Пусть справедливы требования теоремы, кроме в). Тогда 
VgGLr'(ü) функционал (2) (Г; G ; W ) -дифференцируем- в каждой точке 
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yGD, где *StF(y; TyD) ={ „ G fy\ т'1 13С(*(т)) -Щу) lLfl(a) < const}, G^ = 
= dom?K F 0, )• 

З а м е ч а н и е 4. В следствии 1 можно G и 9RF задавать в следующем виде: 

(4) gRF(j;?) = i v 3 e f J J ( | ) | r - 1 | Ä ( c o , v T M , . . . ; Z ? m ^ ( c o ) ) -

- A ( u , j ; , . . . , Z ) » - T S / l a (co , j , . . . ,£> m j )£> a ?|X 
I al < m 

x |*(ы)|< Г(ы), г е 1 х ( П ) | , 
или же V£ eGj , 

(5) »F0>;Ö = l * e £ , ß ) 
Э 

fc(co,ipT(co),. . . ,£>"V T (C«;) )£(CJ) < ГМ. Эт 
fe^i ( f i )J . 

С л е д с т в и е 2. Пусть функция h удовлетворяет условиям а), б) « 

(6) l A e ^ ö K *«(") +С 2 if J 
I al < m 

Pa 

ade ga G Z-! (Ï2), C= const. Тогда функционал 
F(y) = f h(u,y,...,Dmy)doj 

a 

является (Г; G; 9RF)-дифференцируемым. Здесь VyeD 3RF определяется либо 
соотношением {А),либо (5) с g= 1. 

З а м е ч а н и е 5. Очевидно, при выполнении (6) па (со, у (со),. . . , Dmy (со)) G 
G £](fi) V^ G X, поэтому £ не может быть произвольным элементом из TyD (при 
D = X). Тем не менее можно указать такое плотное подмножество D в X, что при 
Vj 'GD C ^ l H ^ F ^ G r , 

З а м е ч а н и е 6. Пусть Z) и 9RF такие, что: a) Vj> б о и Vi/? G 3RF (_j>; TyD) 
функция кр (г) и ее производная </>'(т) непрерывны на [0, е] ; б) V</> G SKF ( j ; TyD), 
VTG [0,e] соответствие 

fiBco ^Ф а (г ,со) = /г а(со^ т(со), . . . , .С) т^ г(со))о а^ г(со) 

класса Z.j(fi), a функция [0, e] э т <-» Фа (т, со) непрерывна для п.в. со G fi и V 1<*1 < 
< т. При этих условиях справедлива оценка (5) (с g = 1). 

Пусть fi — ограниченная область в R" с регулярной границей, оператор А: 
W™ (fi) -*• И^2т (fi) определяется интегральным тождеством 
(7) (A(y),w) = S f Aa(u,y,...,Dmy)Dacjdœ, 

« K m i î 
y. w(EX= (Vf (fi), 

в котором функции Ла(со, ij) измеримы по со G fi V T J G R ^ " 1 ) , непрерывно 
дифференцируемы по ц при п.в. со G fi и 

Аа&(ы,ч>Т(ш),. . . ,ü"VT(Go))DVr(w)GZ2(fi) , |а | , 1/31 < m, 

Vv' G fy n C1, где y e ! , Ла(3 (со, t?) = Эч 4 a (w , т?). 
Как известно, определяемый (7) оператор А дифференцируем по Гато, но 

не является, вообще говоря, дифференцируемым по Фреше [3]. Вместе с тем можно 
показать, что этот оператор Г-дифференцируем в каждой точке у G X. На самом 
деле достаточно доказать (Т; X; 3R ) -дифференцируемость Vw G X функционала 

>VO0= 2 f Aa(u,y,...,Dmy)Daœdc}, 
I al < m Ù 
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где gRF(j>; X) = fy n C'( [0, °°); Z ) , что следует из замечания 6. Таким образом, 
оператор А является Г-дифференцируемым и для него справедливо (в силу пред­
ложений 2, 3) "цепное" правило. 

З а м е ч а н и е 7. 1) Пусть функционал F : D С Х^- R является (Г; Gy; 5K F ) . 
дифференцируемым в точке;' G Z). Точка .у 6 5 называется {Gy; 9RF)-KpHTH4ec-
к о й д л я F, если 

(8) ®TF(y;WF)S: = 0 Vj-eGy. 

По аналогии с [1, 2] можно установить принцип Коулмэна нахождения 
(G; 3RF)-критических точек (Г; G; «ЮF)-дифференцируемых функционалов: 

2) пусть ^ О ) = ^ i ( ^ ) +^Г2(>'), где Fi; X-+R - Г-дифференцируемый в 
каждой точке у G X и 2 ) T ^ i ( » G A", a F2: DC X-+R (Г; Gy; mF*)-дифферен­
цируемый YyGD, причем 2)rF2(y) G X*. В этом случае (8) имеет операторный 
вид: 
(9) 2) т ^ О > ) + 2 ) ^ 2 О , ) = 0 . 

При естественных условиях оператор 3)TF2; DC X-*X*является оператором 
с полуограниченной вариацией, т.е. (2)TF2(yi) - &TF2(y2), yt - у2) > 
>-C(R; \\ух~уг\\'х) Vy1,y2eBR={yeX\\\y\\x<R\n D, где С: R+X R + ^ 
->R - непрерывная функция по второму аргументу при фиксированном первом 
и t~1C(r1; tr2) -*0 при t -++0 V r b r2 > 0, а II • 11̂ - - компактная норма относи­
тельно II • II х-

Точка у G X называется с л а б о й к р и т и ч е с к о й т о ч к о й ф у к ц и о -
н а л а F = F^ + F2} если она является слабым решением уравнения (9) [4], т.е. 
удовлетворяет неравенству (SFF^y) , £ - .у) + {S)TF2{%), % -у) > -C(R ; ll£ -у \\'х) 
V | G £ ) . 

Некоторые условия существования слабых критических точек можно полу­
чить из [4, 5] . 
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