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О ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТШЕ.ПОРОИДАШОЙ 
УРАВНЕВИЯМИ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТЕЙ ОЛДРОЙТА 

•I. О.А.Ладыженская предложила в [i] брать в качестве основно­
го объекта изучения теории турбулентности для эволюционных сис­
тем с диссипацией, и в том числе ддя систем, описывающих течения 
вязких несжимаемых жидкостей, аттрактор системы Ш = П V^cH 0 ) , 

т > о 
где , t»o - эволюционный оператор задачи, Ц 0- фазовое 
пространство. В [I] она подробно изучила свойства ИХ для дву­
мерной системы уравнений Навье-Стокса 

# + VK|J--VAV + ̂ p = f«), <Uw=0, XeJieft* v\ = 0, t»0 , ( I ) 

К OSh 
О 

а именно, доказала компактность 73fl в пространстве И 0 = J(J1), пока­
зала, что каждое решение vit) = V+((|i),t>0, v\ = ф , задачи (I) с 
tyeffl, цродолжимо однозначно на ( - 0 0 , 0 ) как решение задачи (I) 
из Ш и тем самым полугруппа , t» 0 i нродолжима на Ш до 
группы V̂ ., -oo<t< оо , и изучила свойства динамической систе­
мы { Ж ; V^, -oo<t<oo] , в частности, доказала "конечномерность 
динамики V̂. на Ж ". В [2] на основе установленных в [i] 
свойств эволюционного оператора задачи (I) 0.А.Ладыженская 
доказала конечность хаусдорфовой размерности аттрактора Ш . В 
[3] все эти результаты она доказала для предложенных ею (см. [4]) 
модификаций трехмерных уравнений Навье-Стокса. 

В настоящей заметке мы, используя методы работы [i] , строим 
динамическую систему \Ж;У% , -oo<t<oo£ и исследуем свойства 
эволюционного оператора для двумерной системы уравнений дви­
жения жидкостей Олдройта. 

2. Жидкостью Олдройта называется линейная вязкоупругая жид­
кость, определяющее уравнение которой имеет вид [б] : 

e ^ x j y = WD + j u ] f , A,v, 3 6>0, v - « x - S o . ' ( 2 ) 
А.П.Осколков показал [б] , что .движение жидкости Олдройта 

может быть описано системой .дифференциальных уравнений 
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^ + vKj^--/jiAV-bu+fi,Up = 5, v=<x-|jr + aX"4 <ii,vv=o, 
" , * , v_, _,. (3) 

Систему (3) будем решать в ограниченной области Л е R2' при 
jf=fU), х е Л , и начально-краевых условиях 
VL = W

 Ч=о=0'леЛ;
 vUT

=*k=0; (4) 

Обозначим через Р ортопроектор из на JiSL) и положим 
Рд=А, P(vKvx^) = A(v), "5 = ^V,u}, о } , 

. _ ( - j f t A + A - Д \ (5) 

Тогда система (3) запишется в виде операторного уравнения 

+ = fw, (6) 

которое решается в Qi^ = Л * С 0, оо) при начально-краевых условиях 

Tfl = {v.(X),0}, Tfl = 0 . W 
t=0e . 0(«оо ± 

Положим Е01Л)=1(Л)хИ(Л), |?|^=[j|ir||^i-a||ux||2J J'. Из энергети­
ческого равенства ' ' 

для любого решения задачи (6), (7) следует оценка ( [б] , [?] ): 

Щ<\^U?\i\%SL> Uo, (9) 
где Х{ - первое собственное число спектральной задачи 

-A<|n- укиИ= XY , div t= 0, хел; =0. 
3. Возьмем в качестве фазового пространства задачи (6), (7) 

пространство Е0сЛ) . На нем, как показал А.П.Осколков [б] , 
определена полугруппа ограниченных непрерывных нелинейных опера­
торов Vj;, t > 0 , однозначно определяющих слабое решение (реше­
ние в смысле Э.Хопфа [4] )i(4-/t)= (f(t) задачи (6), (7) по его 
значению при X = 0 : Щ<$) = Vt(<jT(0)) . Следуя [i] , [2] , назовем 
аттрактором задачи (6), (7) множество № = Л VjiK^), где 

'К^ = { ^ ; ^ б Е вШ , | ? 1 Е * &<Л • Аттрактор Ж является одним из ос-
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+ 
новных объектов изучения настоящей заметки. 

Полежим E,Ul)=(Wj£)nH<A))*(Wf'cA>H(Л)), рИ, Щ = [(|ir|f )*" 
/и н<«+п.4-м/г •< г ' Л 

+ Ц ) J , и покажем, что справедлива 
ТЕОРЕМ I. Пусть JL - ограниченная область из Жг, З л е С £ + < , 

fweW,, (Л)П J(il), iH,i,„. Тогда для слабого решения (J>(x,t) задачи 
(6), (7) при Vt >0 справедлива оценка: 

Пусть сначала {-i . Для решения"ф= {v,и} задачи (6), (7) 
справедливо равенство 

T ^ r a ^ i ^ C ^ K ' C * 1 ^ ' - ^
 (^vvt>o.(i2) 

из которого следует неравенство ( [i] , [4, гл.У1] ): 

Умножим обе части (13) на t>0 и результат запишем так: 

Из неравенства (14) с помощью леммы Гронуолла [4, гл.УТЗ и 
оценки (9) получим оценку (ср. [i] ): 

пю* f ? ( - , t ) | * « f с ла.), ( к ) 

а так как задача (6), (7) инвариантна относительно сдвига по X , 
то и оценку (II) при {-\ . При -£=1,3,... доказательство оценки 
(II) аналогично доказательству соответствующей оценки для задачи 
(I), данному 0.А.Ладыженской в [I] , [4] . 

В силу теоремы I эволюционный оператор V̂ . задачи (6), (7) 
при Vt>0 переводят шар в множество ^(К^ ) , ограничен­
ное в Е, (Л) й компактное в Е0сп,) , и потому доказана 

ТЕОРЕМА 2. Эволюционный оператор задачи (6), (7) при 
Vt > 0 является вполне непрерывным в Е0сЛ) , а аттрактор W 
является компактом в KR 

4. ТЕОРЕМА 3. Каждое решение Vj.(<J4o)), t ? О , задачи (6), 
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(7) cTpto)e Ж однозначно продолжается на (-оо, о) как реше­
ние задачи (6), (7), лежащее в Ш . Тем самым полутруппа Vj. 
t>0 на Ж продолжается до группы -oo<t< оо , ограничен­
ных непрерывных нелинейных операторов. Аттрактор Ш состоит из 
тех и только тех элементов Ф е К Я о , для которых задача (6) , 
(7) имеет решение Tpct) = Vtojf) » равное ф npHt=0 , при 

Vte^-M ,oo) . 
Пара {W;Vt , -M<t<oo} и является динамической системой, 

порождаемой задачей (6), (7)' о .движении жидкостей Одцройта. 
Пусть "̂ (t) и tpct), t > 0 - два "хороших" решения задачи 

(6),(7), пусть 0<t,«t< V " , и пусть yt)e e"* A'^pto-fytll , 
где А = А с̂, А,)- достаточно большое число. Как и в [i, § 2 ] ,для 
доказательства теоремы 3 достаточно доказать, что для ̂(t> спра­
ведлива мультипликативная оценка 

в которой itĈ ) = ( ^ И ^ Г 1 ) 1 есть непрерывная монотонная воз­
растающая функция у при ̂ 6[0 ;"у"]> М= 3^wabc^(t) , равная нулю 
при -у,= 0̂  pc"t)= t"t-t̂ )ttjtr-t1rf , а ^ t , t , , t j = . e x p r ^ c t - t f ) ( t , - t ) ] , 
причем постоянная с<>0 определяется данными задачи. 

Разность Ф(1/) = ^ct)-^( t j={w,w} = { v - v , « , - w | удовлетворяет ли­
нейному уравнению 

~ Ц - + Ш Р = О , Ait) V -ос"1 А"1 

/ A»(v,v) О 

О О 
(17) 

где A4iv,v)ws5 v„wx + \ w K . Так как операторы -JUA и -д являют­
ся самосопряженными положительно определенными операторами в 
L им ж х, А > 0 , то оператор ^ является положительно определен­
ным самосопряженным оператором в Е0(Л) = J I J U * Н ( Л ) . Далее, как 
и в [i, § 2~\ , проверяется, что, во-первых, оператор ^4(t) под­
чинен , т.е. он определен на %{\) и jj^ct)^11|$ С 4 » и,-
во-вторых, дифференцируем по t и |Jt^(t)^~1||« С3 , при­
чем постоянные 0 4 и С3 определяются лишь данными задачи. Тогда, 
как и в [I, § 2 ] , для решения уравнения (17) при доста-
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точно больших А* и С, , определенных лишь данными задачи, 
справедливо неравенство: для V {flit), £lt)} e 

> - c » | [ * . A 1 ] U « } | E - | M } | E , <I8> 
откуда и следует оценка (16). 

Отметим, что при доказательстве теоремы 3 формулировка на­
чально-краевой задачи (3),(4) в операторной форме (6),(7) оказы­
вается очень удобной. 

5. В работе авторов [8] на основе установленных в настоящей 
заметке свойств эволюционного оператора V̂ . и аттрактора Ж за­
дачи (6),(7) доказана "конечномерность динамики Vj задачи (6), 
(7) на W, " и конечность хаусдорфовой размерности Ж . 

Авторы выражают признательность Л.Д.Фаддееву и О.А.Ладыженс­
кой за поддержку их исследований по гидродинамике неньютоновских 
жидкостей. 
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A.A.Cotsiolis, A.P.Oskolkov. On the dynamical system .ge­
nerated Ъу the equations of motion of Oldroyd fluids. 

A construction is given of the attraetor for the initial 
boundary value problem for the equations of motion of Oldroyd 
fluids in dimension 2. Properties of the evolution operator 

are studied and dynamical system 
is described. :« 
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