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Настоящий обзор составлен по материалам реферативного 
журнала Математика за 1976—1980 гг. и может рассматри­
ваться как продолжение обзоров [130, 131, 99, 100, 137] по 
модулям, охватывающих материалы 1961—1962, 1963—1965, 
1966—1966, 1969—1971 и 1972—1975 гг. соответственно, а так­
же обзора [97] по кольцам эндоморфизмов. В частности, при 
упоминании работ, отраженных в этих обзорах, читатель, как 
правило, отсылается к соответствующей обзорной статье. 
Ссылки на библиографию из названных обзоров оформляются 
как [М62:000], [М65:000], [М68:000], [М71:000], [М75:000] 
и [КЭ:000] соответственно. Например, [М65:121] означает, что 
имеется в виду работа 121 из обзора М65=[131] , относящего­
ся к 1963—1965 гг. Ссылка типа п. 3.1 означает § 3 п. 1 на­
стоящего обзора. В библиографию, как правило, не включают­
ся сообщения на конференциях или семинарах, если соответ­
ствующие результаты уже появились в виде журнальных пуб­
ликаций. Исключение делается лишь для обзорных докладов. 
Определение понятий, имеющихся в монографиях Ламбека 
[М71.59] и Фейса [161], обычно не приводится. 

К сожалению, ограниченность объема обзора вынудила ав­
торов оставить вне рассмотрения ряд важных разделов, в кото­
рых модули играют существенную роль. В первую очередь это 
относится к коммутативной алгебре, гомологической алгебре, 
алгебраической Л-теории, теории представлений (групп, ассо­
циативных алгебр, порядков, алгебр Ли и т. п.), модулей с 
полилинейными и квадратичными формами, теории категорий. 
Каждое из этих направлений заслуживает отдельного рассмот­
рения. Линия размежевания с теорией колец и теорией абеле-
вых групп, которым посвящены специальные обзоры, весьма 
субъективна. Так, по традиции в настоящий обзор включены 
гомологическая классификация колец и локализации, в том 
числе классические кольца частных. Вместе с тем, в обзор во­
шли далеко не все работы по теории колец, где модули играют 
служебную' роль (например, при определении радикалов). Из 
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теории абелевых групп освещены лишь результаты, представ­
ляющие особый интерес для теории модулей (по абелевым 
группам имеется обзор А. П. Мишиной [96]). Как и в предыду­
щем обзоре М75---[137], отсутствует большой и важный раз­
дел, касающийся колец эндоморфизмов и структур подмодулей 
(по этой теме будет опубликован отдельный обзор). 

За рассматриваемый период появилось несколько учебни­
ков, уделяющих значительное место теории модулей. Здесь 
можно назвать книга Блиса [270], Каша [696], Кертеса [709], 
Настасеску [859]. Гомологическим методам в коммутативной 
алгебре посвящены книги Герамиты и Смолла [505], Рагхава-
на, Сингха и Сридхарана [974]. Появились русские переводы 
двухтомной монографии Фейса [161], книги Кона [87] по сво­
бодным кольцам, где широко представлена теория модулей. За 
это время в русском переводе вышел также второй том моно­
графии Фукса [163] по абелевым группам, в котором сущест­
венную роль играют гомологические методы. Тесно связаны с 
теорией модулей книги Беренса [245], Макдональда [811], 
Ойстайена и Вершорена [935], Васконселоса [1172]. Теория 
модулей представлена также в материалах ряда конференций и 
симпозиумов [167, 168,169, 170,'1010]. 

Если не оговорено противное, основное кольцо обозначает­
ся через R, все рассматриваемые кольца предполагаются ассо­
циативными и имеющими единицу, а модули — левыми и уни­
тарными. Левыми, если не оговорено противное, считаются не-
теровость, артиновость и т. п. Слово «идеал» всегда означает 
двусторонний идеал. Как и в предыдущих обзорах, широко ис­
пользуются следующие обозначения: 

R-Mod—-категория всех ^-модулей; 
П-Aa—произведение (полная прямая сумма) модулей Аа; 
UAa—копроизведение (прямая сумма) модулей Аа; 
Л©5 —прямая сумма модулей А и 5 ; 
S (M)—• цоколь модуля M; 
Z{M) — сингулярный подмодуль модуля М; 
М—-инъективная оболочка модуля М; 
EndR(M) —кольцо эндоморфизмов ^-модуля М\ 
Mn(R)—кольцо (пXи.)-матриц над кольцом /?; 
X (М) — структура подмодулей модуля М; 
/(/•>) или J —радикал Джекобсона кольца # ; 
U {Я) — группа обратимых элементов кольца R; 
Z, Q, R —кольца целых, рациональных и действительных 

чисел, соответственно; 
hm^S—{r£fl\rS=0} — аннулятор подмножества 5 /?-моду-

ля М\ 
1(М)—длина модуля М. 
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§ 1. КАТЕГОРИЯ МОДУЛЕЙ 

1.1. Общие вопросы. Начнем с результатов, не вошедших в 
специализированные параграфы. В работах [1081, 1233] рассмат­
ривались базисные подмодули модулей над кольцами, близки­
ми к кольцам дискретного нормирования. Теорема плотности 
для базисных однородных модулей приведена в [796]. В [275] 
изучаются свойства • модулей над коммутативными кольцами 
главных идеалов. Критерий изоморфизма двух модулей без кру­
чения ранга 2 над коммутативными дедекиндовыми областями 
приведен в [402]. Сепарабельные модули над коммутативными 
дедекиндовыми областями изучались в [1194]. В [204] рассмат­
ривались следующие условия на' модуль М над коммутативным 
кольцом: (1) каждый счетнопорожденный подмодуль из М со­
держится в некотором конечно порожденном подмодуле из М; 
(2) модуль М не представим в виде объединения строго возра­
стающей счетной цепи подмодулей. Пусть R — групповое кольцо 
квазициклической группы над кольцом целых p-адических чи­
сел. В [13] для неприводимых -^-модулей вводится и изучается 
некоторый арифметический инвариант. Вамош [1161] исследовал 
такие модули М над кольцом R, что HomH(N, М)-т--0 для любо­
го ненулевого /?-модуля М. С. К. Россошек [119] продолжил ис­
следование корректных модулей, начатые в [M75 : 128]. 

В ряде работ рассматривались классы модулей, введенных 
по аналогии с некоторыми классами колец. Первичные и полу-
первичные модули, первичные левые идеалы изучались в [4, 253, 
399, 985]. Регулярные модули (то есть модули, все подмодули 
которых чисты), исследовались в [351] (см. также [М75: 519, 
521, 525, 529]), полурегулярные модули — в [877]. Факториаль-
ные модули над коммутативными кольцами, являющиеся анало­
гом факториальных колец, изучались >в [379, 880] (см. также 
[М75: 1039—1041, М71: 829]). Мехди и Сингх. [816, 817, 1084] ис­
следовали свойства мультипликационных модулей над коммута­
тивными кольцами (модуль М называется мультипликационным, 
если для любых подмодулей L, N из М, где LsN, найдется 
такой идеал A, что L = NA). 

Модуль, все собственные подмодули которого малы, назы­
вается пустотелым. Харада [603] продолжил -исследования пу­
стотелых модулей, начатые Флери [М75: 537]. В частности, он 
доказал, что конечно порожденный однородный пустотелый мо­
дуль над совершенным справа или слева кольцом обладает ло­
кальным кольцом эндоморфизмов. Рангасвами [978] исследовал 
модули, в которых каждый конечно порожденный подмодуль 
является малым. Харада [606] изучал немалые модули, то есть 
•модули, не малые в своей инъективной оболочке. Рассмотрено 
также двойственное понятие. Модули над коммутативными Не­
веровыми кольцами, каждый собственный подмодуль которых 
'лежит в максимальном подмодуле, рассматривались в [1236]. 
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Тив.ари и.Парамханс привели условие на подмодули A S B мо­
дуля М, эквивалентное тому, что В/А является сингулярным 
подмодулем модуля М/А. А. В. Андрунакиевич [6] исследовал 
2-радикал модуля, где 2 — специальный класс модулей в смыс­
ле [М65: 5], удовлетворяющий дополнительному требованию: 
если /И62л, 0{ne}iV.=.M, то -¥62А- Нита [888] рассматривал моду­
ли над коммутативными кольцами, содержащие в качестве 
подмодулей изоморфные копии любого простого модуля. (Петер­
бург [913] привел ряд замечаний о модулях над скрещенным 
произведением полулокального кольца R и конечной группы ав­
томорфизмов! кольца R, индуцирующей группу вполне внешних 
автоморфизмов на факторкольце R/J(R). Пусть все конечно по­
рожденные левые идеалы кольца R являются свободными мо­
дулями единственного ранга, M&R-M.od, M^Rm/Rn, A— матри­
ца модуля М, h(M)=m—n. Если Homn(M, R)=0 и внутренний 
ранг матрицы А равен min(m, п), то модуль М называется пол­
ным. Полный модуль называется положительным (отрицатель­
ным, периодическим), если А(М)>0 {h(M)<0, / i(M)=0). Кон 
[366] доказал, что любой конечно порожденный 7?-модуль яв­
ляется прямой суммой свободного модуля и расширения отри­
цательного модуля с помощью положительного. Лябут [738] 
рассматривал свободные алгебры Ли как модули над своими 
обертывающими алгебрами. Шудо [1073] исследовал свойства 
комодулей над коалгебрами. В работах [117, 1140] известные 
результаты об абелевых группах были перенесены на случай 
модулей над ограниченными наследственными нётеровыми пер­
вичными кольцами. Длаб и Рингель [420] придали теоретико-
модульное значение свойству суммирования корневой системы 
диаграммы Дынкина. 

1.2. Свойства прямых сумм. Будем говорить, что подмо­
дуль А модуля М козаменяем относительно прямого разложения 
М=и.Са, если равенство М — А®В влечет существование 

« 
таких подмодулей С'ас:Са, что M----A©(jiGa). Подмодуль А 
модуля М называется (конечно) козамеияемым в модуле М, если 
он козаменяем относительно любого (конечного) прямого разло­
жения модуля М. Модуль А называется (конечно) козамеияемым, 
если он (конечно) козаменяем в любом содержащем его модуле. 
Николсои [878J доказал, что цМ конечно козаменяем тогда и 
только тогда, когда в кольце End^(M) идемпотенты можно' 
поднимать по модулю любого левого (правого) идеала. Там же 
доказано, что конечная козаменяемость проективного модуля Р 
равносильна тому, что если P = M1 + M2> т 0 найдется такое 
прямое разложение Р—РХ@РЬ где М{эР{, i--=1, 2. Козаменяе-
мые модули рассматривались также в [691]. Харада и Ишии [607] 
передоказали результаты Ямагаты [М75: 1455J о проективных. 
козаменяемых модулях. 
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Будем говорить, что в прямом разложении А © В^А © С на 
модуль A можно сократить (слабо сократить), если 5 = С (най­
дется такое натуральное число n, что Вп^С"). Свойство (сла­
бого) сокращеция рассматривалось в работах [539, 541, 548, 587, 
1111]. Гудёрл [539, 541], в частности, доказал, что на модуль А 
можно слабо сокращать тогда, когда А — конечно порожденный 
модуль над любым подкольцом конечномерной алгебры над по­
лем рациональных чисел. Гудёрл и Уорфилд [548] рассматрива­
ли случай, когда А, В, С — конечно порожденные модули над та­
кой алгеброй R над коммутативным кольцом 5, что модуль част­
ных RM является конечно порожденным 5лг-модулем для любого 
максимального идеала М кольца S. Они доказали, что: (1) 
если A © BszA © С, то В^С\ (2) если A"s=zBn, то А^В; (3) ес­
ли A" изоморфно прямому слагаемому из Вп, то А изоморфно 
прямому слагаемому из В. В [649] развивается теория сокраще­
ний для ряда категорий, которая применяется к модулям над 
кольцами алгебраических чисел. 

Грузон и Иенсен [577] охарактеризовали модули М, для ко­
торых существует такой кардинал i, что каждая прямая сте­
пень модуля М раскладывается в прямую сумму подмодулей, 
мощность которых не превосходит t. Ленцинг [762] выяснил, 
когда для фиксированного модуля М и произвольного цикличес­
кого модуля F любой гомоморфизм F-+\~\M/\J\M поднимается 

t t 
до гомоморфизма E->nM> rAe ^ — произвольный кардинал. 
Там же исследуется вопрос, когда модуль \_\М выделяется 

t 
прямым слагаемым в прямой степени [~\М. Этот результат при­
меняется к случаю, когда М = $#. В [244] выяснено, когда 
модуль обладает свободным прямым слагаемым бесконечного 
ранга. В работах [480, 781, 783, 784] изучаются свойства под-
прямых произведений модулей. 

Рингель [1013] изучал свойства неразложимых модулей над 
конечномерными наследственными алгебрами. В [1087] рассмат­
ривались конечномерные неразложимые модули над факторал-
геброй многочленов К[хи ..., x„]/(xi,..., х„)2. Неразложимые 
модули над групповой алгеброй нециклической абелевой груп­
пы экспоненты р над полем характеристики р исследовались в 
[308]. Неразложимые модули над различными алгебрами бес­
конечного типа представлений рассматривались в [285, 1192]. 
Йондруп [687] исследовал вопрос о том, когда левая артино-
вость кольца R вытекает из конечности числа циклических (ко­
нечно порожденных, конечно представимых) R-модулей. Уорфилд 
[1187] изучал свойства (неразложимых) модулей над коммута­
тивными артиновыми кольцами и кольцами дискретного норми* 
рования. Неразложимые модули над некоторыми квазифробе-
ниусовыми кольцами исследовались в [212, 490]. Артиновой ал-
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.геброй называется артиново кольцо, являющееся конечно по­
рожденным модулем над своим центром. Неразложимые моду­
ли над артиновыми алгебрами изучались в [207, 209, 210, 211, 
216, 217, 304, 552, 566, 567]. В книге Гордона и Грина [554] про­
водится изучение специального класса неразложимых моду­
лей — модулей с сердцевиной. Говорят, что модуль М имеет 
•сердцевину, если пересечение всех немалых подмодулей модуля 
•М не равно нулю. Некоторые свойства неразложимых модулей 
рассматривал Грин [568, 570]. Циммерман — Хьюзген [1231] 
•доказал, что счетная прямая степень модуля М является прямой 
суммой модулей.с локальными кольцами эндоморфизмов тогда 
и только тогда, когда любая прямая сумма экземпляров модуля 
М алгебраически компактна. В [1226, 1230] • исследовались дру­
гие свойства прямых степеней модулей. В [250] изучаются свой­
ства прямых сумм антисингулярных квазиинъективных модулей 
над антисингулярным слева кольцом. 

В работах [254, 639, 1080] известные результаты о п'рямых 
разложениях абелевых групп переносятся на специальные 
•классы модулей. Стентон [1116—1118], Цошингер [1235], Лэди 
[741] исследуют прямые разложения модулей над коммутативны­
ми кольцами дискретного нормирования. Арнольд [203] изучает 
•связи и параллели между теорией решеток над порядками и тео­
рией модулей без кручения конечного ранга над дедекиндовыми 
подкольцами поля алгебраических чисел, что применяется к 
•прямым разложениям абелевых групп. Прямые разложения мо­
дулей весьма специального вида рассматривались в [28, 871]. 
Ряд свойств высоких подгрупп абелевых групп переносится в 
i454] на модули над дедекиндовыми кольцами. 

1.3. Модули с условиями конечности. Андерсон [190] отме­
тил, что артинов модуль над коммутативным кольцом счетно по­
рожден, а Хартли [608] привел пример артинова модуля над 
счетным кольцом, не являющегося счетно порожденным. 
В [608] показано, что групповая алгебра над полем свободной 
группы счетного ранга обладает артиновым модулем, все под­
модули которого вполне упорядочены по включению и по­
рядковый тип этого вполне упорядоченного множества равен 
первому несчетному ординалу. Снайдер [1100] доказал, что все 
инъективные оболочки простых модулей над целочисленным 
групповым кольцом конечно порожденной нильпотентной груп­
пы являются артиновым.и модулями. Ленаган [757] доказал, что 
если идеал А нётерова справа кольца R имеет композиционный 
ряд как левый ^-модуль, то А имеет композиционный ряд как 
.правый -R-модуль. Гудерл [545] привел примеры как артиновых 
модулей, так и нетеровых модулей над регулярным первичным 
Кольцом, не обладающих композиционным рядом. В [581] дока­
зано,, что неразложимый, артинов чисто инъективный модуль об­
ладает локальным кольцом эндоморфизмов. Действие'.идеала 
на артйновом модуле рассматривалось'в'' [395]. Роберте [1017] 
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вводит и изучает для артиновых модулей над коммутативным 
локальным кольцом размерность, определение которой двой­
ственно обычному определению размерности Крулля, введенно­
му Габриэлем и Рентшлером [М71:924]. Ранее анонсированные 
результаты об артиновых модулях опубликованы в [225]. 

Модуль, обладающий существенным артиновым подмодулем,: 
называется конечно вложенным- Ше'лтер [1054] доказал, что 
конечно вложенный конечно порожденный модуль над вполне 
ограниченным .слева нетеровым кольцом, все .правопримитивные 
факторкольца которого артиновы, является артиновым моду­
лем. Джин [511] привел пример примитивной справ.а и слева 
области главных левых идеалов, над которой существует неар-
тинов модуль, являющийся существенным расширением точного 
простого модуля. В [376] для характеризации коммутативных 
когерентных колец и коммутативных колец слабой гомологиче­
ской размерности один используются такие модули М, что 
М/М — конечно вложенный модуль. Конечно вложенные левые 
идеалы встречались в [175, 692]. Конечно вложенные модули 
рассматривались также в [410, 1094, 1214]. 

Шок [1070] доказал, что если каждый фактормодуль моду­
ля М имеет конечно порожденный цоколь и малый радикал 
Джекобсона, то М — нётеров модуль, Каракас [695] доказал, 
что нётеровость модуля над коммутативным кольцом равно­
сильна тому, что все его первичные подмодули конечно порож­
дены. Размерность Крулля модуля М (определяемая как де­
виация множества всех его подмодулей, частично упорядоченно­
го по включению) обозначается через Kuim(M), Любой нёте­
ров модуль обладает размерностью Крулля. Модуль называется 
сжимаемым, если он изоморфно вкладывается в любой свой не­
нулевой подмодуль. Модуль М, обладающий /<dim(iW), назы­
вается критическим, если К dim (N)<K dim (M) для любого его 
собственного фактормодуля N. В [1185] доказано, что если 
R — нётерово справа кольцо, целое над своим центром, то все 
конечно порожденные критические R-модули являются сжимае­
мыми. С помощью понятия редуцированного ранга для конечно 
порожденных модулей над нетеровыми слева кольцами и коль­
цами, обладающими левой размерностью Крулля, в работах 
[346, 531, 760] передоказываются многие известные результаты 
о нётеровых слева кольцах и кольцах с размерностью,Крулля. 
Джатегаонкар [666] для доказательства аналога теоремы Крулля 
о главном идеале для первичных колец с полиномиальным тож­
деством вводит и использует некоторый аналог длины модуля 
над вполне ограниченным нетеровым кольцом- Амицур и Смолл 
[189] доказали, что если D—тело, то все простые модули над 
кольцом многочленов D[xh . . . , хп] конечномерны над D. 

Пусть А, В — подмодули модуля М, C=-AriB, f — максималь­
ное расширение тождественного отображения 1с , рассматривает 
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мого как гомоморфизм из А в Б, D — область определения го­
моморфизма f, d(X) —размерность Голди модуля X. Камилло и 
Зельманович [318] доказали, что d(A + B) = d(A) +d(B) — 
—d(D)-\-d(D/C), и привели пример, когда d(A + B){ne}d(A) + 
+ d(_9)— d(AflS). Некоторые приложения формулы Камилло— 
Зельмановича приведены в [314, 523]. Свойства минимальных 
систем образующих для модуля изучались в [608, 980]. Системы 
образующих модулей над полугрупповыми алгебрами исследо­
вались в [608]. Джилмер [507] описал модули над коммутатив­
ными кольцами, все собственные подмодули которых являются 
конечными прямыми суммами простых модулей. Модули, двой­
ственные модулям, конечномерным в смысле Голди, изучались 
в [1139, 1169, 1170J. Камилло [313] охарактеризовал модули, все 
фактормодули которых конечномерны по Голди. Сегал [1058] 
доказал, что конечно порожденный модуль над целочисленным 
групповым кольцом конечно порожденной почти нильпотентной 
группы обладает конечным рядом подмодулей, факторы кото­
рого имеют нулевой радикал Джекобсона. Свободные модули 
с условием максимальности для «-порожденных подмодулей при 
каждом фиксированном числе п изучал Рено [1000]. Конструк­
тивные модули, являющиеся обобщением конечно представимых 
модулей, рассматривал Рибенбойм [1004]. Коэн [362] доказал, 
что если М и N — стабильно эквивалентные модули над цело­
численным групповым кольцом конечной группы, являющиеся 
свободными нециклическими абелевыми группами, то их мини­
мальные числа образующих равны. Вполне ограниченное слева 
нётерово слева кольцо называется левым "..SN-кольцом. Уор-
филд [1191] обобщил на левые FBN-кольца. конечной размерно­
сти Крулля теорему Форстера—Суона [М68 : 388] о границе чис­
ла образующих конечно порожденного модуля. Он же [1190] 
изучал соотношения между системой образующих и системой 
стабильных образующих конечно порожденного модуля. Фейс 
[451] исследовал понятие рода модуля М, то есть минимального 
числа, для которого существует эпиморфизм Mn^>-nR. Робсон 
[1018] доказал, что если М — конечно порожденный модуль над 
нетеровым кольцом, идеалы которого являются предобразую-
щими, причем /С dim(iW) =«,- то М порождается л+1 элемента­
ми. Ограничения на числа образующих идеалов и модулей над 
коммутативными кольцами рассматривались в [274, 1177]. Свой­
ства длины фактормодуля M/J(M) конечно порожденного мо­
дуля М изучались в [984]. Бичи [236] рассматривал конечно по­
рожденные вполне ограниченные модули Артина—Рисса над 
нётеровыми кольцами и доказал, что конечно порожденный мо­
дуль над FSN-кольцом имеет лишь конечное число максималь­
ных элементов в своем носителе. Свойства конечно порожден­
ных модулей над полунаследственными первичными кольцами 
изучал Миллер [825], а над различными классами простых нё-
теровых колец — Стаффорд [1106, 1110, 1112] и Робсон [1019]. 
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Модуль М называется конечно аннулируемым, если он содержит 
такое конечное подмножество F, что AnnflM=AnuHF. Конечно 
аннулируемые модули использовались в [243] для характе-
ризации различных классов колец. Теоремы существова­
ния для базисных элементов в модулях Штейна доказаны 
в [302]. Настасеску [860] доказал, что модуль степенных 
рядов -W[[X]] над кольцом i?[[X]] обладает размерностью 
Крулля тогда и только тогда, когда М — нётеров модуль. 
Копримариое разложение артинова модуля рассматри­
валось в [830]. Примарные разложения различных классов 
модулей рассматривались в [45, 255, 550, 891]. Терциарные раз­
ложения конечно порожденного модуля над нётеровым кольцом 
изучались в [751]. Настасеску [864] исследовал нётеровы и ар-
тиновы модули относительно аддитивной топологии на основ.-
ном кольце. Он же [861] рассматривал артиновы объекты в ка­
тегориях Гротендика. Изоморфизм пар конечно порожденных 
модулей над коммутативными областями главных идеалов ис­
следовался в [61]. Андерсон [191] изучал такие конечно порож­
денные модули М над коммутативным нётеровым кольцом, что 
N+(HiV a )=n(N+N a ) для любых подмодулей N и Na модуля 

а а 
М. Рангасвами [978] исследовал модули с условием минималь­
ности для немалых подмодулей. Модули, обладающие размер­
ностями Крулля /Cdim и Габриэля Gdim рассматривались в ра­
ботах [184, 277, 278, 279, 340, 522, 595, 596, 597, 727, 730, 749, 
756, 758, 761, 1044, 1145]. Ленаган [761] доказал, что если мо­
дуль М представлен в виде объединения трансфинитной после­
довательности таких модулей Ма, что Kdim (Ma)<t для всех а 
и фиксированного трансфинитного числа t, то размерность 
Крулля модуля М существует и не превосходит t. Он же [758] 
изучал связь, между К dim R и К dim R/A, где A — обратимый 
идеал нётерова слева кольца R. Ряд результатов о кольцах и 
модулях, обладающих размерностью Крулля, получил Лемонье 
[756]. В частности, он доказал, что модуль с размерностью 

Крулля над V-кольцом является нётеровым. Кроме того, если 
,R — коммутативное кольцо, все факторкольца которого конеч­
номерны в смысле Голди, то существование KdimR равносиль­
но тому, что кольцо R удовлетворяет условию максимальности 
для простых идеалов и каждый идеал кольца R содержит произ­
ведение простых идеалов. Размерность Крулля модулей над 
нетеровыми слева кольцами, целыми над СВОИМИ центрами, изу­
чали Шамари и Удри [340]. Бойль и Феллер [278] исследовали 
такие модули над нётеровым слева кольцом, у которых размер­
ности Крулля всех ненулевых конечно порожденных подмодулей 
совпадают. Бойль [277] рассматривала такие модули М, что 
iCdimM/N</CdimM для любого существенного подмодуля N. 
Размерность Габриэля идеализаторов и подидеализаторов вы­
числялась в [597, 727, 730]. Лански [749] использовал некате-
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горный подход к размерности Габриэля для рассмотрения раз-
мерности Габриэля над кольцами с инволюцией. Голан [522] 
рассматривает в своей книге функции квазиразмерности, охва­
тывающие размерность Габриэля. 

1.4. Проективные и плоские модули. О свойствах проектив­
ных и плоских модулей, связанных с локализациями и кручения­
ми см. § 3. Результаты, тесно связанные с алгебраической 
/(-теорией, почти не рассматриваются. 

Ниже в этом абзаце через R обозначено кольцо многочле­
нов D[xh . . . , хп] от п независимых переменных с коэффициен­
тами из кольца D, через Р обозначается конечно порожденный 
проективный ^-модуль. Уже в предыдущем обзоре [137] упоми­
налось о том, что А. А. Суслин [М75: 146] и Квиллен 
[М75: 1128] независимо решили проблему Серра положительно, 
доказав, что если D -— поле, то Р — свободный модуль. Проблеме 
Серра и ее обобщениям был посвящен ряд работ. После 
препринта Квиллена [М75 : 1128] вышла его статья [971], в кото­
рой доказано, что если D — коммутативная область главных 
идеалов, то Р — свободный модуль. Полному изложению резуль­
татов А. А. Суслина и Квиллена посвящена книга [745], которая 
содержит также ряд открытых вопросов по ЭТОЙ тематике. 
Частичные результаты по проблеме Серра содержатся в [1025,, 
1026], А. А. Суслин [140] доказал, что если D — тело, конечно­
мерное над своим центром, а ранг модуля Р больше единицы,. 
то модуль Р свободен. Стаффорд (1115] доказал, что если D — 
тело с бесконечным центром, то модуль Р либо свободен, либо 
изоморфен левому идеалу кольца R. Проблема Серра в неком­
мутативном случае рассматривается также в [724]. Проблема 
Серра решается положительно для следующих случаев: (1) D — 
коммутативная одномерная область Безу [791]; (2) D — ком­
мутативная область Безу, все простые идеалы которой имеют 
конечную высоту [763]; (3) D — кольцо формальных степенных 
рядов от конечного числа переменных над полем [779]; (4) D — 
аффинное нормальное подкольцо кольца многочленов от двух 
переменных над полем, порожденное мономами [194]. В рабо­
тах [287, 778, 1028] для некоторых коммутативных колец D до­
казано, что модуль Р является расширенным с некоторого ко­
нечно порожденного проективного D-модуля Q. Канг Минг-Чанг 
[694] доказал, что если D — коммутативное нётерово кольцо с 
конечной нормализацией и либо 1/2 6D, либо ранг Р не равен 2, 
то модуль Р изоморфен прямой сумме свободного ^-модуля и 
проективного R-модуля ранга 1. Андерсон [192] доказал, что-
если А — аффинное подкольцо кольца многочленов от двух пе­
ременных над полем, то любой конечно порожденный проектив­
ный'A-модуль является прямой суммой свободного модуля и 
проективного модуля ранга 2. В работах [731, 1026] приводятся 
результаты, касающиеся дополнения унимодулярной строки до-
обратимой матрицы. А. А. Суслин [140] доказал, что если А — 
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аффинная алгебра размерности d над алгебраически замкнутым 
полем, то каждый конечно порожденный проективный A-модуль,. 
ранг которого не меньше d, свободен. Проблеме сокращения для 
проективных модулей посвящены статьи A. A. Суслина [1125] 
и Стаффорда [1108]. Конечно порожденный модуль RM назы­
вается стабильно свободным модулем типа п, если М ® R" — 
свободный модуль. Лэм [744] доказал, что прямая 'сумма доста­
точно большого числа стабильно свободных модулей типа п яв­
ляется свободным модулем. 

Свойства стабильного ранга кольца многочленов от конеч­
ного числа переменных над коммутативным кольцом изучал 
Габел [498]. Стаффорд [1107] доказал, что любой, проективный 
модуль над алгеброй Вейля An(D) стабильно свободен.' 
А. А. Суслин [101, стр. 97] привел конструкцию, позволяющую по 
паре {М, / ) , где f — нилыютентный эндоморфизм конечно порож­
денного модуля М над коммутативным нётеровым локальным, 
кольцом R, построить конечно порожденный проективный R[x)-
модуль Р(М, f), ранг1 которого равен размерности ядра эндо­
морфизма Tori(f, К), где К — поле вычетов кольца R. Пусть 
R — нётерово коммутативное кольцо, A=R[xu x,_ 1 , . . . , хп, хп-\. 
У\, • • •. Ут), Р — конечно порожденный проективный A-модуль. 
Суон [1128] при некоторых дополнительных предположениях до­
казал существование такого проективного ^-модуля Q, что-
Р&А ® RQ. Картер [331] привел примеры проективных модулей 
над целочисленными групповыми кольцами групп SLn(Z)„ 
GLn(Z), не являющихся стабильно свободными. Берридж и Дан-
вуди [248] построили примеры несвободных проективных модулей 
над целочисленными групповыми кольцами групп без кручения.. 
Михлер [822, 823] доказал, что если F — поле характеристики 
р>3 , G — конечная группа, не являющаяся p-разрещимой, М — 
неразложимый проективный непростой FG-модуль ^-размер-
ности р, то М обладает композиционным рядом длины 3 и цо­
коль модуля М одномерен. Проективные и свободные модули 
над групповыми кольцами рассматривались также в [228, 320— 
322, 356, 582, 723]. 

Стаффорд [1110] доказал, что любой проективный модуль над 
алгеброй Вейля Ап(К), где К — поле характеристики нуль, либо 
свободен, либо изоморфен левому идеалу. Леви [768] изучал 
строение конечно порожденных проективных модулей над ком­
мутативными нётеровыми одномерными по Круллю областями.. 
Фуллер и Шаттерс [497] и Брокман [289, 290] выяснили строе­
ние проективных модулей над полулокальным р-связным коль­
цом. Фуллер и Шаттерс [497] доказали также, что над полуло­
кальным кольцом существует лишь конечное число классов изо­
морфных проективных неразложимых конечно порожденных: 
модулей. Паримала и Сридхаран [949, 950] исследовали проек­
тивные модули над обобщенными алгебрами кватернионов.. 
Проективные и плоские модули над фробениусовыми алгебрами: 
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и алгеброй Стинрода рассматривали Лин и Марголис [776]. 
Проективные модули над неассоциативными кольцами изучал 
Висбауэр [1202, 1207]- Проективные идеалы колец непрерывных 
функций исследовали Е. М. Вечтомов [27] и Брукшер [291, 292]. 
Бек и Тросборг [244] привели условия на «большой» проектив­
ный модуль, эквивалентные его свободе. Условия конечной по-
рожденности проективного модуля, являющегося конечно порож­
денным по модулю радикала Джекобсона кольца, рассматри­
вали И. И. Сахаев [124], Йондруп [683], Валетт [1160]. Фрелих 
{473] изучал локально свободные модули над порядками в ко­
нечномерной полупростой алгебре над полем алгебраических 
чисел. Уорфилд [1188], сопоставляя каждой матрице с коэффи­
циентами из некоторого кольца коядро гомоморфизма свобод­
ных модулей, задаваемого этой матрицей, исследовал вопрос, 
когда это коядро определяет матрицу с точностью до эквива­
лентности. В [336] исследовались свободные и проективные гра­
дуированные модули. Рефлексивные модули изучались в [585, 
675, 1057, 1155]. Масаике [800] привел условия на кольцо R с 
самоинъективным слева максимальным левым кольцом частных 
Q, эквивалентные тому, что каждый конечно порожденный 
R-модуль М, изоморфный подмодулю прямого произведения 
экземпляров модуля RR, вложим в свободный .R-модуль. Брунс 
и Веттер [303] доказали, что если М — конечно порожденный 
модуль без кручения над коммутативным нётеровым кольцом 
Я, причем МА — свободный .^-модуль для каждого простого 
идеала А с условием grade(A)<1, то модуль JW'содержит такой 
свободный подмодуль F, что MjF изоморфен идеалу из R. Про­
ективные модули, все прямые степени которых иро-
ективны, изучали Циммерман [1227] и Джереми [673]. Николсон 
[876] и Янсен [664] рассматривали проективные модули, некото­
рые фактормодули которых обладают проективными покрытия­
ми. Проективные модули, все простые фактормодули которых 
инъективны, исследовались в [790]. Доминантные проективные 
модули изучали Като [697] и Кавада [699, 700]. Связь между 
свойствами бесконечно порожденного проективного модуля и 
его кольца эндоморфизмов изучал Макдональд [812]. Пусть Р — 
конечно порожденный проективный модуль над кольцом A, 
В = ЕпйАР, Т — идеал следа модуля Р. Миллер [826] дал ха-
рактеризации следующих условий: (1) Рв — проективный мо­
дуль; (2) Рв — плоский модуль; (3) ТА — проективный модуль, 
(4) ТА — плоский модуль; (5) функтор Нот в (Р, —) перестано­
вочен с прямыми суммами. Хилл [623] изучал модули, все 
подмодули которых проективны. Ландрок [747] вычислял длину 
Лоэва проективных модулей над симметрическими конечномер­
ными алгебрами над полем. В книге Дикса [406] приведено 
замкнутое в себе доказательство того, что проективность фун­
даментального идеала группового кольца RG, где ^ — ненуле­
вое кольцо, равносильна тому, что G — фундаментальная группа 
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графа конечных групп, порядки которых обратимы в кольце R. 
Проективные модули дифференциалов над алгебрами рассмат­
ривались в [305]. Рамамурты [975] изучал модули с проектив­
ными модулями характеров. Суон [1127] привел более простое 
доказательство того, что векторные расслоения над конечным 
комплексом могут быть представлены как проективные модули 
над нётеровым кольцом. Проективные и свободные модули над 
•специальными классами коммутативных колец рассматривались 
в [226, 676, 854]. Грюнберг и Роггенкамп [575] изучали проек­
тивность в полных аддитивных подкатегориях в R-M.au, замкну­
тых относительно изоморфизмов и конечных прямых сумм. Ле-
варо [766] • рассматривал структурные пучки на спектре ком­
мутативного кольца, являющиеся проективными модулями. 
Николя [882] обобщает на случай модулей некоторые известные 
результаты о свободных абелевых группах. Свободные и про­
ективные резольвенты модулей над коммутативными кольцами 
изучались в [300, 1121, 1173]. 

Переходя к обобщениям проективных модулей, начнем с ра­
бот по квазипроективным модулям. Модуль М называется про­
ективным относительно модуля N или /^-проективным модулем, 
если для любого _эпиморфизма h:N^N и произвольного гомо­
морфизма f: M-+-M найдется такой гомоморфизм f : M->N, что 
f=hf. Квазипроективным модулем называется M-проективный 
модуль М. А. А, Туганбаев [149, 150] описал строение квазипро­
ективных модулей соответственно над ограниченными дедекин-
довыми первичными кольцами и над ограниченными наслед­
ственными нетеровыми первичными кольцами. Частичному ре­
шению этих задач были посвящены работы Сингха [М75 : 1295, 
М75.1296, 1079], Сингха и Талварэ [1086]. С. Т. Главацкий 
[36] изучал топологические квазипроективные модули. Хилл 
[622] описал полулокальные кольца, над которыми квазипроек-
тивен каждый подмодуль квазипроективного модуля. Харада 
[600] теоретико-кольцевыми методами передоказал свой резуль­
тат [М75 : 673] о прямых разложениях квазипроективных моду­
лей над полусовершенными и совершенными кольцами. Ква-
.зипроективные модули над полулокальными кольцами затра­
гивал Ахсан [179, 180]. Более широкий класс модулей по 
сравнению с квазипроективными модулями образует класс мало-
проективных модулей. Модуль М называете^ малапроективным, 
если _для любого эпиморфизма h;M~>-M и произвольного 
fGEndAf найдется такой fGEndM, что hf = fh. А. А. Туганбаев 
[143, 152] описал строение малопроективных модулей соответ­
ственно над ограниченными дедекиндовыми первичными коль­
цами и над ограниченными наследственными нетеровыми пер­
вичными кольцами. Он же доказал, что классы квазипроектив-
ных и малопроективных модулей над совершенным слева 
кольцом совпадают [145, 151], и использовал малопроективные 
модули для характеризаций наследственных, полунаследствен-
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ных, совершенных, артиновых, полупримитивных и вполне при­
водимых колец [151]. Циммерман — Хыозген [1229] изучал ло­
кально проективные модули, то есть такие модули М, что для 
любого эпиморфизма /г: А-+В, произвольного g : М-+В и любого 
конечно порожденного подмодуля F из М найдется такой гомо­
морфизм f:M~*-A, что (g—hf)F=Q. В частности, любой локаль­
но проективный модуль является плоским модулем и изоморфен 
чистому подмодулю прямой степени основного кольца, чистые 
подмодули локально проективных модулей локально проектив-
ны; кроме того, описаны локально проективные модули над по-
лунаследственными кольцами. Модули, проективные относитель­
но эпиморфизмов h.A-vB. где В— конечно порожденный мо­
дуль, рассматривал Хиремат [630]. О других обобщениях проек­
тивных модулей см. [253, 258, 260, 269, 616, 678, 680, 721, 1149, 
1167]. 

Переходя к плоским модулям, отметим, что о применении 
плоских модулей к задачам- по гомологической классификации 
колец см. § 2. СВЯЗЬ плоских модулей с кольцами частных отра­
жена в § 3. Кларк [361] доказал, что если М — плоский мо­
дуль над нётеровым слева и справа кольцом, то найдется такой 
свободный модуль F, что М © F — фильтрованное объединение 
свободных модулей. Дике и Зонтаг [408] доказали, что плоские 
модули над некоторыми областями (областями Сильвестра) яв­
ляются локально свободными модулями. Областью Сильвестра 
является, например, свободная алгебра над коммутативной об­
ластью главных идеалов- Е. Г. Скляренко [128] дал характе-
ризацию плоских модулей в терминах гомоморфизмов двой­
ственности. Он же [129] изучал модули, плоские относительно 
собственных классов в смысле Буксбаума — Маклейна. Модули, 
плоские относительно кручения, рассматривали Блэнд [268], 
Миллер и Тепли [827]. Жираскова [679] исследовала модули, 
плоские относительно предрадикала. Строго плоские модули 
изучал Рангасвами [979]. Плоские идеалы коммутативных колец. 
рассматривали Доббс [423], Глаз и Васконселос [513], Салли и 
Васконселос [1042]. Условиям проективности плоских модулей 
посвящены работы Йондрупа [685] и Раща [1033]. О других ра­
ботах по этому вопросу см. п. 2.7. Нобиле [890] доказал, что если 
f: Л-кВ —' гомоморфизм коммутативных колец, В — иётерово 
кольцо, N—-такой идеал кольца В, что /•/.=-/(В) и'все индуци-

ованные гомоморфизмы fn: A~^BlNn являются плоскими, то 
—• плоский гомоморфизм. Новое доказательство известного-. 

результата, что плоский гомоморфизм коммутативных колец об­
ладает свойством спуска, предложили Доббс и Папик' [425].. 
О других работах по плоским гомоморфизмам колец ем. п. 3.6.. 
Леди [739] изучал свойства прямых сумм плоских подмодулей 
поля частных нётеровой коммутативной локально факториаль-
ной области. Эванс [436] нашел условия, при которых модули беа 
кручения в смысле Хаттори образуют класс модулей без круче-
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ния относительно некоторой наследственной теории кручения, 
соответствующей совершенной топологии. 

1.5. Инъективные модули (и близкие к ним классы модулей). 
Относительно использования инъективных модулей в гомологи­
ческой классификации колец—-см. § 2, в локализациях — см. 
§ 4. Те или иные свойства инъективности в абелевых группах и 
кольца эндоморфизмов инъективных модулей отражены лишь 
•частично. 

Матлис [803] опубликовал обзорную статью о свойствах инъ­
ективных и делимых модулей над коммутативными кольцами. 
Пусть Е — инъективная оболочка простого модуля над кольцом 
R. В случае нётерова Р/-кольца R артиновость модуля Е дока­
зал Джатегаонкар [667], а в случае целочисленного группового 
кольца конечно порожденной нильпотентной группы —• Снайпер 
,[1100]. Инъективные модули над групповыми кольцами рассмат­
ривали Браун и Лоуренс [297], Гурсо и Валетт [563], Хартли 
[609], Муссон [855]. Гудерл и Бойль [546] развили для антисин­
гулярных инъективных модулей теорию типов, аналогичную 
теории типов бэровского кольца, и теорию функций размерности, 
аналогичную теории Лумиса и Неймана для регулярных колец. 
•Эти средства они применили для изучения самоинъективных ре­
гулярных колец. Модуль называется вполне разложимым, если 
юн является прямой суммой неразложимых инъективных моду­
лей. Пусть N — прямое слагаемое вполне разложимого модуля 
М. Остается нерешенной проблема Матлиса [М75 : 943]: будет 
ли N вполне разложимым модулем? Ю Чи Минг [1222] дал по­
ложительный ответ в случае, когда N содержит сингулярный 
подмодуль Z(M) модуля М. Кутами ц Оширо [736] доказали, 
что если Z(iV)=0, то N — кваз.иинъективный модуль. Кроме то­
го, выяснено, когда антисингулярный модуль, содержащий инъ­
ективные оболочки своих циклических подмодулей, является 
вполне разложимым модулем. Подпроизведения инъективные 
.модулей исследуются в работах Фукса и Лунстры [480], [781]. 
Миллер и Тёрнидж [829] изучали инъективные модули, все 
конечно вложенные фактормодули которых инъективны. Чоуд-
хури и Теаари [355] использовали для характеризации левых 
V-колец такие модули М, что М и Й/М. — коциклические моду­
ли. Неразложимые инъективные модули над цепными кольцами 
•рассматривали Ру [1030] и Тернер [1152, 1153]. Хаугер [614] 
изучал инъективные кообразующие над кольцами линейных 
дифференциальных операторов. Роггенкамп [1020] классифи­
цировал инъективные модули над горенштей новыми порядками 
(в частности, над целочисленными групповыми кольцами ко­

нечных групп). Инъективные модули над фробениусовыми ал­
гебрами и над алгеброй Стинрода рассматривали Лин и Мар-
толис [776], над обертывающими алгебрами — Баллар [223], над 
•неассоциативными алгебрами — Висбауэр [1202]. Фулберт и Куз-
-манович [485] доказали, что инъективный модуль над расщеп-
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ляющимся подпрямым произведением колец А я В является пря­
мой суммой инъективного A-модуля и инъективного 5-модуля. 
Камилло [315] изучал коммутативные кольца со свойством 
Нот(М, N)=0, где М, N — инъективные оболочки неизоморф-
ных простых модулей. Фоксби [471] исследовал поведение инъ. 
ективности при замене коммутативных нётеровых колец с по' 
мощью плоского гомоморфизма. Инъективные градуированные 
модули над коммутативными градуированными кольцами рас­
сматривали Гото и Ватанабе [555, 556], Инъективные модули 
над специальными классами коммутативных колец изучаются в. 
работах Настасеску [862] и Харуи [610—612]. Е. М- Вечтомов 
[26, 27] описал инъективные и чистые идеалы колец непрерыв­
ных функций. Шарп [1063] доказал, что каждый инъективный: 
модуль над коммутативным нётеровым кольцом является пря­
мой суммой таких модулей, где умножение на любой элемент 
кольца является либо эпиморфизмом, либо нильпотентным 
эндоморфизмом. Вамощ [1164] доказал, что инъективная обо­
лочка Е прямой суммы всех простых модулей над полуло-
кальным нётеровым /"/-кольцом индуцирует двойственность 
между /(./?)-адическим пополнением Я кольца R и кольцом 
Т = Епа,-Д Кроме того, модуль Ет—артинов. Инъективные ле­
вые идеалы нётеровых колец изучали Чаттерс, Хаджарнавис и 
Нортон [348]. Свойства простых инъективных модулей исследо­
вал Андерсон [195]. Кошон [333] нашел условия, при которых 
все неразложимые инъективные модули над нётеровым слева 
кольцом определяются ассоциированными первичными идеа­
лами. О кольцах, над которыми все квазиинъективные модули. 
инъективны, .см. § 2 и работы И. Д. Буну [23], Бойль 
и Гудёрл [280], Фейса [442]. Перейдем к классам модулей,. 
близких к инъектЕвным. Пусть А и В — квазиинъективные 
модули. Гудёрл [538] доказал, что если модуль An изо­
морфен модулю В" (прямому слагаемому модуля В"), то мо­
дуль A изоморфен модулю В (прямому слагаемому модуля В). 
Свойства прямых сумм антисингулярных квазиинъективных мо­
дулей над антисингулярными слева кольцами изучал Берри 
[250]. Бойль [276] охарактеризовала однородные квазиинъектив­
ные модули, не содержащие собственных квазиинъективных 
подмодулей. Хилл [622] описал полулокальные кольца, над ко­
торыми фактормодули квазиинъективных модулей квазиинъек-
тивны. Аламелу [181] изучал квазиинъективные модули над 
коммутативными нётеровыми кольцами. Квазиинъективным мо­
дулям посвящены работы Ахсана [173, 177—180]. С. Т. Гла-
вацкий [35, 36] изучал топологические квазиинъективные моду­
ли. Модуль называется малоинъективным, если все эндомор­
физмы его подмодулей продолжаются на весь модуль. А, А. Ту-
ганбаев доказал, что: (1) малоинъективный модуль, обладаю­
щий размерностью Габриэля и существенным цоколем, являет­
ся квазинъективным модулем [148], (2) каждый подмо-
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дуль малоинъективного модуля является существенным подмо­
дулем прямого слагаемого всего модуля[144]; (3) малоииъектив-
ный неоднородный антисингулярный модуль над первичным пра­
вым кольцом Голди инъективен ,[144]. Он же описан малоинъек-
тивные модули над коммутативными дедекиндовыми кольцами 
[147] и использовал малоинъективные модули для характериза-
ций наследственных, нётеровых, регулярных колец и артиновых 
колец главных .идеалов [151]. 

И. Д. Буну [20—22] рассматривал модули, инъективные 
относительно идемпотентных предрадикалов, предкручений и 
пар (F, М), где F — функция, М — класс модулей. Бицан [252]' 
рассматривал модули, инъективные относительно пары предра­
дикалов, Ннщида [886] — относительно кручения. Бичи [238] 
выяснил, когда кольцо имеет конечную длину относительно кру­
чения, определенного фиксированным модулем. Модули и абе-
левы группы, делимые относительно некоторой • чистоты изучал 
A. В. Иванов [69]. Модули, делимые относительно кручения, ис­
следования Сарат и Варадараджан [1045]. О других связях инъ-
ективности и делимости с теорией радикалов и чистот см. § 3. 
Бикоммутаторы вполне делимых оболочек модулей изучал 
B. К. Захаров [68]. 

Модули, инъективные относительно вложений конечно вло­
женных модулей, рассматривал Хиремат [631]. Ю Чи Минг [1218, 
1224] для характеризаций различных классов колец использовал 
понятие p-инъективного модуля, то есть такого -/^-модуля М, что 
любой гомоморфизм R,a-+M (aeR) продолжается на всё кольцо-
R. Модули над специальными классами коммутативных колец, 
близкие к инъективным в том или ином смысле, рассматрива­
лись в [53, 230, 377, 390, 574, 578, 722, 735, 883]. Курата и Катая-
ма [735] изучали QF-З'-модули (введенные и изучавшиеся 
Г. М. Цукерман [М73 : 122] под другим названием). См. также 
[M75 : 76; 286]. Модуль М называется псевдоинъективным, если 
любой мономорфизм N-+-M, где . V E M , продолжается до эндо­
морфизма модуля М. А. А. Туганбаев [145, 150] доказал, что 
псевдоинъективный, не являющийся сингулярным, модуль над. 
первичным левым кольцом Голди квазиинъективен, и описал 
псевдоинъективные модули над ограниченными наследственными 
нётеровыми первичными кольцами. Циммерман и Циммерман — 
Хьюзген [1228, 1231, 1232] изучали алгебраически ком­
пактные модули. Линейно-компактные модули исследовались 
в [377, 578—580, 901, 1184]. Свойства конечной аксиоматизируе­
мости и элементарной замкнутости некоторых классов модулей, 
близких к инъективным, рассматривали Иенсен и Вамош [671]. 
О связи инъективности с теорией пучков см. [534]. Моду­
лям, близким к инъективным в том или ином смысле, посвящены 
работы [18, 53, 265, 267, 426, 514, 940]. 
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§ 2. ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ КОЛЕЦ 

2.1. Гомологические размерности колец и алгебр. Изложение 
ряда вопросов о гомологических размерностях колец и модулей 
вошло в книги Герамиты и Смолла [505], Рагхавана, Сингха и 
Сридхарана [974] и Васконселоса [1176]. Аксиоматический под­
ход к размерностям (инъективным, проективным, плоским и др.) 
предложен Омом [893]. Вычислению глобальной размерности 
колец дифференциальных операторов, алгебр Вейля и расшире­
ний Ope посвящен цикл работ Г. Л. Фельдмана [162], Чиплун-
жара [354], Гудёрла [535], Розенберга [1029], Макконела [810] 
и Дероше [404]. Малявен-Брамре [788] доказала конечность 
глобальной гомологической размерности локализации по просто­
му идеалу универсальной обёртывающей алгебры конечномерной 
.алгебры ЛИ. Ософская [911] провела вычисление глобальной 
размерности скрученной групповой алгебры абелевой группы над 
лолем нулевой характеристики. В [251, 327] вычислены глобаль­
ные размерности ряда фильтрованных алгебр. В. Е. Говоров 
[37] использовал новые формулы ассоциативности для функто­
ров Нот и ® для получения оценок гомологических размерно­
стей модулей и колец. Оценку, гомологической размерности 
алгебр со стандартным тождеством приводит А. А. Бояркин 
([168], стр. 12—13). Т. И. Датуашвили ([168], стр. 32—33) вы­
числяет гомологическую размерность некоторых линейно тополо­
гических матричных колец. Связи между гомологическими раз­
мерностями кольца и факторкольца, кольца и его плоского рас­
ширения, кольца и идеализатора его одностороннего идеала рас­
сматривались в [273, 809, 1143]. Примеры вычислений глобаль­
ных размерностей колец эндоморфизмов некоторых модулей 
приведены в [383, 1088]. В [780, 941] вычисляются глобальные 
размерности расширений колец с ПОМОЩЬЮ бимодулей. Гринберг 
[572] анализирует пбведение глобальной и слабой размерности 
.при переходе к расслоенным произведениям колец. Реско [1002] 
.выясняет, когда 

gl.dim (D®kk(xu ..., хп)=п, 
где D — алгебра с делением над полем k, а k(xi,... , хп) — по­
ле рациональных функций. Джейн и Сингх [660] отмечают, что 
если в кольце все левые идеалы квазипроективны, то его гло­
бальная размерность может принимать лишь значения 0,1 и {infty}. 
Гринберг и Васконселос [573] показали, что если R — комму­
тативное когерентное кольцо глобальной размерности два, то 
кольцо многочленов i?[xi,..., xn] когерентно. Роггенкамп 
[1022—1024] строит примеры артиновых алгебр и порядков 
глобальной размерности два. Если S — булево кольцо идемпо-
тентов коммутативного, регулярного кольца R, то gl-dimi?<2 
тогда и только тогда, когда gl. dim S<2. Примеры колец гло­
бальной размерности три c дополнительными свойствами возни­
кают в [771]. Бойл и Гудёрл [280] отмечают, что глобальная 
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размерность кольца синъективными квазиинъективными моду­
лями не превосходит его размерности Крулля. Рамрас [977] 
изучает свойства центра локального кольца конечной глобальной 
размерности. Васконселос [1174] рассматривает коммутативные 
локальные когерентные кольца, глобальная размерность которых 
конечна и совпадает со слабой размерностью. Коззенс [384] ис­
следует строение локализуемых алгебр конечной глобальной раз­
мерности. Йенсен [669] доказал существование колец, элемен­
тарно эквивалентных кольцу целых чисел и имеющих любую на­
перед заданную глобальную размерность, 

В связи с изучением модулей над артиновыми алгебрами 
рассматривались свойства глобальных размерностей в теории 
дуализирующих многообразий (см. [213, 214, 215, 992]). 

Кольца, слабая размерность которых равна единице, рас­
сматриваются в [376, 288], и равна двум—в [247, 421]. Лен-
цинг (см. [1010]) анонсировал, что из равенства нулю ле­
вой и правой чистых глобальных размерностей следует конеч­
ность типа представлений кольца. Васконселос [1173] изучил 
свойства глобальной размерности, связанной с резольвентами из 
свободных модулей конечного ранга. Инъективные, проективные 
и квазипроективные размерности модулей рассматривались в 
[328, 653]. Доминантные и кодоминантные размерности затро­
нуты в [328, 430, 638, 900]. Ософская [910] переносит на 
случай абелевых категорий многие из результатов о проектив­
ной размерности различных классов модулей, представимых о 
виде направленных объединений данной МОЩНОСТИ, при этом в 
качестве следствий получается ряд новых теорем о проективных 
размерностях модулей над различными классами колец. 

2.2. Наследственные и полунаследственные кольца. Их обоб­
щения. Фулберт и Кузманович [462] описали полупримарные 
наследственные кольца. Ю. A. Дрозд [57] опубликовал доказа­
тельства анонсированных ранее результатов (см. [М75], стр. 86). 
Критерий наследственности и полунаследственности обобщенных 
колец треугольных матриц предложил Пейдж [936, 1011]. Там 
же показано, что полунаследственное слева -Р/-кольцо — полуна­
следственно справа. Новые критерии наследственности и полу-
наследственности приведены в работах [49, 151, 441, 442] и 
[644, 715] соответственно. Наследственные нётеровы первичные 
кольца исследовали К, В. Агапитов [1] и Джатегаонкар [665], а 
полунаследственные кольца Голди — Чаттерс и Смит [350]. 
Центр С наследственного (первичного полунаследственного) 
кольца, конечно порожденного как С-модуль, наследственен 
(является прюферовой областью) [684, 825]. Аусландер и Рай-
тен [213—215] продолжили свои исследования артиновых алгебр, 
стабильно эквивалентных наследственным. Новые критерии прю-
феровости имеются в работах [423, 453, 462]. Бойсен и Шелдон 
[271] рассматривали коммутативные кольца, все собственные 
факторкольца, которых прюфаровы. Некоммутативные ва-
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рианты прюферовости и дедекиндовости рассматривались 
в работах [445, 825, 1011]. Дике [405] доказал, что груп­
повое ' кольцо RG наследственно тогда и только тог­
да, когда выполнено хотя бы одно из следующих свойств: (1) R 
классически полупросто, a G — фундаментальная группа связ­
ного графа групп без ^-кручения; (2) R — регулярное кольцо со 
счетно порожденными левыми идеалами, a G — счетная локаль­
ная группа без ^-кручения; (3) R — наследственно слева, & 
G — конечная группа без -/-..-кручения. Описание локально разре­
шимых групп, для которых групповая алгебра над любым полем 
наследственна, предложили Гурсо и Валетт [564]. Филдхауз. 
[457], Гурсо и Паско [561] установили эквивалентность следую­
щих свойств самоинъективного кольца R: (1) кольцо многочле­
нов R[x] полунаследственно; (2) R разлагается в прямую сумму 
матричных колец над редуцированными регулярными кольцами: 
(3) R[x] когерентно и R регулярно (ср. [М71:1026, М75:369,. 
М75:956]). Из правой полунаследственности кольца R[x] выте­
кает регулярность кольца R (см. [965]). Полунаследственность 
кольца КОСЫХ многочленов исследовалась в работах [562, 1197]. 
Е. М. Вечтомов ([168], стр. 16) доказал, что кольцо функций 
С{Х) наследственно тогда и только тогда, когда пространство X 
экстремально несвязно. Наследственность тензорной алгебры 
бимодуля над классически полупростым кольцом и полунаслед­
ственность ее пополнения по стандартной фильтрации установил. 
Ю. В. Роганов [114]. Теорию представлений наследственных ар-
тиновых алгебр, изложенную на языке диаграмм, можно найти 
у Платдек, Аусландера и Райтена [212]. Наследственные 
и полунаследственные кольца рассматривались также в работах 
[156, 481, 483, 1086, 1157] и [384, 436, 448, 466, 481, 483, 549, 
1079, 1225] соответственно. Характеризация .наследственных ко­
лец конечного типа представлений приведена в [427]. 

Кольца с квазипроективными левыми идеалами рассматри­
вались в работах [660, 1082]. Кольца с классом квазипроектив-
ных модулей, замкнутым относительно перехода к подмодулям,. 
рассматривал Хилл [622], а с классом квазиинъективных подмо­
дулей, замкнутым относительно перехода к фактормодулям, — 
Ахсан [178]. Ивенс [437] рассматривал обобщенно наследствен­
ные кольца, определяемые требованием проективности подмоду­
лей плоской эпиморфной оболочки, а Наувелаертс и Ойстайен 
[868] — класс модулей, включающий в себя как наследствен­
ные нётеровы первичные Р/-кольца, так и классические порядки 
в центральных простых алгебрах. Миллер и Турнидж [829] рас­
сматривали [строго] конаследственные кольца, определяемые' 
требованием инъективности конечно вложенных (см, стр. 37} 
фактормодулей конечно вложенных любых инъективных модулей. 
В работах [344, 437, 466, 481, 644, 662, 1097, 1135] так или иначе-
затрагиваются РР-кольца. Ли [754] рассматривал кольца, над 
которыми проективны все циклические модули, а Е. М. Вечто-
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мов (['169], ч. 2, стр. 12) —кольца функций с плоскими идеала­
ми. Далее отметим теорему Дикса и Менала [407]: групповое 
кольцо RG является тюлу-./7/-кольцом тогда и только тогда, когда 
R — тело, а группа G локально свободна. Уонг [1209] доказал, 
что полугрупповое кольцо RS, где S — моноид, является FI-коль-
цом слева и справа в том и только в том случае, когда R —те­
ло, а 5 — свободное произведение свободного моноида и свобод­
ной группы. И. Б. Кожухов ([168], стр. 51] анонсировал подоб­
ный результат для левого ^/-кольца, формулируемый, правда, 
значительно сложнее. Локализации FI-колец исследовали Кон и 
Дике [368]. A. Сендрей [1129] охарактеризовала тела свойства­
ми идемтгатентных редуктов модулей над ним. В работах [381, 
894] тело еще раз охарактеризовано как кольцо, над которым 
все модули свободны, без предположения унитарности. Рассмат­
ривались некоммутативные аналоги горенштейновых колец 
{[652, 1021, 1047, 1048]) и колец Коэна-Маколея [1061]. Был по­
лучен ряд новых характеризаций регулярных колец. Так, 
A. A. Туганбаев [151] доказал, что R — регулярное кольцо тог­
да и только тогда, когда все модули характеров M*-Homz {M, • 
Q/Z) .^-модулей М являются малоинъективными. В [1221] отме­
чено, что регулярность кольца равносильна тому, что каждый 
циклический сингулярный модуль является плоским. Коммута­
тивное кольцо, как показал Йондруп [687], регулярно в том и 
только в том случае, когда все неразложимые модули неприво-
димы. Полуартиновы регулярные кольца рассматривались в 
[317, 771, 964], в частности в [317] был построен пример полу-
артинова справа и слева регулярного кольца с условием мини­
мальности для идеалов, над которым существует ненулевой мо­
дуль без максимальных подмодулей. В [1219] приведены харак­
теризаций непрерывных слева регулярных колец в терминах 
р-инъективных модулей. Читай и Смит [351] доказали, что фак-
торкольцо R/J(R) регулярно тогда и только тогда, когда прямое 
произведение регулярных модулей регулярно (здесь под регу­
лярным модулем понимается модуль, в котором все подмодули 
чисты). Оширо [906] отметил ряд свойств конечно порожден­
ных точных модулей над коммутативными регулярными кольца­
ми. Хэндельман [586] исследовал свойства нормализованных 
функций ранга на регулярных кольцах. Висбауэр [1204] рас­
сматривает модули над неассоциативными регулярными и бире-
гулярными кольцами. 

2.3. V-кольца и близкие к ним классы колец. Результатов о 
самих V-кольцах довольно мало. Сарае [1044] и Тиссерон 
'1146] охарактеризовали нётеровы V-кольца, а Гурсо и Валетт 
'563] — групповые V-кольца (ср. [М75:510]). Регулярные 
-'-кольца рассматривал Гурсо [557]. Чандран [343] доказал, 

что в классе дуоколец V-кольцами являются регулярные кольца 
и только они. Другой класс колец с этим свойством указал Лику 
[771]. Те или иные результаты о V-кольцах имеются также в ра-

4* 51 



ботах [5, 188, 379, 563, 629, 1221, 1223]. Классы колец, содержа­
щие как V-кольца, так и регулярные кольца, рассматривали 
Кушо [380] и Рафаэль [983]. 

Результаты о V-кольцах функций получил Е. М. Вечтомов 
([170], ч. И, стр. 27). Гурсо и Джеми [559] построили регуляр­
ное V-кольцо, инъектнвная оболочка которого V-кольцом не яв­
ляется, указав на ошибку в работе [М75:1165]. Неассоциатив-
ное обобщение V-колец рассматривал Висбауэр [1203]. 

Фуллер [491] установил эквивалентность следующих свойств 
|артинова кольца R: (1) каждый неразложимый jR-модуль ква-
зиинъективен; (2) каждый неразложимый ^-модуль квазипроекти-
вен; (3) любых, примитивных идемтютентов е, f&R им<еет место: 
a) Re — однорядный /?-модуль; б) если Ре¥=0 и Je/J2e^Jf/Pf, то 
ReszRf; в) /(е//е/2) <2 ; r) eR — дистрибутивный правый .R-мо-
дуль. Все модули над кольцом с этими свойствами оказываются 
полудистрибутивными. Тиссерон [1146] охарактеризовал 
QZ-кольца (в [М75] они названы Q/7-кольцами) как полупри­
митивные кольца, класс квазиинъективных модулей над кото­
рыми замкнут относительно прямых произведений, а И. Д. Бу-
ну [23] — как кольца, над которыми все предкручения стабиль­
ны. Если дополнительно предположить, что фактормодуль R/L 
имеет нулевой цоколь для всякого существенного левого идеала 
L, то QZ-кольцо R разлагается в прямую сумму классически 
полупростого кольца и кольца с нулевым цоколем, над которым 
«все сингулярные модули инъективны (ср. [М75], стр. 91). 
Фейс [442] подтвердил гипотезу (Бойль, [М75:330]) о 
наследственности <3-"-колец при дополнительном предположении. 
Бойль и Гудёрл [280] установили, что каждое QZ-кольцо яв­
ляется нетеровым V-кольцом, а обратная импликация места не 
имеет (см. также [М75:330], [442]). Они же получили некото­
рые результаты о глобальной размерности QZ-колец (см. п. 2.1). 
Размерность Крулля V-колец и модулей над ними исследовалась 
в работах [280, 1044]. Дамиано [394] и Мохамед [832] пере-
доказали теорему Фейса [М75:498] о строении РС7-«олец (ем. 
ТМ75], стр. 90). Сам Фейс опубликовал поправку к своей работе 
[439]. 

Ряд результатов о PCQ7-кольцах, т. е. о кольцах, над кото­
рыми все собственные циклические модули квазиинъективны, 
получили Джейн, Сингх и Симондс [661]. В частности, нелокаль­
ное .РС-ЗУ-кольцо оказывается первичным или тюлусовершенным, 
а локальное — или цепным, или со свойствами /2 = 0 и 
i( / ) = 2. 

Хилл [622] установил эквивалентность следующих свойств 
полулокального кольца R: (1) каждый простой /?-модуль проек-
тивен или инъективен; (2) каждый подмодуль квазипроективно-
го модуля квазипроективен; (3) все факторкольца кольца R на­
следственны; (4) R —наследственно и J(R)2~0. В классе дуо-
колец оказываются эквивалентными следующие свойства: 
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(1) каждый простой -У-модульр-инъективен (т. e . инъективен от­
носительно вложения главных левых идеалов); (2) простые/^-мо­
дули плоские и правый аннулятор любого элемента из R содер­
жится в его левом аннуляторе; (3) R — строго регулярно [353, 
1217, 1220]. В последних двух из этих работ установлена экви­
валентность следующих свойств произвольного кольца R: 
(I) каждый простой ^-модуль плоский или p-инъективен; (2) 
все циклические модули с нулевым радикалом Джекобсона 
p-инъективны; (3) R — регулярно. Кольца с р- и /-инъективными 
(т. е. инъективными относительно вложения конечно порожден­
ных левых идеалов) простыми модулями рассматривались так­
же в работе [1218]. Класс колец, над которыми нётеров всякий 
модуль, имеющий размерность Крулля, изучал Сарае [1044]. 
Этот класс включает в себя V-кольца и . совершенные 
кольца. 

Рассматривались следующие классы колец: CPQI — каждый 
циклический модуль проективен или инъективен; CDPI—каждый 
циклический модуль равен прямой сумме проективного и инъек-
тивиого; 5 / — все сингулярные модули инъективны; RIC — фак-
тормодулн R/L, где L—-существенный левый идеал, инъектив­
ны; СРР — каждый циклический модуль проективен или p-инъ-
ективен; DCI— все циклические модули инъективны; CPF — 
каждый циклический модуль плоский или p-инъективный. Связи 
между классами СРР, DCI и CPF изучал Ю Чи Минг [1221], а 
между классами CPQI, CDPI, SI и RIC — Смит [1096]. В част­
ности, последний установил эквивалентность следующих свойств 
коммутативного кольца R: (1) RGSI; (2) RzRIC; (3) R регулярно, 
а его факторкольцо по цоколю разлагается в прямую сумму по­
лей. Он же [1095] доказал многочисленные утверждения о клас­
сах CDPI, RIC и близких к ним. В частности, оказалось, что 
R&RIC тогда и только тогда, когда каждый циклический модуль 
является расширением проективного модуля с помощью инъектив-
ного. Л.А. Койфман ([168], стр.53—54) обобщил результаты по­
следней работы и ответил на поставленные в ней вопросы. 
Л. A. Койфман (,[169], ч. 2, стр. 38—39) рассматривал также 
кольца, каждый модуль над которыми разлагается в прямую 
сумму проективных, инъективных и простых (ср. [М71:54], 
[М71:55]), и дал полное описание неразложимых артиновых 
колец из этого класса. А. И. Пономарев ([169], ч. 2, стр. 62) 
анонсировал такой результат: каждый R-молулъ является рас­
ширением вполне разложимого проективного модуля с помощью 
сингулярного тогда и только тогда, когда квадрат левого цо­
коля существенен в R. Тепли [1142] обобщил результаты Гудёр-
ла [М7б:609] о кольцах, где сингулярный -подмодуль выделяется 
прямым . слагаемым из каждого модуля. Фулберт и Кузманович 
[486] при некоторых дополнительных условиях описали строение 
колец, где сингулярный модуль выделяется прямым слагаемым 
из всех конечно порожденных модулей. Строение коммутативных 
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колец с -выделяющимися прямыми слагаемыми сингулярными 
подмодулями циклических модулей описал Оширо [908]. 

Смит [1093] доказал, что каждый циклический R-модуль 
свободен или имеет конечную длину тогда и только тогда, ког­
да R или артиново или является нётеровой областью, где 
l(R/L)<,ao для всякого существенного левого идеала L, и что 
каждый конечно порожденный R-модуль разлагается в прямую 
сумму свободного модуля и модуля конечной длины в том и 
только в том случае, когда R или артиново или является об­
ластью главных правых и главных левых идеалов. 

Кольца с квазиинъективными левыми идеалами (т. е. 
«/-кольца) рассматривались в работах (310, 515, 710, 837, 1220], 
кольца, у которых квазиинъективны все левые идеалы, не изо­
морфные самому кольцу, —в работах [834, 836], а кольца, 
все фактор-кольца которых суть (/-кольца, — в работе [837]. 
В работах [174, 175, 176] исследовались кольца, над которыми 
квазиинъективны все циклические модули. Гоэл и Джейн [514] 
рассматривали кольца с П-инъектшзными циклическими модуля­
ми, а А. А. Туганбаев — с малоинъективными циклическими 
[154] и конечно 'порожденными ([ЮЗ], стр. 94) модулями. 
Обзор результатов, связанных с наложением тех или иных гомо­
логических ограничений на левые идеалы или на циклические 
модули, содержится в докладе Джейна [659]. 

Хирано и Томинага ([628, 629]) перенесли на кольца без 
единицы ряд результатов о V-кольцах и их обобщениях. 

2.4. Qf-кольца и их обобщения. Начнем с весьма неожидан­
ного результата Лоуренса [752]: счетное самоинъективное коль­
цо квазифробениусово (QF). Армендариц [201] доказал квази-
фробениусовость самоинъективного кольца, удовлетворяющего 
условию минимальности для существенных левых или правых 
идеалов. Другие новые характеризации QE-колец можно найти 
в работах [76, 616, 681, 1049, 1138]. Йенсеи [670] отметил, что 
класс QF-колец элементарно замкнут. Флёри [464] указал 
представление Q-F-кольца в виде прямой суммы колец матриц 
над телами и. колец эндоморфизмов некоторых специальных мо­
дулей. Хорн [634] обобщил результат Хыогеса [М75:736] о ква-
зифробениусовости группового кольца. И. Б. Кожухов ([102], 
стр. 101) сообщил, что полугрупповое кольцо RS, где S — ин­
версная полугруппа, оказывается квазифробениусовым тогда и 
только тогда, когда R — квазифробениусово, a S — конечна. 
Н. Начев [105] получил критерий квазифробениусовости кольца 
инцидентности. Новые методы построения фробениусовых алгебр 
предложил Грин [569]. Купит [733] рассматривал QF-алгебры 
конечного типа. Некоторые классы QF-колец рассмотрены в ра­
ботах [151] и [708]. Паско и Валетт [951] отметили, что кольцо 
RG элементов QF-кольца R, инвариантных относительно дейст­
вия конечной группы автоморфизмов G, быть Q-F-кольцрм не 
обязано, даже если |G] обратим в R. Однако, квазифробениусо-
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вость кольца инвариантов имеет место, если кольцо R полупер-
вично или если R — ПЛОСКИЙ ^-модуль [937]. Конечную порож-
даемость последнего модуля исследовал Рено [1001]. Миллер и 
Турнидж [829] изучали инъективные модули над QF-кольцами. 

Кантил [970] установил эквивалентность следующих свойств 
коммутативного кольца R: (1) всякий инъективный R-модуль 
плоский; (2) R —когерентно и инъективные оболочки неприводи­
мых ^-модулей неприводимы; (3) R — когерентно и всякая си­
стема уравнений над R, разрешимая в некотором его расшире­
нии, разрешима в R. Рассматривались также кольца, где плос­
ким оказывается каждый конечно порожденный инъективный 
модуль [378]. 

Для кольца R с условием максимальности для аннуляторных 
левых идеалов, как показал Раттер [1034], оказались эквива­
лентными такие свойства: (1) R — левое и правое QF-3 кольцо; 
(2) R — обладает точными инъективными проективными моду­
лями (левыми и правыми); (3) инъективная оболочка модуля"/? 
(левого и правого) проективна; (4) инъективная оболочка лю­
бого проективного ^-модуля (левого и правого) проективна. 
Характеризацию QE-3 колец свойствами их максимальных колец 
частных предложил Масаике [800]. Другие характеризации 
имеются в работе [616]. Нётеровы QF-3 кольца, где inj. dimHR, 
inj. dirnRH<l, рассматривали Сато ([1047, 1048]) и Сумиока 
[М75:1332]. Последний, в частности доказал, что при некоторых 
дополнительных ограничениях они характеризуются как кольца 
треугольных матриц над QF-кольцами. Сумиока [1123] рассмат­
ривал и QF-3' кольца с теми же и некоторыми другими ограни­
чениями. Он же охарактеризовал полупримарные QF-3' кольца. 
Шок [1071] и Асано, Мотозе [205] рассматривали QF-2 кольца, 
т. е. кольца, разлагающие в прямую сумму однородных левых 
идеалов. QF-2 и QF-3 кольца затронуты в работах [347, 654], 
QF-1 кольца — в работах [1059, 1136 и 1138], сбалансированные 
кольца — в [920 и 1083], кольца, обладающие доминантным 
модулем — в [700]. 

Новые характеризации самоинъективных колец предложили 
Ю Чи Минг ([1218, 1219]) и A. A. Туганбаев [153]. Полусовер­
шенные самоинъективные кольца рассматривал Фейс [444, 446]. 
•Он же указал новые примеры самоинъективных колец [450]. 
Простые самоинъективные кольца исследовали Гудёрл и Хэн-
делмэн [547]. Камил [693] отметил, что самоинъективное сле­
ва и справа простое кольцо изоморфно кольцу матриц над те­
лом. A. A. Туганбаев [153] указал критерий разложимости само-
инъективного кольца в прямое произведение локальных. Мартин 
[792]. указывает разложение самоинъективного кольца с некото­
рыми дополнительными условиями, сходное с разложением,. 
имеющим место для бзровых колец. Он же [793] выясняет, ког­
да свойство самоинъективности наследуется фактор-кольцом 
кольца многочленов по некоторому главному идеалу. Аналогич-
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ная задача решается им и для QF-колец. Биркенмайер 
[266]. рассматривает в самоинъективном кольце прямое 
слагаемое (в модульном смысле), содержащее все ниль-
потентные элементы. И. Б. Кожухов [82] доказал, что 
полугрупповое кольцо RS, где 5 — полуструктура, само-
инъективно тогда и только тогда, когда R самоинъек-
тивно, а 5—-конечна. Тот же результат верен, если 5 — инверс­
ная .полугруппа [101, стр. 101]. Самоинъективные кольца инци­
дентности охарактеризовал Н. Нечаев [105]. Е. М, Бечтомов [26] 
нашел условия самоинъективности кольца непрерывных функций. 
со значениями в топологическом поле. Сугано [1122] доказал, 
что как самоинъективность, так и квазифробениусовость сохра­
няются при переходе к сепарабельным расширениям. Камил 
[692] охарактеризовал кольца, над которыми каждый модуль 
вполне точен (это — обобщение (Э^-колец) как самоинъективные 
квазиартиновы кольца, где квазиартиновость означает сущест­
вование существенного артинова левого цоколя. В свою очередь, 
квазиартиновы кольца характеризуются как кольца, над кото­
рыми каждый точный модуль «оточен. Ахсан [175] доказал, что 
квазиартиновость равносильна конечной вложенности (см. стр. 
37) каждого левого идеала. Там же установлено, что кольцо R 
с квазиинъективными циклическими модулями оказывается псев-
дофробениусовым кольцом (т. е. R служит инъективным кообра-
зующим категории ^-модулей) тогда и только тогда, когда оно 
квазиартиново. Он же [179] охарактеризовал полулокальные 
кольца в терминах квазиинъективнрсти модулей. Вопрос о лево-
правой симметрии понятия псевдофробениусовости обсуждается 
в докладе Фейса [448]. 

Кёлер [725] рассматривал кольца с самоинъективными фак-
торкольцами. Кольца, все факторкольца которых оказываются 
малоинъективными модулями, исследовал A. A. Туганбаев [154]. 

Гурсо и Джереми [558] доказали, что регулярное кольцо са-
моинъективно слева и справа тогда и только тогда, когда оно 
No-непрерывно слева (см. также [1219]). Карсон [329] ука­
зал критерий самоинъективности строго регулярного кольца, ис­
пользующий его представление как кольца сечений окольцован­
ного.пространства. Пэйдж [939] доказал, что все конечно порож­
денные модули над регулярным кольцом R являются образую­
щими тогда и только тогда, когда R-—.самоинъективно и его 
индекс нильпотентности ограничен. Гудёрл [540] установил, что. 
самоинъективное конечное по Дедекинду регулярное кольцо об­
ратимо регулярно, т. е. уравнение аха~а имеет обратимое реше­
ние. Он же [543] исследовал центр самоинъективного регуляр­
ного кольца. Возникновение самоинъективных регулярных ко­
лец при пополнении регуляр-ного кольца обсуждается в работах 
[379, 537, 542, 586], Функция ранга рассматривалась также в ра­
ботах [559] и [672]. В работе [560] доказано, что кольцо не­
подвижных элементов самоинъективного регулярного кольца от-
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носительно заданной конечной группы автоморфизмов также 
самоинъективно и регулярно: Самоинъективные регулярные 
кольца рассматривались также в монографии [544] и работах 
[546, 674, 982]. Некоторые проблемы, касающиеся этих колец,, 
можно найти в [(461]. О регулярных кольцах см. п. 2.2. 

2.5. Кольца конечного типа. Рингель [1010] отметил, что под­
тверждение второй гипотезы Брауэра — Тролла, полученное 
Л. А. Назаровой и A. В. Ройтером (см. [М75], стр. 95) в случае 
совершенного поля, остается в силе и для произвольных полей.. 
Индуктивному шагу в решении этой задачи для артиновой ал­
гебры посвящена работа [1090]. Обзор результатов, связанных 
с гипотезами Брауэра — Тролла, дали Ю. A. Дрозд и A. В. Рой-
тер ([103], стр. 91—92). 

Л ев и [767] доказал, что артиново кольцо R имеет конечный: 
тип тогда и только тогда, когда найдется число т такое, что 
количество строк и столбцов в матрице над R, не эквивалентной 
никакой диагональной матрице с более чем одним диагональным 
блоком, не превышает т. Мюллер [848] охарактеризовал арти-
новы кольца конечного типа, обладающих двойственностью Мо-
риты, и построил все неразложимые модули над такими кольца­
ми. Квазифробениусовы алгебры конечного типа рассматривал 
Кулиш ([733, 734]). Ридтман [499] предложила классификацию-
самоинъективных конечномерных алгебр конечного типа. Кри­
терий конечности типа кольца нижних треугольных матриц над. 
артиновым кольцом указали Лещинский и Симеон [765]. 
В. В. Кириченко и A. В. Никулин ([168], стр. 49) предложили 
критерий конечности типа для одного класса конечномерных ал­
гебр. Конечность типа полумаксимальных колец (см. п. 2.7) об­
суждается в работах [63] и [64],. Скрещенные групповые кольца 
конечного типа рассматривали Л. В. Баранник и П. М. Гудивок 
[14] (ср. [М75], стр. 97). Януш [М75.:,765] показал, что полу­
цепное кольцо не обязано быть кольцом конечного типа, хотя 
это так для колец, полуцепных слева и справа. Тачикава [1136]' 
получил, что полуцепная QF-1 алгебра имеет конечный тип. Ис­
пользуя функторы Кокстера, Довбор и Симеон [427, 428] оха­
рактеризовали наследственные кольца, бимодули и квазиартино-
вы виды конечного типа. 

Симеон [1077] доказал, что абелева категория, каждый 
объект которой изоморфен копроизведению нётеровых подобъек-
тов, обладающая лишь конечным числом простых объектов,. 
эквивалентна категории всех модулей над артиновым кольцом. 
конечного типа (правда, изложенное в работе доказательство) 
нуждается в некоторых исправлениях). В [1078] он изучает ка­
тегории представлений видов. 

Ямагата [1215] предложил описание неразложимых модулей 
над артиновым кольцом конечного типа, связанное с определен­
ным разбиением множества неприводимых модулей. Описание 
матричных представлений наследственных алгебр конечного ти-
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л а дано в работе [495]. Бимодули над арти.новыми кольцами ко­
нечного типа рассматривал Вашбюш [1193]. 

Йенсен [1010] установил, что кольцо R имеет СИЛЬНО конеч­
ный тип тогда и только тогда, когда каждый левый и каждый 
правый R-модуль разлагается в прямую сумму конечно пред­
ставимых. Баур [229] доказал, что это равносильно X-катего­
ричности теории любого ^-модуля. Достаточные условия силь­
ной конечности типа кольца нижних треугольных матриц над 
.артиновым кольцом имеются в работах [218] и [552]. Купиш 
[734] установил конечность числа n-мерных симметрических ал­
гебр над алгебраически замкнутым полем, имеющих сильно ко­
нечный тип. Ленцинг [1010] анонсировал: каждый левый и каж­
дый правый Р-модуль разлагается в прямую сумму конечно 
представимых подмодулей тогда и только тогда, когда R арти-
ново и существует лишь конечное число неразложимых R-моду-
лей конечной длины. 

Скажем, что R — кольцо слабо ограниченного типа, если чис­
ло образующих неразложимых конечно порожденных [конечно 
представимых] ^-модулей ограничено в совокупности. Слабо ог­
раниченный тип имеют обобщенно однорядные кольца ([М75: 
50; М75:1421]). Артиново кольцо слабо ограниченного типа ока­
зывается кольцом конечного типа [47]. Йондруп [687] доказал 
артиновость /'/-кольца с конечным числом неразложимых цик­
лических модулей и показал, что кольцо слабо конечного типа 
артиновым быть не обязано. Полусовершенные нётеровы наслед­
ственные кольца, слабо ограниченного типа описала Н. М. Губа-
рени [47]. Ею же [47] описаны кольца слабо ограниченно­
го типа в одном классе обобщенных матричных колец, автома­
тически оказывающихся наследственными. В ходе этих исследо­
ваний возникают смешанные матричные задачи над телами и 
дискретно нормированными кольцами. В. В. Кириченко ([170], 
ч. II, стр. 74) анонсировал: полупервичное нетерово полусовер-
шенное кольцо имеет слабо ограниченный тип тогда и только 
тогда, когда оно нетерово справа и наследственно. Кольца с ко­
нечным числом простых модулей рассматривали Миллер и Ту-
риндж [829]. 

2.6. Кольца Кёте, однорядные и полудистрибутивные кольца. 
Усилиями Брэндела, Вамоша и супругов Вигандт [281—284, 
1163, 1199] завершено решение проблемы Капланского о ком­
мутативных кольцах Кете, т. е. кольцах, над которыми все ко­
нечно порожденные модули разлагаются в прямую сумму цик­
лических подмодулей. Оказалось, что коммутативное кольцо яв­
ляется кольцом Кете тогда и только тогда, когда оно представ­
ляется в виде прямой суммы линейно компактных цепных колец, 
почти максимальных областей Безу (почти максимальность озна­
чает, что факторкольца по всем идеалам, отличным от всего 
кольца, линейно компактны) и факельных колец. Последние оп­
ределяются следующими свойствами: (1) R не локально; (2) су-
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шествует наименьший простой идеал R, обладающий 
следующими свойствами: а) Р — ненулевой цепной ^-модуль; 
б) каждый ненулевой элемент факторкольца R/P принадлежит 
лишь конечному множеству максимальных идеалов, а каждый 
его ненулевой простой идеал содержится ЛИШЬ В одном макси­
мальном идеале; в) локализация RP является почти максималь­
ным кольцом Безу. Этот результат изложен в .книге Брендела 
[283]. В ней содержатся также история вопроса и необходимые 
примеры. Описание полупервичных коммутативных колец Кете 
получил и Оширо [909], рассматривавший также кольца, над ко­
торыми в прямую сумму циклических разлагается каждый анти-
сингулярный конечно порожденный модуль. Обзор результатов 
по некоммутативным кольцам Кёте дал Фейс [447]. Роль теории 
пучков в описании этих колец обсуждается в работе [1166]. Ва-
мош [1163] доказал, что идеалы коммутативного кольца Кё­
те представляются как пересечения конеприводимых тогда и 
только тогда, когда каждый конечно порожденный модуль М 

т 
допускает представление М= 2 R/h, где Л < • • • <Дп. Многие 
вопросы, касающиеся колец Кёте, затронуты в работе Ру [1030]. 
Там же и у Понелайта [961] имеются результаты о дуокольцах 
Кёте. Иванов [651] охарактеризовал кольца, над которыми все 
конечно порожденные модули являются полуцепными, некоторы­
ми свойствами циклических модулей. Миллер [825] доказал, что 
конечно представимые модули над первичным полунаследствен­
ным кольцом, конечно порожденным как модуль над своим 
центром, изоморфны прямому слагаемому прямой суммы цикли­
ческих модулей. Вложимость модулей над нётеровьш кольцом 
в прямую сумму циклических модулей изучал Брунс [301]. Оши-
ро [904, 905] исследовал разложимость в прямую сумму цикли­
ческих модулей и вложимость в такую прямую сумму некото­
рых конечно порожденных модулей над коммутативным регуляр­
ным в смысле Неймана кольцом, Фуллер [489], введя в рас­
смотрение кольцо Е всех эндоморфизмов прямой суммы всех 
конечно порожденных ^-модулей, установил эквивалентность 
•следующих свойств: (1) каждый конечно порожденный ^-мо­
дуль разлагается в прямую сумму конечно порожденных под­
модулей; (2) каждый -R-модуль имеет прямое разложение, до­
полняющее прямые слагаемые; (3) кольцо Е совершенно слева; 
(4) прямое произведение любого множества проективных Е-ио-
дулей проективно. Теоретико-категорное обобщение этого ре­
зультата дал Симеон [1077]. Иондруп и Рингель [689] устано­
вили, что в случае квазифробениусова кольца R разло­
жимость любого ^-модуля в прямую сумму циклических под­
модулей равносильна его представимость как прямой суммы ле­
вых идеалов. В той же работе они установили, что последнее 
свойство не наследуется кольцом матриц и указали на ошибку 
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в работе Л. А. Скорнякова [132]. Однако результаты последнего, 
касающиеся описания колец, над которыми в виде прямой сум­
мы левых идеалов представляется любой циклический модуль, 
остаются в силе, Отметим результат Грюзон и Йенсена (см. 
[577] и [1010], стр. 6): если существует такое кардинальное чи­
сло @, что каждый ^-модуль разлагается в прямую сумму 
©•порожденных подмодулей, то каждый ^-модуль разлагается 
в прямую сумму конечно представимых подмодулей. Для кольца 
R c нулевым сингулярным идеалом оказались эквивалентными. 
следующие свойства: (1) R конечномерно в смысле Голди; (2) 
прямая сумма антисиигулярных квазиинъективных модулей инъ-
ективна; (3) существует такое -кардинальное число ЗЯ, что каж­
дый антисингулярный квазиинъективный модуль разлагается в 
прямую сумму -Ш-порожденных подмодулей [250]. Вигандт 
[1198] рассмотрел кольца, каждый конечно порожденный мо­
дуль над которыми разлагается в прямую сумму п-порожденных 
модулей. Циммерман-— Хыозген [1231] доказал, что все алгеб­
раически компактные ^-модули разлагаются в прямую сумму не­
разложимых в том и только в том случае, когда в категории 
^-модулей расщепляются все чистые мономорфизмы. 

В. В. Кириченко ([168], стр. 48; [103], стр. 91) рассмотрел 
кольцо R с нильпотентным первичным радикалом Н и нётеро-
вым факторкольцом R/H и анонсировал: все конечно порожден­
ные /^-модули полуцепные в том и только в том случае, когда 
R — полуцепное кольцо и для любых идемпот.ентов е й / кольца 
R/H2 неравенство e(H/H2)f=£0 влечет, что f(R/H2)e оказывает­
ся телом или дискретно нормированным кольцом. Он же [74, 
75] получил полное описание полуцепных слева и справа наслед­
ственных колец, Вопрос о самодвойственности обобщенно одно­
рядных колец обсуждает Хаак [584]. Обобщенно однорядные 
QF-алгебры, связанные с QF-алгебрами конечного типа, рас­
сматривал Купит [733]. Здесь же можно назвать работы [77, 
219, 348, 961]. Артиновы кольца, колчаны которых являются де­
ревьями, изучали Фуллер и Хаак [495]. Другие обобщения одно­
рядных колец появлялись в работах [493, 494, 706]. 

К этому же кругу вопросов можно отнести исследование ко­
лец, все модули над которыми полудистрибутивны, т. е. разла­
гаются в прямую сумму модулей с дистрибутивной структурой 
подмодулей. А. А. Туганбаев [155] доказал, что такие кольца сов­
падают с классом артиновых колец, все модули над базисным, 
кольцом которых являются прямыми суммами вполне цикличе­
ских модулей. Заметим, что такие базисные кольца описаны. 
[M65A35—139], правда, весьма громоздко. Другая характернее-
ция этого класса колец, из которой, в частности,, вытекает его. 
лево-правая симметричность, предложена Фуллером [494]. Он 
установил, что полудистрибутивность всех модулей равносильна 
полудистрибутивности всех так .называемых стандартных моду­
лей, определяемых в терминах циклических модулей. Некоторые-
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результаты о дистрибутивных слева кольцах получил A. A. Ту-
гаибаев [157]. 

2.7. Совершенные и полусовершенные кольца. А. А. Туганба-
•ев [151] доказал, что кольцо совершенно тогда и только тогда, 
когда все плоские модули над ним малопроективны. Никольсон 
[877] установил, что кольцо R совершенно в том и только в том 
случае, когда для любого проективного R-модуля Р кольцо 
End(P) полурегулярно, т. е. его факторкольцо по радикалу Дже-
кобсона регулярно и идемпотенты поднимаются по модулю это­
го радикала. Дуокольцо R совершенно тогда и только тогда, 
когда каждый ^-модуль содержит максимальный подмодуль и в 
R нет бесконечной системы ортогональных идемпотентов [343], 
чем частично подтверждается гипотеза Басса. Рант [980] отме­
тил, что локальное кольцо совершенно в том и только в том слу­
чае, когда каждый модуль над ним обладает минимальной си­
стемой образующих. Другие новые характеризации совершен­
ных колец можно найти в работах [518, 607, 711, 762, 835]. 

Ру [1030] доказал, что кольцо совершенно, если каждый ко­
нечно представимый модуль разлагается в прямую сумму 
локальных. При некоторых дополнительных условиях верно и 
•обратное. Совершенные кольца с квазипроективными левыми иде­
алами рассматривались в работе [660], а коммутативные совер­
шенные кольца — в [1138]. Работы [411, 412, 415, 1119] посвя­
щены чисто теоретико-кольцевому исследованию совершенных 
колец. В них, в частности, установлено, что периодическая часть 
совершенного кольца выделяется прямым слагаемым. В рабо­
тах [414, 416, 417] рассматриваются кольца, все собственные 
факторкольца которых совершенны. О. И. Доманов [54] свел 
вопрос о совершенности полугруппового кольца RS к рассмот­
рению случаев, когда полугруппа S Г-нильпотентна или 0-про-
ста. В первом из этих случаев RS совершенно тогда и только 
тогда, когда R совершенно, а во втором — в том и только в том 
•случае, когда R совершенно, все подгруппы полугруппы 5 ко­
нечны и полугрупповое кольцо BS, где В — порожденное едини­
цей подкольцо кольца R, удовлетворяет полиномиальному тож­
деству. Фейс [444,, 445, 446] установил ряд результатов о со­
вершенных и полусовершенных кольцах, над которыми каждый 
точный конечно порожденный модуль является образующим, и 
о саминъективных совершенных кольцах (ср. [М71 : 1069]). 
Строение полусовершенных колец с коммутативным радикалом 
Джекобсона исследовал В. А. Ратинов [111, 112]. Сето [1131] 
.доказал, что полусовершенное КОЛЬЦО разлагается в прямую сум­
му матричных колец над локальными кольцами, если централь­
ные идемпотенты поднимаются до центральных идемпотентов по 
модулю радикала Джекобсона. Окиинский [896] показал, что 
.для групповой алгебры KG, где /С — лоле характеристики 0, 
эквивалентны следующие свойства: (1) KG полусовершенн'а; (2) 
-KG полулокальна; (3) G конечна; (4) KG — алгебраическая ал-
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гебра ограниченной степени. Полусовершенное полупервичное 
нётерово кольцо, кольца эндоморфизмов неразложимых проек­
тивных модулей над которыми являются дискретно нормирован­
ными кольцами, называются полумаксимальным. Полумакси-
мальное кольцо R оказывается наследственным в том и только 
в том случае, когда каждый подмодуль неразложимого проек­
тивного модуля над ним содержит в точности один максималь­
ный подмодуль [63]. А. Г. Завадский и В. В. Кириченко [63] 
описали полумаксимальные кольца как прямые суммы колец. 
обобщенных матриц специального вида. В тех же терминах 
Н. М. Губарени и В. В. Кириченко [50] описали полусовершен­
ные нётеровы наследственные первичные кольца R, где R/J (R)— 
прямая сумма тел. Полумаксимальные кольца рассматриваются 
и в работе [64]. Одну старую теорему Михлера о строении полу-
совершенных наследственных нётеровых колец передоказала Уп-
хам [1156]. Совершенные и полусовершенные кольца затраги­
ваются также в работах [47, 48, 220, 350, 445, 489, 515, 603, 661, 
707, 708, 912, 1037, 1057, 1077, 1134]. Лин [775] исследовал по­
лусовершенные коалгебры. 

Никольсон [877] доказал, что каждый конечно представимый 
модуль обладает проективным покрытием тогда и только тогда,. 
когда R полурегулярно (см. выше). Все идеалы коммутативного 
неразложимого кольца обладают проективным покрытием в том 
и только в том случае, когда ОНО или совершенно, или локаль­
ное нётерово, или дедекиндово [1098]. Полурегулярные кольца 
изучал Янсен [664]. В работе [872] рассматривались кольца,. 
удовлетворяющие условию минимальности для главных правых 
идеалов, не являющихся прямыми слагаемыми, и охарактеризо­
ваны коммутативные кольца из этого класса. В некоммутатив­
ном случае эти кольца характеризуются требованием: всякий 
главный правый идеал, не удовлетворяющий условию минималь­
ности для подмодулей, выделяется прямым слагаемым. Рено-
[1000] рассматривал кольца с условием максимальности для не­
которых цепей подмодулей свободных модулей. Меггере [869] 
изучал так называемые циклические кольца, являющееся, как он 
предполагает, совершенными. Класс, содержащий V-кольца и 
совершенные кольца, рассматривал Сарае [1044]. 

Напомним, что кольцо называется полуартиновым, если цо­
коль любого ненулевого модуля над ним отличен от нуля. Ка-
милло и Фуллер [317] доказали, что каждый ненулевой правый 
модуль над полуартиновым псёвдофробениусовым кольцом (см. 
п. 2.4) содержит максимальный подмодуль, хотя даже для ре­
гулярных полуартиновых колец это места не имеет. Коммута­
тивные полуартиновы групповые кольца рассматривала Салль 
[1041]. Отметим также ее старую работу [1040], где она оха­
рактеризовала эти кольца в терминах системы локализаций (ср. 
[М75:1240; M75:1241]). Попеску и Спирку [964] отметили, что 
в отличие от коммутативного случая полуартиново подкольцо ре-
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гулярного полуартинова кольца не обязательно регулярно. По-
луартиновы регулярные кольца рассматривал также Лику [771], 
указавший на ошибку в работе [М75:1120]. Обзорный доклад по 
полуартиновым кольцам, включающий их различные характе-
ризации, сделала Салль [1039]. 

Новые характеризации классически полупростых колец име­
ются в работах [151, 358, 693, 1148, 1216, 1219]. 

Пусть Л — артиноова алгебра (т. е. артиново кольцо, конечно 
порожденное как модуль над своим центром). Нерасщепляю-
щаяся точная последовательность 

0{to}A{to}5{to}C{to}0 

с неразложимыми модулями A и С называется почти расщеп­
ляющейся, если для любого гомоморфизма g.:A->-Y, не являюще­
гося расщепляемым мономорфизмом, существует такой гомомор­
физм h:B{to}y, что g=hi. Теория почти расщепляющихся последо­
вательностей нашла широкое применение в изучении неразложи­
мых модулей над артиновыми алгебрами: [207, 211, 216, 217,. 
795, 995, 998]. 

Активно продолжалось (см. [М : 75, 216, 220, 221]) исследо­
вание стабильно эквивалентных артииовых колец (в частности,, 
вопросы стабильной эквивалентности наследственных колец, са-
моинъективных колец, однорядных и обобщенно однорядных ко­
лец, колец конечного типа представлений и др.): [2Ц, 213—215,. 
272,496, 638, 992—997]. _ 

2.8. Условия конечности в гомологической классификации. 
В ряде работ рассмотрены когерентные кольца. A. У. Белесов 
[18] показал, что когерентность кольца R эквивалентна Мо-инъ-
ективности любого фильтрованного произведения Хо-инъектив-
ных модулей. Бернекер [247] доказал, что кольцо Д с 
w. gl. dimR<2 когерентно тогда и только тогда, когда класс 
чистых 7?-модулей замкнут относительно прямых, а класс плоских 
^-модулей — относительно обратных пределов. Когерентность ко­
лец многочленов в различных случаях установлена в [330, 561, 
5731, кольца формальных степенных рядов — в [1010]. (Раттер). 

Бьери и Штребель [262] полностью описали конечно порож­
денные разрешимые группы О такие, что кольцо ZG когерентно. 
Условия когерентности и полуартииовости группового кольца 
абелевой группы изучала Салль [1041]. В [815] исследовалась 
когерентность некоторых колец ограниченных аналитических 
функций. Различные свойства когерентных колец отмечены в 
[393, 635, 762, 814, 1774]. Доббс [422], Доббс и Папик [424] изу­
чали когерентные кольца (псевдо-)нормирования, Папик [942, 
943] — когерентные надкольца коммутативных областей. 

Кушо [376] рассматривает дуализацию когерентности, а Хан-
ник [594] — ее обобщение на кольца со многими объектами, а 
также обобщение нётеровости, артиновости и т. д. 
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Е. Г. Скляренко [128] исследовал гомологические свойства 
чистых модулей над когерентными кольцами и получил характе-
ризации когерентных, полулокальных и нётеровых колец в тер­
минах двойственности. 

Отметим следующие характеризацин нётеровых колец с по­
мощью понятий, близких к инъективности: кольцо R нётерово 
тогда и только тогда, когда щрямые суммы инъективных обо­
лочек неприводимых модулей инъективны (для коммутативных 
колец—-Харуи [611]) или прямые степени инъективных 
модулей инъективны (Ахсан [173]) или прямые суммы инъ­
ективных модулей малоинъективны (А. А. Туганбаев [151]) или 
все инъективные модули чисто корректны (С. К. Росо-
шек [118] . 

Л. А. Скорняков [133] описал коммутативные кольца, все 
идеалы которых — гомоморфные образы инъективных модулей, 
Куартараро и Баттс [969] рассматривали коммутативные кольца 
R такие, что никакой ^-модуль (идеал в R) не является 
объединением собственных подмодулей. Нита [888] предложил 
новую характеризацию 5-колец, т. е. колец, над которыми лю­
бой простой модуль изоморфен левому идеалу, Вамош [1161] 
охарактеризовал коммутативные кольца, над которыми каждый 
тестовый модуль (см. М75, стр. 70) является кообразующим. 

Свойства колец, близкие к штейиицевости, рассматривались 
в работах [359, 1030]. Андерсон [193] выяснил, когда каждый 
гомоморфный образ кольца является кольцом с инвариантным 
базисным числом, а Никольсон [878] —когда кольцо R обладает 
свойством замены как R-модуль. 

Николя [881] рассматривает кольца, свободные модули 
над которыми удовлетворяют условию максимальности для п-
порожденных подмодулей, Кушо [380] —такие кольца R, что 
каждый конечно порожденный ^-модуль имеет нулевой радикал 
Джекобсона, а Кривей [391]—коммутативные кольца, все 
максимальные идеалы которых существенны. 

Хауптфляйш и Лунстра [617] исследовали кольца типа (п, 
к), т. е. кольца R, для которых (п, k) есть минимальная пара 
натуральных чисел, обладающих свойством Rns£Rn+k. 

Тиссерон [1146, 1147] рассматривал кольца, над которыми 
произведение любого множества квазиинъективных модулей — 
квазиинъективный модуль. 

Мехди [816, 817] рассматривал коммутативные кольца, обла­
дающие точным мультипликационным модулем, т. е. таким мо­
дулем М, что для любых его подмодулей L = N существует идеал 
A s R такой, что L=AN. 

Харада [606] исследовал кольца, над которыми каждый мо­
дуль, не являющийся малым подмодулем своей инъективной обо­
лочки, содержит ненулевой инъективный подмодуль. Кошон [332, 
333] установил ряд новых свойств Т-колец в смысле [М75:899], 
например; аннуляторы подмножеств конечно 'порожденного моду-
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ля над Г-кольцом удовлетворяют условию минимальности. 
Свойства аннуляторов модулей исследовались также в [239, 243]. 

2.9. Логические аспекты. Исследования, начатые Эклофом и 
Саббахом [М71, II стр. 41] (см. также [352]), привлекли вни­
мание многих алгебраистов. В работах Е. Л. Горбачука [168, 
стр. 26], Н. Я. Комарницкого [86, 168, стр. 54] и Преста [965— 
967] их результаты были перенесены на случай относительной 
гомологической алгебры, связанной с кручением подробнее см. 
п. 3.1. Л. А. Скорняков [135] установил, что класс всех точных 
^-модулей конечно аксиоматизируем тогда и только тогда, когда 
кольцо R содержит конечное подмножество ненулевых элемен­
тов, имеющее непустое пересечение с каждым ненулевым дву­
сторонним идеалом кольца R. Л. В. Тюкавкин [160] доказал, что 
класс неприводимых ^-модулей аксиоматизируем тогда и только 
тогда, когда_ факторкольцо R = R/J(R) содержит такое конечное 
подкольцо 5, что S+I=R для всякого максимального левого 
идеала / кольца R. Установлена лево-правая симметричность 
этого свойства, указано его уточнение для коммутативного слу­
чая. Отмечены обобщения на полукольца [101, стр. 98]. 
Л. В. Тюкавкин охарактеризовал также кольца с аксиоматизи­
руемым классом вполне приводимых модулей как кольца с ар-
ТИНОВЫМ факторкольцом по радикалу Джекобсона и анонсиро­
вал утверждение об эквивалентности следующих свойств: (1) 
теория ненулевых R-модулей полна; (2) теория ненулевых R-
м одул ей модельно полна; (3) R — бесконечное простое регуляр­
ное кольцо [104, стр. 100]. Там же доказано, что для нётерова 
кольца R как полнота, так и модельная полнота теории инъек-
тивных .^-модулей равносильна тому, что R — бесконечное арти-
иово кольцо с простым факторкольцом R/J(R). Далее отметим 
результаты Йенсена и Вамоша [671]: 1) класс 2-инъективных 
модулей всегда элементарно замкнут; 2) класс -FP-инъективных 

-^-модулей (т. е. таких модулей М, что Ext# (F, М) =0 для вся­
кого конечно представимого модуля F) конечно аксиоматизиру-

, ем тогда и только тогда, когда конечно аксиоматизируем класс 
плоских правых ^-модулей; 3) класс инъективных 
модулей над коммутативным кольцом конечно аксиоматизи­
руем тогда и только тогда, когда это кольцо нётерово полуло-
кально и обладает лишь конечным числом простых идеалов. 
Есть также результаты об аксиоматизируемости классов дели­
мых и FP-модулей. Гаравальа [500] доказал, что коммутатив­
ное кольцо без нильпотентных элементов регулярно в смысле 
Неймана тогда и только тогда, когда любой /?-модуль элемен­
тарно эквивалентен прямой сумме циклических модулей. Баур 
[229] установил, что теория любого модуля «ад счетным кольцом 
R оказывается No-категоричной в том и только в том случае, 
когда R конечно и обладает лишь конечным множеством нераз-
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ложимых /?-модулей. В коммутативном случае ЭТИМ СВОЙСТВОМ 
обладают конечные кольца главных идеалов и только они. Таи 
же доказана стабильность теории всех R-модулей для любого. 
кольца R. Саббах [1037] доказал, что нетеровость счетнога 
кольца равносильна ©-стабильности теории любого инъективно-
го модуля над ним. Там же установлена связь между стабиль­
ностью модулей и совершенностью кольца. 

Изучалась со-стабильность теории отдельного модуля [500].. 
В частности, в случае счетного кольца со-стабильность теории 
некоторого модуля А равносильна эквациональной компактно­
сти всех модулей, элементарно эквивалентных ему. Саббах [1036.. 
1037] исследовал связь между стабильностью и категоричностью. 
Обзор по стабильности опубликовал Шеллах [1066]. 

Л. А. Скорняков [134] предложил элементарное доказатель­
ство обобщения теоремы об элементарной эквивалентности пря­
мой суммы и прямого произведения модулей. 

Н. A. Рятова [123] указала критерий элементарной эквива­
лентности модулей над дедекиндовым кольцом. Фишер [458-] 
анонсировал такой результат: если % = %ш+к°, то для всякого 
jR-модуля найдется элементарно эквивалентный ему насыщен­
ный R-модуль мощности %. Ричман [1006] развил теорию КТ-
модулей ([см. М75:1419]) с конструктивной точки зрения. 
Иенсен [669, 670] установил существование колец, элементар­
но эквивалентных кольцу целых чисел и имеющих любую на­
перед заданную глобальную размерность (конечную или бес-
конечную). Углубленное изучение многоязычной логики и ее 
применения в теории модулей начал Фишер [459]. 

Шелах [1064, 1065, 1067] решил известную проблему Уайт-
хеда, установив, что утверждение о свободе абелевой группы 
С, удовлетворяющей условию1 Ext(C, T) =0 для всякой перио­
дической абелевой группы Т, зависит ОТ выбора теоретико-
множественной аксиоматики. Другое доказательство этого фак­
та предложил Эклоф [434]. 

§ 3. РАДИКАЛЫ, ЛОКАЛИЗАЦИИ И ЧИСТОТА 

3.1. Предрадикалы, радикалы и кручения. Предрадикалом 
называется произвольный подфунктор тождественного функто­
ра (на произвольной абелевой категории). Определения (ко-) 
наследственного, (ко-)стабильного, предрадикала, радикала, 
ядерного функтора, кручения даны .в [137]. Начатые в 
[М75:291—294] исследования Бицана, Ямбора, Кепки, Немеца 
продолжались в [256], где выясняется, в каких случаях r(R) — 
кольцевое прямое слагаемое в> R, если т — конаеледственньш 
радикал. Работа Кепки [702] примыкает к [М75:296]. В [257] 
многие свойства кручений переносятся на наследственные пред­
радикалы, получены также двойственные утверждения. Анало­
гичным вопросам посвящены работы Немеца [870] и Жираско. 
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[677]. В [259] выясняется, когда подмодуль N s M или ИдёаЛ 
/•---R имеет вид г(N) (соответственно, r(R)) для некоторого 
предрадикала г с заданными свойствами. В [255] построен 
аналог первичного радикала в категории модулей и исследова­
на его связь с общими понятиями теории предрадикалов. Фен-
рик [455] рассматривает процесс построения минимального 
кручения, содержащего заданный точный предрадикал. 
A. И. Кашу [73] исследует свойства предрадикалов, определен­
ных ситуацией сопряженности между категорией модулей и 
произвольной абелевой категорией, при этом один из них ока­
зывается радикалом, а другой — идемпотентным предрадика-
лом. Никольсон и Уотерс [879] называют модуль М сильно 
первичным, если для любого ненулевого элемента тчМ найдут­
ся такие ги ..., rn&R, что Аппя({г.т}),==0. Если RR— сильно 
первичный модуль, то сильно первичные модули образуют 
полупростой класс Авторы изучают свойства полученного ра­
дикала. Аояма [199] нашел условия, при которых фильтр 
идеалов коммутативного кольца определяет радикал и выяс­
нил, когда этот радикал удовлетворяет условию г(М) —г(М) 
для любого модуля М. Варадараджан [1171] с каждым клас­
сом модулей связывает два предрадикала и в качестве при­
ложения получает, например, новое достаточное условие полу-
совершенности кольца, использующее пустотелые модули (см. 
[137], стр. 60). Один из этих предрадикалов встречается также 
в [1168]. Гарднер [501] изучает радикальные свойства 
-Г-нильпотентных колец, он же в [502] устанавливает взаимно 
однозначное соответствие между множествами кручений в 
R-M.od и в (P/I) -Mod, если I — Г-нильпотентныи идеал. 
Подъему свойств по модулю1 Г-нильпотентного идеала посвя­
щена также работа [708]. Е. Л. Горбачук и Н. Я- Комарниц-
кий [41] ВЫЯСНИЛИ, когда класс Mi=iM\IM —0}, где / — идеал 
кольца, является радикальным классом некоторого кручения. 

С каждым предрадикалом, по аналогии с кручением, можно 
связать различные обобщения проективности [253, 678], 
инъективности [252] и т. д. И. Д. Буну [22] для произвольного 
идемпотентного предрадикала г рассматривает модули, инъек-
тивные относительно всех мономорфизмов 0~>-Л~>-5 таких, что 
г(В/А)=В1А (соответственно, г(В)=В или г(А)=А) и указы­
вает условия попарного совпадения этих трех классов модулей. 
В [258] предрадикалы применяются для характер из ации тес­
товых модулей (в смысле [137, стр. 70]). К этому кругу отно­
сится и работа Даунса [398]. 

Совершенные кручения в категориях бимодулей изучал Вер-
шорен [1181, 1182]. Большой цикл работ (В. А. Андрунакиевич, 
К. К. Крачилов, Ю. М. Рябухин [7, 8], В. А. Андрунакиевич, 
Ю. М. Рябухин [9, 10], В. А. Андрунакиевич, Ю. M. Рябухин, 
К. K. Крачилов, Е. И. Тэрбырце [196], К. K. Крачилов [88, 89], 
Ю. М. Рябухин, К. К. Крачилов [121], Ю. М. Рябухин, 
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Р. С. Флоря [122]) посвящен исследованию радикалов и кру­
чений в категориях колец и алгебр. Часть полученных здесь 
результатов вошла в монографию В. А. Андрунакевича и 
Ю. М. Рябухина [11]. К этому циклу примыкает и работа 
Л. A. Скорнякова [136]. Эти результаты в большей степени 
откосятся к теории колец, чем к теории модулей, и в настоя­
щем обзоре невозможно уделить им столько внимания, сколько 
они требуют. 

Отметим также работы Ламбека [746], Дирса [409] и Вер-
шорена [1179] о локализациях в различных абелевых катего­
риях, а также работу Бигара [263], переносящего теорию кру­
чений на категорию f-модулей. Задание радикальных классов 
модулей с помощью тензорных произведений встречается также 
у Харуи [611] и Ниты [889]. Отметим и выход статьи Рафаэ­
ля [981], известной по препринту [М71:1150]. 

Перейдем к рассмотрению работ, посвященным' более специ­
альным вопросам теории кручений в категории модулей. Пусть 
/Mors — множество всех кручений в категории R-fAod. Как 
известно, R-tors— полная структура относительно естествен­
ного порядка кручений. Для rGi?-tors пусть <3~х — класс т-ра-
дикальных; или т-периодических модулей, 5- — класс т-полу-
простых модулей, QT(M) (Q-(/?)) —модуль (кольцо) частных 
модуля М ' (кольца R) относительно т. Связь между /?-tors и 
•5-tors при заданном гомоморфизме f-.R-^S изучали Мэрдоч и 
Ойстайен [853]. Голая [521] установил, когда сопоставление 
F-->R-tors ; функториально — это верно, например, для канони­
ческого гомоморфизма Ф-. :R-*-Qx(R). Лоуден [787] сравнивает 
кольца частных относительно кручений тбК-tors и t*6S-tors 
таких, что 2ГХ* = ф - | {Тх), где <р :5-Mod->-^-Mod — «забываю­
щий структуру 5-модуля функтор». 

Е. И. Тэбырцэ [158] исследовал неприводимые по пересече­
нию элементы в i?-tors и показал, в частности, что простые в 
смысле Голдмана кручения обладают этим свойством, а если 
кольцо R имеет размерность Габриэля, то верно и обратное. 
Е. Л. Попеску [962] показала, что R-tors — структура с до­
полнениями тогда и только тогда, когда R — полуартииово 
кольцо. Вопрос об алгебраичности .R-tors исследовал Мартинес 
[794], а Голан [528] привел некоторые условия компактности 

'элементов' решетки /?-tors. Все кручения над некоммутатив­
ными кольцами главных идеалов в терминах атомов R-tors 
описали Е. Л. Горбачук и Н. Я. Комарницкий [39]. И. Д. Буну 
и Е. И. Тэбырцэ [24] изучали решетку наследственных предра-
дикалов в jR-Mod, доказали ее модулярность и атомность, 
описали, ее атомы и установили, что ее булевость эквивалентна 
классической полупростоте кольца R. • 

Простые в смысле Голдмана кручения рассматривали Голан 
[520, 528] и Рэйно [986, 987, 988]. В частности, последний по­
казал, что если стоуновская топология на Speg./?, где Spegi? — 
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множество простых кручений в /?-Mod, совпадает'с тополо­
гией Зарисского, то размерность Габриэля кольца R совпада­
ет с размерностью Крулля Spegi? как частично упорядоченного 
множества (т. е. с 7Т/С-размерностью). Голдстон и Мьюборн 
[534, 535] использовали Spegj? как базу для аналога струк­
турного пучка. Оширо [907] исследовал теории кручения, 
определяемые подмножествами спектра кольца идемпотентов 
коммутативного кольца с операцией сложения e®f=e+f—Lef. 
Рингель [1014] исследовал Spegi? для конечномерной ал­
гебры R. ' 

Ряд работ посвящен «относительной гомологической класси­
фикации колец и модулей». A. И. Пономарев [107] изучал 
классически т-полупростые кольца для наследственного пред-
радикала т, которые характеризуются рядом эквивалентных 
свойств, например: все R-модули т-инъективны- Еще одно усло­
вие классической т-полупростоты указал Баччела [222]. 
В [109, ЦО] A. И. Пономарев исследует-.-регулярные кольца. 
Здесь же упомянем работы [370, 371, 1015]. 

Модули, удовлетворяющие условию минимальности (мак­
симальности) для т-замкнутых подмодулей называются т-арти-
НОВЫМИ (т-нётеровыми). Миллер и Тепли [828] получили обобще­
ние теоремы Гопкинса: если кольцо/? т-артиново, то любой. 
т-артинов /?-модуль т-нётеров. Голан [525] нашел ряд условий, 
эквивалентных т-артиновости кольца. Работы [517, 519, 523] 
посвящены кольцам, имеющим конечную т-длину, первая из 
них примыкает к [М75:597]. Здесь же упомянем статьи Милле­
ра и Тепли [827] о т-плоских модулях и Шпулбера [1102]. о 
коммутативных t-дедекиндовых кольцах. Сарат .и Варадарад-
жан [1045] получили непосредственное обобщение известного 
критерия Чейза нётеровости кольца. 

Вопросы расщепляемое™, кручений исследовал Л. A. Койф-
май [83, 84]. Основной результат: если R— коммутативное 
кольцо и x(R)=0, то кручение % расщепляется тогда и только 
тогда, когда соответствующий т радикальный фильтр содержит 
наименьший идеал К, причем R/K—конечная прямая сумма 
полей и х&Кх для любого элемента xQK. Другое описание рас­
щепляющихся кручений над коммутативными кольцами дано в 
[483]. Со свойствами расщепления связаны также результаты 
работ [185, 415, 1141. 1142]. Е. Л. Горбачук и Н. Я. Комар-
ницкий [40] исследуют расщепляемость 5-кручений над пра­
выми дуо-«ольцами (если 5 — левый идеал кольца R, то S-
кручение определяется множеством таких левых идеалов T^R, 
что T-j-S = R, при условии, что это множество — радикальный 
фильтр). Те же авторы [42] доказали нерасщепляемость неко­
торых кручений. Н. Я. Комарницкий [85] выяснил, когда лю­
бое кручение над правым дуо-кольцом является 5-кручением. 
Фулберт.и Кузманович [482, 486] получили условия расщепле­
ния кручения Голди на конечно порожденных модулях. 
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Связь теории кручений с теорией примарных и терциарных 
разложений и ее обобщениями освещена в книге Голана [522]. 
Настасеску [856] изучал терциарные и примарные элементы 
решетки т-замкнутых подмодулей конечно порожденного мо­
дуля. Сюда примыкают также работы [45, 236, 369, 550]. Шоре 
[1.072] исследовал кольца, над которыми всякий периодический 
в смысле Диксона модуль разлагается в прямую сумму 5-при-
марных (для некоторых простых модулей 5) модулей. Ричарде 
[1005] построил разложение кручения Голди над первичным 
нётеровым кольцом размерности Крулля 1 в прямую сумму 
кручений, определяемых классами эквивалентности простых 
модулей относительно отношения Si — S2"ф=> Ext1 (51, S2){ne}0. 

Продолжалось исследование стабильных кручений, т. е. та­
ких tG^R-tors, что класс F t замкнут относительно взятия инъ-
ективных оболочек. И. Д. Буну [23] доказал, что любое пред-
кручение над R стабильно тогда и только тогда, когда всякий 
квазиинъективный -R-модуль инъективен. Стабильные кольца, 
т. е. кольца, над которыми любое кручение стабильно, охарак­
теризовал Рэйно [987]. Папп [944, 946—948] исследовал 
стабильные нётеровы кольца. В [945] кручение х называется 
полустабильным, если t ( F ) = 0 или x{F)=F для любого нераз­
ложимого инъективного -^-модуля F. Приведена характериза-
ция колец R, над которыми все кручения тюлустабильны, в 
терминах топологии на Spegi?, Маноха [789] указал достаточ­
ное условие стабильности кручения Хн (напомним, что хм — 
это наибольшее кручение, для которого модуль М полупрост). 

Привлекали внимание симметрические кручения, определен­
ные в [М.75.1010] как кручения, радикальный фильтр которых 
имеет базис из двусторонних идеалов. Различные аспекты ло­
кализации относительно симметрических кручений обсуждает 
Ойстайен [927]. Он же [918] указал условия совершенности 
симметрического кручения. В [926] кольцо т называется 
центральным по Зарисскому, если топология Зарисского на 
множестве первичных идеалов кольца R (которое, как в ком­
мутативном случае, будем обозначать SpecR) порождена под­
множествами Xi = {Р|Р-7-7}, где / пробегает спектр центра С 
кольца R, Доказывается, что >в этом случае все симметрические 
кручения в jR-b\od индуцированы кручениями в C-Mod, а для со­
вершенного симметрического кручения локализацию кольца R 
можно определить как модуль частных модуля cR- Близкими 
свойствами, но для более узкого класса кручений, обладают 
бирациональные расширения центра [930], т. е. кольца, для 
которых вложение центра индуцирует гомеоморфизм открытых 
подмножеств спектров. Отмечено, что к этому классу относятся 
все полупервичные Р/-кольца. Сюда же примыкают работы 
[867, 929]. Сим [1075, 1076] показал, что простое симметриче­
ское кручение над нётеровым кольцом R задается радикальным 
фильтром ерл-р, порожденным множеством { / < Л | / ^ Р } , где 
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Р —'некоторый первичный идеал, и что любое кручение над 
цётеровым кольцом является симметрическим тогда и только 
тогда, когда это кольцо вполне ограниченное [1074]. Бичи [237] 
указывает еще одну характер из ацию этих колец в терминах 
теории кручений. 

Ряд авторов продолжал изучение колокализаций и связан­
ных с ними понятий в категории модулей. К направлению, на­
чатому работами Бичи [М72:182, 183], примыкает статья Ра-
мамурти и Раттера [976]. Другое направление—исследование 
модулей копериодичеоких, в смысле [М72:71], представлено 
работами Орсатти [902] и Фукса [475]. Блэнд [269] устано­
вил, что тм-коделимость модуля В эквивалентна его 
(R/annM) -проективности (где М — любой R-модуль). Третье 
направление — изучение колокализаций относительно идемпо-
тентного идеала, связанных также с. кополупростыми класса­
ми модулей, развивали Сато [1050], Отаке [895], Като [698], 
Голан и Миллер [529]. К нему примыкает также более ранняя 
работа Миллера [826] о радикально-полупростых классах. Для 
любого кручения тбА-tors определяется класс т-кополупростых 
модулей С-={MGR-Mod\HomH(-W, yV)=0 ДЛЯ любого N&3^,}. 
Показано, что если класс 2Г.< радикально-полупрост (в этом 
случае кручение т называется джансовым), то кручение т од­
нозначно восстанавливается по классу Сх. Отображение А, ста­
вящее в соответствие классу £Г-- класс С. и отображение А0 та­
кое,' что Ди(Ст) = {Мб#-Мо1\НотБ(М, N) =0 для NeCx}, рас­
сматривает Голан [51.8], показавший, что следующие условия 
эквивалентны: (1) R — совершенно; (2) отображение А сюръ-
•ективно; (3) отображение А0 сюръективно. Под т-колокализаци-
ей модуля М понимается гомоморфизм а : N-+-M такой, что 
keva&Sr

%, M/a(N)&3Tx и N является т-кополупростым -.-проек­
тивным модулем. Оказалось, что любой модуль имеет колока-
лизацию тогда и только тогда, когда кручение т джансово 
[895]. Б этом случае колокализация — это естественный гомо­
морфизм L(x) ®L(%) ®М^-М, где L(x)—наименьший идеал, 

R R 
принадлежащий радикальному фильтру Ф- кручения т. Изложе­
нию этого направления в теории колокализаций посвящен об­
зор Голана [527]. С изучением радикально-полупростых клас­
сов связаны работы Блэнда [268] и Гарднера и Стюарта [504]. 

Н. Я. Комарницкий [86] и Преет [965] установили, что 
класс gf.. является квазимногообразием тогда и только тогда,. 
когда Ф.. содержит базис из конечно порожденных левых идеа­
лов. Последний также выяснил, когда класс t-инъективных 
модулей является квазимногообразием, охарактеризовал в тер­
минах логики джансовы кручения [966] и исследовал для не­
которых т-З-/?-tors модельное пополнение теории т-полупростых 
модулей [967]. 

Браун [294, 295] и Снайдер [1099] изучали сингулярный 
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идеал групповой алгебры. Шпулбер [1101] рассматривал М-
насыщенные радикальные фильтры, т. е. фильтры Ф^, где t-=t--,. 
а М=М/%(М). Лин [774] определил два произведения ради­
кальных фильтров в прямом произведении колец и исследовал 
их свойства. Эванс [436] выяснил, когда кручение Хаттори со­
вершенно. 

Идзава [656] охарактеризовал такие конечно порожденные 
проективные правые .R-модули P, что модуль Р ®RX является 
ст-инъективньш (сг-проективным) тогда и только тогда, когда 
X — т-инъективный (т-проективный) модуль, где х и cr — двой­
ственные в смысле [М72:1098] кручения в -R-Mod и в-
(Endi-.P)-Mod, соответственно. Краун и Хатчинсон [392] 
установили связь свойств функтора локализации со свойствами 
функтора пополнения по некоторой системе подмодулей. 
Упомянем также связанные с локализациями и круче­
ниями работы [278, 319, 374, 625, 959, П48] и обзорные статьи 
[235, 524]. Периодические и полупростые модули встречаются 
также в [309, 324, 712, 742, 968]. 

3.2. Чистота. Значительное число работ было посвящено 
исследованию чистот в категории абелевых групп. Эти работы 
не отражаются в настоящем обзоре, так как большая часть их 
рассматривалась в обзоре А. П. Мишиной [96]. Из работ, в 
которых аналоги теоретико-групповых результатов были полу­
чены для модулей над теми или иными кольцами, отметим ис­
следования А. В. Иванова [69] об со-делимых и ©-плоских мо­
дулях, А. А. Мановцева [95] о чистотах, замкнутых относи­
тельно прямых сумм и прямых произведений. 

Работы А. И. Генералова '[30, 31] посвящены обобщению 
слабой сервантности на модули. В [1228, 1231] рассматривался 
вопрос об алгебраической компактности (т. е. инъективиости от­
носительно ЧИСТЫХ вложений) прямых сумм алгебраически ком­
пактных модулей. С алгебраически компактными модулями свя­
зана также работа Кушо [377]. Чисто квазиинъективные модули 
над дедекиндовой коммутативной областью изучал Ю. Б. Дрб-
русин [53]. 

Аналог сервантных оболочек элементов для модулей без. 
кручения в смысле Леви строит С. К. Росошек [117]. Ранга-
свами [979] обобщает на модули понятие сбалансированной 
подгруппы. Сйнгх и Тальвар. [1085] получили следующий кри­
терий чистоты подмодуля Nc:M над ограниченным HNP-колъ-
цом: .подмодуль N чист в М, если и только если MAhf\N-NAh для 
любого k и любого максимального обратимого идеала А (здесь 
и далее, если не оговорено противное, имеется в виду чистота 
в смысле Кона [М75, стр. 112]). Свойства чистых подмодулей 
изучали также Реге и Варадараджан [989], Кушо [379]. Брю-
ер и Коста [286] рассматривали чистые расширения колец и 
показали, что чистота сохраняется при переходе к кольцам 
формальных степенных рядов. В [1229] доказано, ЧТО локаль-
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но проективные R-модули чисты в произведении копий коль­
ца R. Некоторые классы чистых вложений рассматривались 
также в [129, 389, 390, 885, 1016]. 

Дуализации понятия ЧИСТОТЫ исследовали Чоудри и Тевари 
[355]. Свойства подмодулей, близкие к чистоте, встречаются 
также в [435, 1213]. 

3.3 Кольца частных относительно кручений. В данном раз­
деле рассмотрены работы, основным объектом исследования в 
которых были кольца частных относительно различных круче­
ний, в том числе полные и классические кольца частных и их 
обобщения. Кольцо частных кольца R относительно кручения т 
или радикального фильтра Ф будем обозначать через Q-(R) 
нли Q<U(R), соответственно, полное кольцо, частных — через-
Q(R), классическое кольцо частных — через Qci(-R), кольцо-
частных относительно мультипликативной системы 5 — через-
Rs, первичный радикал кольца R — через N(R). 

A. И. Кашу [72], Хаугер и Циммерман [615], Кнорр [722],. 
Хедштрем [620], Бичи [234] и Морита [839]. изучали пред­
ставление колец частных бикоммутатором некоторого модуля. 
Ойстайен [922, 923] показал, что свойство кольца быть вполне 
ограниченным и Л/?-свойство переносятся на кольцо частных 
относительно совершенного кручения. 

B. П. Елизаров [59] доказал, что если Ф — сильный сим­
метричный фильтр левых идеалов кольца R, то кольцо Qo{R} 
является (полу-) простым артиновым кольцом тогда и только 
тогда, когда Ф — совершенная система, состоящая из всех 
больших левых идеалов кольца R, причем R— (полу-) первичное 
кольцо. Для радикальных фильтров близкие вопросы исследо­
вал Зельманович [1225]. Пэйдж [938] показал, что если кольцо-
.R непрерывно в смысле Утуми, тб-R-tors совершенно и x(i?)=0,. 
то QX(R) также непрерывно. Науелаертс [866] отметил, что 
кольцо частных порядка Асано относительно симметричного 
кручения является порядком Асано. Сато [1048] устано­
вил, что если R — нётерово слева и справа кольцо к 
inj.dim(H-R)<1, то каноническое вложение ц>:R-^-Q(R) яв­
ляется плоским эпиморфизмом тогда и только тогда, когда ~" 
является левым или правым Qf-3-кольцом, a Q{R) —квазифро-
бениусовым кольцом. Понеляйт [961] выяснил, когда класси­
ческое кольцо частных локального однорядного кольца само-
инъективио. Чэттерс [344] показал, что если R —- нётерово левое 
-Р-Р-кольцо, то Qoi(R) полупримарно тогда и только тогда, когда 
любой регулярный слева элемент кольца R регулярен и 
R/N(R)—левое кольцо Голди. А. А. Туганбаев [149] устано­
вил, что если R —. наследственное нётерово первичное кольцо, 
квазипроективность /?-модуля QC\(R) эквивалентна тому, что 
R —- КОЛЬЦО матриц над локальной областью главных односто­
ронних идеалов А, полным в ./(Л)-адической топологии. Вопрос 
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об инъективности ^-модуля Q-i(--R) Для псевдофробениусовых и 
•близких к ним колец рассмотрел Фейс [449]. 

Раттер [1035] охарактеризовал такие кольца R, что кольцо 
Q(R) является конечно порожденным проективным R-модулем 
и обладает некоторым теоретико-кольцевым свойством. Здесь 
же упомянем работы [547, 654, 800, 1163]. 

Рубин [1032] выяснил, когда кольцо Q(R) — простое, если 
R — несингулярное конечномерное в .смысле Голди кольцо 
(ср. [M75:10Q]). Хатчинсон и Турнидж [641] указали условия 
на контекст Мориты <R,P,Q,S>, при которых кольца Q(R) и 
Q(S) Морита-эквивалентны. Штенштрем [1120] дал полное 
•описание кольца Q(R), когда R — кольцо матриц специального 
вида. Чучел и Еггерт [357] охарактеризовали полное кольцо 
частных гомоморфного образа полулокальной прюферовой об­
ласти. Длаб [418] описал максимальное существенное расши­
рение для некоторых несингулярных колец. Джилмер и Хайнцер 
[509] доказали, что если R — нётерово кольцо, X — бесконеч­
ное множество коммутирующих переменных, то кольца част­
ных кольца R[X] no некоторым мультипликативным системам 
нётеровы. Вопрос о переносе некоторых свойств с коммутатив­
ного кольца R на кольцо Rs рассматривался в [463]. 

К. И. Бейдар [15], К. И. Бейдар и A. B. Михалев [101, 
стр. 99] с помощью понятия ортогональной полноты сводят 
изучение колец частных полупервичных колец к первичному 
•случаю. 

Продолжалось .изучение нётеровых колец, имеющих арти-
ново классическое кольцо частных, начатое известной серией 
работ Смолла. Бичи и Блэр [243] применяют для описания та­
ких колец теорию кручений. С другой стороны, в работах Ле-
нагана [759], Мюллера [844], Краузе, Ленагаиа и Стаффор­
да [729] привлекается размерность Крулля. Идеал I в R на­
зывается слабо идеально инвариантным, если \I®M\<\RR/I\ 
.для любого конечно порожденного модуля М такого, что 
\RM\<RR/I\, где \М\ —размерность Крулля. Макколеевым, 
или А-однородным, называется кольцо R такое, что | л./? | = |LI 
для любого ненулевого левого идеала L кольца R. 
В последней из названных статей, например, доказано, что 
если R — макколеево кольцо, и N(R)—слабо инвариантный 
идеал, то R обладает артиновым кольцом частных. Некоторое 
усиление этого результата получили Голди и Краузе [532]. 
Как оказалось, 'Слабая идеальная инвариантность с успехом 
используется при исследовании локализуемое™ первичных иде­
алов (см. 3.4). 

Здесь же отметим результаты Сато [1049], указавшего та­
кой радикальный фильтр Ф левых идеалов нётерова кольца R 
размерности Крулля 1, что Qo(R) изоморфно двустороннему 
классическому кольцу частных кольца R/A, где А — артинов 
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радикал кольца R, и Стаффорда [1114]: если R—вполне огра­
ниченное нётерово кольцо и К\Ц ^а для любого ненулевого 
.идеала / кольца R, то любой левый идеал L^R такой, что 
| P / L | < a , содержит регулярный элемент кольца R. 

Для нётеровых колец, целых над подкольцом своего цент­
ра, проблему существования артинова классического кольца 
частных -изучали Вангео и Тевари [1185], а для колец Безу, 
являющихся кольцами Голди — Уорфилд [1189]. Векслер-
Крайндлер [1196] показала, что если кольцо R имеет артино-
во классическое кольцо частных, то и кольцо косых многочле­
нов над ним обладает этим свойством. 

Существование классического кольца частных для полу-
первичного РР-кольца, конечно порожденного как алгебра над 
своим центром, доказал Йондруп [686]. Классические кольца 
частных РР-колец исследовал также Оширо [908]. 

В ряде работ изучались кольца частных Р/-колец. Отметим 
прежде всего результат К. И. Бейдара [17] о переносе обоб­
щенных тождеств с кольца R на кольцо Q(R) и о структуре 
кольца Q(R)> когда в R выполнено строгое тождество: 
Q(R)^EndP, где Р — проективный образующий над' строго 
регулярным самоинъективным Р/-кольцом. Другой результат 
К. И. Бейдара [16]: если PI-кольцо обладает классическим 
КОЛЬЦОМ частных, то последнее—также Р/-кольцо. Форманек 
,[467, 468] доказал, что центр тела частных свободной аффинной 
алгебры порядка п = 3 и п = 4 — чисто трансцендентное расшире­
ние основного поля. Для п>5 вопрос пока открыт. Роуен [1031] 
изучал кольца с мономиальными условиями, для которых пол­
ное кольцо частных изоморфно кольцу ЕпсЬэ V, где V — линейное 
пространство над телом D. Шелтер и Смолл [1055] привели 
пример Р/-кольца R такого, что Q(D) не удовлетворяет ника­
кому полиномиальному тождеству, а также пример артинова 
кольца R такого, что Q(R) даже не нётерово. 

Выяснению связи свойств колец частных кольца R и кольца 
инвариантов относительно действия на R конечной группы по­
священы работы Фейса [443], Китамуры [720] и Рено [1001]. 
Наиболее сильные результаты в этом направлении получены 
K. И. Бейдаром и В. К. Харченко (см. обзорную статью послед­
него [164]). 

Вопрос о функториальности конструкции полного кольца 
частных для различных классов морфизмов колец рассматри­
вали Китамура [719] и Лоуден [785], 

Значительное число работ содержит результаты о кольцах 
частных групповых и близких к ним колец. Отметим серию 
работ Ханнаха [589, 590, 591, 592], Ханнаха и О'Миры [593], 
О'Миры [898], в которой изучаются полные кольца частных 
групповых алгебр над полем К. Указаны некоторые классы 
групп, для которых кольцо Q(KG) попадает в один из следую­
щих классов: (а) простые артиновы кольца; (Ь) кольца линей-
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ных преобразований; (с) непростые кольца с нулевым цоко­
лем; (d) конечные в смысле Неймана простые кольца, т. е.. 
кольца, в которых ху~\ влечет yx=l; (e) бесконечные про­
стые кольца. Например: если G — группа со счетным числом.' 
классов., сопряженных элементов, то имеет место случай (Ь) 
или (е), причем если сверх того группа G локально конечна, то 
только- случай (е). 

Браун [296] показал, что если G является .FC-группой, и 
. |A+(G)|<oo, то центр полного кольца частных групповой ал­
гебры группы G над полем совпадает с полным кольцом част­
ных ее центра. Лоуренс и Лоуден [753] доказали, что если: 
Н — подгруппа счетной группы G, алгебра KG—полупервич-
ное несингулярное кольцо и кольцо Q(KG) естественно изо­
морфно кольцу KG ® Q(KH), то\G/H\ <оо. Условия непре-

кн 
рывности и самоинъективности кольца Q{KG) указали Браун и 
Лоуренс [297]. 

Хорн [633, 634] указал некоторый класс групп G таких, что. 
если R — порядок в квазифробениусовом кольце, то RG поря­
док в артиновом или квазифробениусовом кольце. Достаточные 
условия того, что скрещенное произведение является полупер­
вичным кольцом Голди, нашел Рейд [990]. Некоторые резуль­
таты о полном кольце частных свободных абелевой группы 
получил Уилкерсон [1200]. Кольца частных полугрупповых 
колец изучали Людеман и Байт [787]. Связь локализаций це­
лочисленного группового кольца с локализацией группы иссле­
довал Ойстайен [921]. Вопрос о существовании артинова или 
квазифробениусова кольца частных группового кольца рас­
сматривал Браун [293]. 

Полные кольца частных использовали также Харада [601],. 
Оширо [904, 905], Фаччини [438], Хукаба и Келлер [635]. 
Ирлбек [644] использует их для характеризации PP-колец,. 
Ленаган [760] применяет классические кольца частных для 
изучения редуцированного ранга модулей, Герстейн [506] — 
для доказательства классических результатов о дйагонализи-
руемости матриц, Коэн и Монтгомери [363] —для исследова­
ния конечных групп автоморфизмов первичных колец. 

Классическое кольцо частных алгебры А над коммутатив­
ным кольцом -R, являющейся конечно порожденным плоским 
-^-модулем, рассматривал Сето [1133]. 

Армендариц [200] рассматривал такие кольца R, что любой 
собственный Р-подмодуль в Q(R) конечно порожден. Эггерт 
[431] изучал коммутативные кольца R, надкольца которых в 
Q(R) целозамкнуты в Q(R). 

Подмодули в Q{R) рассматривались также в [601, 804, 
805]. 

Фишер [460] доказывает аналоги теоремы Голди для диф­
ференциально первичных колец, Ион и Настасеску [642, 643] — 
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для градуированных колец. Ойстайен [928, 931] строит для 
градуированных колец и модулей теорию кручений, определяет 
локализацию, подобную классической, и т. д. В. И. Арнаутов 
[12] показывает, что локально ограниченная топология про­
должается с коммутативного кольца R на RA, если А не со­
держит обобщенных делителей нуля (при некоторых дополни­
тельных условиях-—до локально ограниченной топологии). 
Локализации колец с инволюцией изучались в [748], локали­
зации упорядочиваемых модулей — в [470]. 

Армендариц и Фишер [202] исследовали связь между коль­
цами частных кольца и идеализатора его правого идеала, 
имеющего нулевой левый аннулятор, Беррондо [249] — связь 
между полем рациональных функций и полем частных кольца 
степенных рядов над коммутативной областью целостности. 

КОН [364], Кон и Дике [368] исследовали обращающие го­
моморфизмы полу-Р/-кО'лец, выяснив, например, когда обра­
щающая локализация Rr полу-^-кольца R является полу-F/-
кольцом, а в [365] — обращающие локализации колец главных 
•односторонних идеалов. Для некоторых систем Г обращающие 
локализации Rr описал Бичи [240]. 

В. Н. Герасимов [32] построил явную конструкцию обра­
щающей локализации и с ее помощью доказал, что любое 2-F/-
кольцо R потенциально обратимо. 

В работах [171, 372] исследуется тело дробей универсаль­
ной обертывающей алгебры конечномерной ,алгебры Ли. Обла­
сти Ope и их тела, частных рассматривали Ирвинг [648], 
Жордан [690]. 

С кольцами частных связаны также работы Шермана 
[1068], Сето [ИЗО], Освальда [916], обзорные статьи и до­
клады [526, 531, 728]. 

3.4. Локализация относительно (полу-)первичных идеалов. 
С (полу-) первичным идеалом Р кольца R связываются: мульти­
пликативная система С(Р) элементов кольца R, регулярных 
по модулю Р\ кручение -',->,=тя/р; симметрическое кручение 
тл-р, радикальный фильтр которого порожден множеством 
идеалов, имеющих нулевой аннулятор по модулю Р. С каждым 
из двух кручений можно связать локализацию RP и RR-P, со­
ответственно, так же как и с мультипликативной системой 
С(Р), если она удовлетворяет условию Оре (в этом случае 
идеал Р называется локализуемым, а соответствующее кольцо 
частных — его классической локализацией). Условия, при кото­
рых локализуем первичный идеал Р из R такой, что R/P — коль­
цо Голди, нашли Бичи и Блэр [242], в полупервичном случае — 
Коззенс и Сандомирский [387] в терминах свойств кручения 
•tp, в случае первичного идеала нётерова кольца — Н. Попеску 
[963], Лезьер [764], Кошон и Лезьёр [334] при дополнитель­
ном предположении, что R цело над подкольцом своего цент­
ра — Шамари и Удри [341]. 



Мюллер [840, 841] определил клан как минимальное мно­
жество {Ри...,Рп} первичных идеалов нётерова кольца R т а ~ 

п 
кое, что 5 = flPi—-локализуемый полупервичный идеал, причем 
идеал I(Rs) обладает свойством Артииа—Риса. Показывается,, 
что идеал не может принадлежать более чем одному клану. 
Указан ряд свойств кольца частных Rs, например: центральные 
идемпотенты пополнения кольца Rs в / ( . ^ - а д и ч е с к о й то­
пологии находятся со взаимно однозначном соответствии с та­
кими подмножествами / s ( P i , . . . , F J , что n{P i |P i6 /}—лока­
лизуемый идеал. Обобщение кланов на неиётеровы кольца 
рассматривал Лай [743]. ' 

В работе Ойстайена [919] исследуются локализации FBN-
колец, при этом основное внимание уделено симметрическим 
локализациям. Локализации относительно полупервичных 
идеалов наследственных FBN-кбпец изучались в [1157]. 
Здесь же упомянем работы Мюллера и Сандомирского [846, 
847, 1043]. 

Мюллер [842, 844] исследовал локализации нётеровых PI-
колец. В частности, им построен пример конечно порожденной 
нётеровой P-i-алгебры над полем, лежащей в кольце матриц 
порядка 2 над коммутативной нётеровой областью, каждый 
первичный идеал которой локализуем, но существует (притом 
единственный) простой идеал центра алгебры R, не являющий­
ся сокращенным. В [843] изучаются локализуемые идеалы ко­
лец матриц специального вида. 

Браун, Ленаган и Стаффорд [298] доказали, что локализуе­
мый полупервичный идеал S такой, что кольцо /? /5макколеево , 
слабо идеально! инвариантен, а если 5 обладает свойством Ар-
тина—Риса и R/S — макколеево кольцо, то, обратно, из слабой 
идеальной инвариантности идеала S следует его локализуе-
мость. Связь локализуемое™ >с идеальной инвариантностью ис­
следовал также Мюллер [843]. 

Дауне [397, 398] изучал локализации относительно одно­
сторонних первичных идеалов, Ойстайен [917]—связь между 
кручениями tp и tR^P для нётерова кольца R и условия, при 
которых они совершенны, Латсис [750] — локализации дуо-ко-
лец. Бичи [241.] получил условия классической полупростоты 
кольца частных относительно кручения tp по модулю радикала 
Джекобсона 

3.5. Пучки модулей и некоммутативные аналоги струк­
турного пучка. Если ":—• окольцованное пространство, а /^ — 
его кольцо сечений, то можно рассмотреть функторы t-tt-Mod--. 

F ° 
-2/?-Mod, где E((9})-=Homgj(0t, 2Я), а слои Эг-модуля О (М) 
G 
определяются равенством G (М)(х) = 5Я(х)®кМ, где х — эле­
мент базисного пространства. Эти функторы сопряжены, а если 
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базисное пространство компактно (паракомпактно) и только 
в ЭТОМ случае эти функторы осуществляют эквивалентность 
категорий всех (конечно порожденных) модулей ([851], см. также 
[849]). Мулвей [М71:807], [852] (см. также [М7б:901]) установил 
эквивалентность следующих свойств: (1) 31 — образующий кате­
гории 91-модулей; (2) каждый слой пучка 31 порождается 
сечениями по сколь угодно малой окрестности. Специализацию 
и уточнение этого результата для случая пучка непрерывных 
функций и структурного пучка коммутативного кольца можно 
найти в [850] и [М75:901] соответственно. Сето [1132] показал, 
что точная последовательность модулей 5->С->0 расщепляется 
тогда и только тогда, когда расщепляется каждый ее слой 
в пучке пиратского представления. Карраль [326] назвал ком­
мутативное кольцо мягким, если локализации относительно его 
максимальных идеалов сюръективны, и доказал, что мягкость 
кольца /? равносильна квазикогерентности любого пучка ^-мо­
дулей над пространством максимальных идеалов. 

В работах Вершорена и Ойстайена [924, 933, 935, 1180,1183]. 
строится теория кручений и локализаций в категории -предпуч-
ков модулей над фиксированным (пред-)пучком колец. Круче­
ние т в такой категории называется локальным, если оно опре­
делено семейством кручений x(U) в категориях R(*y)-M.od,. 
где 'У — открытые подмножества базисного пространства, 
RCV) —соответствующие кольца сечений. Для локальных круче­
ний и для вялых пучков строятся аналоги модулей частных. Вы­
ясняется, при каких условиях кручение и локализация сохраня­
ют свойство предпучка быть пучком. Вершорен [1178] рассмат­
ривал аналоги совершенных кручений. При некоторых 
ограничениях это свойство оказалось эквивалентным послойной. 
полупростоте любого пучка модулей. 

Голан, Рэйно и Ойстайен [530] строят аналог структурного 
пучка для некоторого класса некоммутативных колец, включа­
ющего алгебры Адзумая. Ойстайен [925] вычислил слои этого 
пучка. Другие аналоги структурного пучка рассмотрены в [867,. 
920,926] (см. также [534]). 

Для полупервичного аффинного Р/-кольца в [934] строится 
аналог структурного пучка, более близкий по свойствам к ком­
мутативной конструкции: базисным для него является простран­
ство первичных идеалов кольца с топологией Зарисского, он 
функториален относительно расширений, порожденных центра­
лизующими образ элементами (иначе говоря, расширений Про-
чези) и на открытом плотном подмножестве его базисного про­
странства его слои — классические локализации (см. 3.4). При­
менения совершенных локализаций в категории бимодулей к 
этим пучкам описываются в [1181, 1182]. Другой подход к не­
коммутативному структурному пучку развивает Кон [367]. Пред­
ставлениям некоммутативных колец сечениями пучков посвяще­
ны работы Сето [1134] и Вамоша [1166]. 
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В. К. Захаров [68] построил представление сечениями орто­
дополнения и делимой оболочки кольца. 

3.6. Эпиморфизмы колец. Топологическое пространство (коль­
цевых) эпиморфизмов конечномерной алгебры в простые ар-
тиновы кольца рассматривает Рингель [1014]. Оливье [897] 
доказывает, что произвольный эпиморфизм коммутативных ко­
лец а : R-+-S разлагается в композицию эпиморфизма f$ : R-УТ, 
индуцирующего гомеоморфизм p*:Spec T-*-Spec./?, и плоского 
•сюръективного эпиморфизма у : 7{to}S. Эпиморфизмы коммута­
тивных колец встречаются также в [721]. 

Булашевска и Кремпа [306] показывают, что если а : R{to}S — 
эпиморфизм колец, то коммутативность, наличие единицы, ниль­
потентность и Т-нильпотентность переносятся с кольца R на 
кольцо 5. Напротив, выполнение тождества (даже стандартного 
степени 3) не переносится с кольца R на кольцо 5 (Гарднер 
[503]). 

Для плоского эпиморфизма а: R-+S Удри [636] устанавли­
вает, когда кольцо S локально, квазилокально, полулокально. 
Подъем некоторых свойств при абсолютно плоском гомоморфиз­
ме рассмотрен в [952]. Кручение, ассоциированное с эпиморфиз­
мом колец, изучал Ламбек [746]. Шпулбер [1105], Нишида [884] 
и Васконселос [1175] выясняли, когда заданный гомоморфизм 
колец является плоским эпиморфизмом. Шинагава [1069] уста­
новил связь между дивизориальными и кодивизориальными мо­
дулями над областями Крулля A и В, если t:A{to}B—• плоское 
.вложение. 

Чиппола [360] рассматривает обобщение теории строго пло­
ского спуска Гротендика, 

Морфизмы в категории колец и в других категориях, свой­
ства которых близки к свойствам плоских кольцевых эпимор­
физмов, изучались в [605, 707, 1211]. 

3.7. Максимальные порядки в центральных простых алгеб­
рах и их обобщения. В книге Райнера [991] излагается теория 
идеалов максимальных порядков. Фейс [445] изучает некомму­
тативный аналог прюферовых колец, а Марубаяши [797] про­
должает изучать некоммутативные кольца Крулля. 

Коззенс и Сандомирский [385, 386] исследуют рефлексивные 
идеалы в максимальных порядках, Коззенс [383] — рефлексив­
ные модули над ними, Шамари и Мори [342] доказали следую­
щий аналог теоремы о главном идеале: если R —первичное нё-
терово Р/-кольцо, центр которого — область Крулля, то хотя бы 
•один из радикалов компонент минимального терциарного раз­
ложения любого главного идеала в R — минимальный первич­
ный идеал. Некоторые обобщения этой теоремы получил Mopn 
[807]. K этому ряду относятся и работы [337, 339, 637, 806]. 

Стаффорд [1108] доказал теорему о сокращении для некото­
рых проективных модулей над порядками Асано (см. также 
11018]). 
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Джинн и Мосс [512] показали, что двусторонний нётеров 
порядок в артиновом кольце разлагается в прямую сумму арти-
нова идеала и кольца с нулевым цоколем. Этот результат сти-
мулировал исследование артинова радикала в таких кольцах 
(Чэттерс [344, 345]) и его аналогов (Чэттерс и Робсон [349]). 

Харада [599] исследует представление порядка, эквивалент­
ного данному, в виде пересечения идеализаторов. 

Для коммутативной наследственной области R с полем част­
ных К показано, что любая подалгебра Л в проективной сепа-
рабельной А"-алгебре 2, целая над R, есть /^-порядок, и что лю­
бой максимальный /^-порядок наследственный (Киркман и Куз-
манович [716]). В [182] показано, что некоторое кольцо частных 
максимального порядка в полупростой конечномерной алгебре 
над алгебраически замкнутым полем евклидово. Максимальные 
V-порядки в кольце матриц Кп, где V — кольцо нормирования 
высоты 1 в поле К, описал Н. И. Дубровин [58]. 

Коззенс [384] называет полулокальное кольцо Л с множест­
вом максимальных идеалов Ш 1 ( . . . , Мп) локализуемым, если 
существует такое множество кольцевых эпиморфизмов {<р(: Л-> 
->Г}, что (ri)A и л(Гг)—конечно порожденные проективные 
модули, и ri®A/Mj=-0 при всех j¥=i. Анонсирован ряд резуль-

л 
татов о структуре (в терминах блочных матриц) локализуемых 
порядков, конечно порожденных как модуль над центром. 

Рамрас [977] и Янус [663] изучают вопрос о том, когда тен­
зорное. произведение колец оказывается максимальным поряд­
ком, а Шамари [338] —тот же вопрос для расширений Ope (см. 
также [866]). 

Масайке [799] определяет и исследует отношение эквивалент­
ности между порядками в двух различных артиновых полупро­
стых Морита-эквйвалентных кольцах. Науелаертс и Ойстайен 
[868] рассматривают класс колец, естественно включающий, на­
ряду с нётеровыми наследственными /'/-кольцами, классические 
порядки в центральных простых алгебрах. 

§ 4. МОДУЛИ С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ СТРУКТУРАМИ 

4.1. Топологические модули. П. И. Кирку ([168], стр. 50) от­
метил, что произвольный модуль над дискретным кольцом R яв­
ляется предкомпактньш топологическим /^-модулем. Кушо [377] 
рассматривает в модуле топологию, базис окрестностей нуля ко­
торой состоит из всех таких подмодулей, фактормодули по ко­
торым являются модулями конечного типа. Ряд замечаний о то­
пологиях Зарисского на кольцах и модулях делает Костовичи 
[375]. Проданов [968] исследует предкомпактные минимальные 
топологии в некоторых модулях без кручения В. И. Арнаутов и 
А. В. Михалев ([170], ч. 2, стр. 8) получили топологический аналог 
теоремы Гильберта о базисе (для условия обрыва возрастающих 
цепей открытых правых идеалов) для топологических колец и 
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модулей. С. Ф. Алексей и Р. К. Калистру в [3] и Р. К. Калистру 
в [71] анализируют вопрос о полноте свободного топологического 
модуля. М. И. Водинчар ([29]; [168], стр. 18; [170],ч.2,стр.30) 
исследует алгебраические радикалы топологических модулей. Ли­
нейным топологиям модулей посвящены статьи Балле [224, 225]. 
В [197] доказано, что если R — полное кольцо с базисом окрест­
ностей нуля из левых идеалов, то R — полупростое линейно 
компактное кольцо тогда и только тогда, когда каждый топо­
логический ^-модуль топологически инъективен. Линейно ком­
пактные ТОПОЛОГИИ на модулях исследуются в [1184] и [578]. 

Цикл статей С. Т. Главацкого [33; 34; 168, стр. 25] посвящен: 
топологическим аналогом квазяфробениусовых модулей, опреде­
ляемым ими двойственностям. Линейно компактные модули изу­
чаются в [379, 580 и 1208]. Вопросы двойственности типа двойст­
венности Понтрягина рассматривались для топологических мо­
дулей также в [232, 400, 465, 479, 902]. 

Пополнения линейно топологических колец и некоторые ти­
пы двойственностей, возникающих при этом, рассмотрены в 
[231]. 

Двойственность определяемая билинейной формой над ком­
мутативным топологическим кольцом, анализируется в [808]-
Топологические квазипроективные и квазиинъективные модули 
изучает С. Т. Главацкий [35, 36]. Топологический вариант полу­
совершенных колец исследует А. В. Клюшин [78; 168, стр. 50]. 
Открыто нётеровы кольца и модули охарактеризованы 
А. В. Клюшиньш [79]. 

Проективные банаховы модули изучает Ю. В. Селиванов-
[125—127], конечно порожденные, нётеровы и артиновы банахо­
вы модули — Грабинер [565]. Гомологические размерности ба­
наховых алгебр и банаховых модулей исследуют A. Я- Хелем-
ский [165], Ю. О. Головин и А. Я.Хемельский [38],Моран [838]. 

4.2. Упорядоченные модули. Ряд вопросов об упорядочен­
ных модулях вошел в книгу Бигара, Каймеля и Волфенштейна 
[264]. Новый стимул к изучению частично упорядоченных колец 
и частично упорядоченных модулей дает полу алгебраическая 
геометрия (т. е. область математики, изучающая конечное число 
полиномиальных равенств и неравенств), введение в эту часть 
алгебры дает монография Брумфила [299]. 

Локализации упорядоченных модулей рассматривают Бигар 
[263] и Фокс [470]. Ряд замечаний о базисах частично упорядо­
ченных модулей сделан Белдингом [246]. Упорядочивания моду­
лей характеров приведены в [960]. 

Вопросы полноты и различные пополнения и оболочки упо-
"рядоченных модулей встречаются в работах В. К. Захарова [66, 
67]. С. С. Кутателадзе [90] описывает модули над /-кольцами, в 
которых можно развивать выпуклый анализ. 

Вирт [120] исследует частично упорядоченные абелевы груп­
пы, локально компактные в интервальной топологии. Различные 
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топологии абелевых /-групп и пополнения по ним рассматрива­
ет Кенни [701]. Шмарда [1091] изучает структуру всех тополо­
гий /-группы, в которых групповая .и структурная операции 
непрерывны. Теорему о замкнутом графике для упорядоченных 
топологических абелевых групп доказывает Халелула [713]. 

4.3. Нормированные модули. Нормированным векторным 
пространствам и абелевым группам посвящен большой цикл ра-
бот: Фукс [474, 476—478], Радо [973], Ричман и Уокер [1008,]. 
Путеводитель по литературе по нормированным абелевым груп­
пам предложил Ричман [1007]. Либерт [773] исследует нормы и 
конормы на периодических полных абелевых /-группах. Сюда 
примыкает работа [311]. Нормированиям модулей посвящены 
статьи Кирби и Мерана [714] и Рибенбойма [1003, 1004]. 

4.4. Градуированные и фильтрованные модули. Начали си­
стематически изучаться градуированные и фильтрованные моду­
ли (категорные свойства, проективные и инъективные объекты, 
гомологические размерности, размерность Крулля, градуирован­
ные первичные идеалы, локализации и варианты теорем Голди, 
примарные разложения, радикалы и др. вопросы) — см. Фоссум 
и Фоксби [469], Настасеску [857, 860], Ион и Настасеску [642, 
643], Ойетайен [931], Гото и Ватанабе [555, 556], Грюнеифельд 
[576]. Достаточно полное изложение этого круга вопросов дает 
книга Настасеску и Ойстайена [865]. 

4.5. Дифференциальные и разностные модули. Примарные 
разложения дифференциальных модулей изучали Урзиану [1158] 
и Новицкий [891]. Кручения в категории дифференциальных мо­
дулей исследовал Е. Л. Горбачук и Н. Я- Комарницкий ([170], 
ч. 2, стр. 41). Дифференциальные операторы и производные на мо­
дулях затронуты в [187]. Свойства интегрально замкнутых под-
модулей приводит Трендафилов [142]. Методы вычисления диф­
ференциального размерностного многочлена (с использованием 
резольвенты модуля дифференциалов и по характеристическому 
множеству, простого дифференциального идеала), а также вы­
числения характеристического множества и дифференциального 
размерностного многочлена для конкретных систем дифферен­
циальных уравнений (волновое уравнение, уравнения Дирака, 
Эйлера, Лаие, Максвелла и Эйнштейна) изложены A. В. Миха­
лёвым и Е. В. Панкратьевым (см. [103], стр. 94; [168], стр. 76— 
77). А. Б. Левин [91, 92] исследует характеристический много­
член и разностную размерность фильтрованных модулей и 
расширений разностных полей. Он же в ([168], стр. 67) иссле­
дует свойства функтора Ext в категории инверсных разностных 
модулей. 

Г. А. Джавадов [51] изучает дифференциально-разностные 
модули (вопросы, связанные с нетеровостью, радикалом Дже-
кобсона, с вариантами леммы Артина—Рисса и др.), а в [52] он 
строит характеристический многочлен для дифференциально-
разностных модулей. 
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§ 5. ОБОБЩЕНИЯ МОДУЛЕЙ 

5,1, Модули над обобщенными кольцами. Аффинные моду­
ли. В данном разделе отражено содержание лишь тех работ, 
в которых рассматриваются объекты, непосредственно примы­
кающие к модулям над кольцами. Значительное число работ, 
•посвященных гомологической классификации полугрупп и 
другим вопросам, связанным со свойствами полигонов над 
моноидами, не вошли в настоящий обзор. Это объясняется как 
недостатком места, так и тем, что теория полугрупп и полиго­
нов над ними выделилась в самостоятельную область алгебры. 
По этим же причинам не отражены работы, в которых изуча­
лись коммутативные полугруппы, хотя ОНИ И могут рассматри­
ваться как модули над полукольцом положительных целых 
чисел. 

Л. В. Тюкавкин [159] доказал, что регулярность коммута­
тивного полукольца равносильна тому, что все модули над 
ним —плоские. Б. Б. Коваленко [80, 81] рассматривал модули 
над инверсными полукольцами (т. e. полукольцами, аддитив­
ная полугруппа которых инверсна). А. М- Пачкория [106] ис­
следовал расширения модулей над полукольцом. 

Аддитивно записанный группоид А называется квазимоду­
лем над кольцом R, если для всех r6i? и a6A определено про­
изведение габЛ, причем 

(х+х)-.+ (у+г) = (х + у) + (x+z),(—l)x+ (х+у) = у, 
r(x+y)=rx+ry, (r+s)x=rx + sx, 

r(sx) = (rs)x, lx=x и 0x==0t/. 
• Строение квазимодулей, порожденных тремя элементами, 
описали Кепка и Немец [704]. Они же [705] отметили возмож­
ность получения квазимодуля из модуля, наделенного некото-
рой дополнительной тернарной операцией. Кепка [703] рас­
сматривал предрадикалы квазимодулей и установил, что под-
квазимодули конечно порожденного квазимодуля над нётеро-
вым кольцом конечно порождены. 

Продолжались исследования модулей над почтикольцами. 
Освальд [915] построил контрпример к результатам Сеса и Те-
вари [М75:1259]. Мельдрам [818], Мэйсон [802], Банашевский 
и Нельсон [227] отметили, что в категории модулей над почта-
кольцом инъективные объекты, вообще говоря, отсутствуют. 
Мэйсон [802] рассмотрел ослабленные свойства инъективности 
и использовал их для гомологической классификации почти-
колец. Освальд [916] построил аналог кольца частных для 
почтикольца. 

Псевдомодули рассматривались в работах Пердью [953] и 
Раймера [1009], причем последняя работа содержит ошибки. 

А. И. Пономарев [108] исследовал категорию «-модулей (ср. 
[М71:121]). 
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Перейдем к работам, в которых исследовались модули над 
не обязательно ассоциативными кольцами и алгебрами. 

Пусть К—ассоциативное кольцо с единицей и R— не обя­
зательно ассоциативная /С-алгебра. Модуль М над алгеброй R 
определяется как /(-модуль, допускающий сохраняющую еди­
ницу /(-линейное отображение p:/?->-End.K.M, причем полагают 
Хт=р(1) (т) . И. П. Шестаков [166] уточнил ранее полученные 
результаты (см. [137, стр. 60], а также [60]) для случая мо­
дулей над альтернативным кольцом и доказал, что неприводи­
мые модули над таким кольцом ассоциативны слева и справа. 
Висбаузр [1202] назвал элемент твМ ассоциативным, если 
(кц.)т = Х(1х1п) для любых %, \x.£R. Модуль, порожденный свои­
ми ассоциативными элементами, называется ассоциативно по­
рожденным. Инъективный (проективный) модуль определяет­
ся как модуль, инъективный (проективный) относительно точ­
ных последовательностей ассоциативно порожденных модулей. 
Доказывается аналог теоремы о гомологической характериза-
ции классически полупростых колец [1202]. Исследуются свя­
зи между свойствами: (a) R — регулярно; (б) каждый простой 
R-модуль инъективен; (в) каждый (левый) идеал из R пред­
ставляется как пересечение максимальных (левых) идеалов 
(см. [1203]). В работе [1204] КОЛЬЦО называется регулярным 
•слева, если каждый его левый идеал порождается идемпотен-
том. В отличие от ассоциативного случая, лево-правая симмет­
рия, вообще говоря, отсутствует. Доказывается, что левая регу­
лярность кольца эквивалентна плоскостности всех ассоциативно 
порожденных модулей' над ним. Предложена также и гомо­
логическая характеризация бирегулярных колец. Рассматри­
вались аналоги наследственности, полунаследственности и полу-
совершенности для неассоциативного случая [1207]. Модули 
над неассоциативными кольцами рассматривал также Осбори 
[903]. Джекобсон, Маккриммон и Парвати [658] изучали лока­
лизации йордановых алгебр. 

A. В. Жожикашвили [62] доказал, что эквивалентность ка­
тегорий аффинных модулей над кольцами R и R' влечет изо­
морфизм этих колец. Попутно устанавливается, что из изомор­
физма полугрупп эндоморфизмов свободных аффинных модулей 
ранга >2 вытекает, что эти модули связаны полулинейным изо­
морфизмом. Отметим также работу Сендреи [1129], в которой 
устанавливается связь между аффинными операциями на R-
модуле и парами (R',I), где R'— центральное подкольцо в R, 
а / — идеал в R'. 

5.2. Теоретико-категорные обобщения. Грюнберг и Рогген-
камп [575] изучали категорию расширений модулей. 
Г. М. Бродский [104, стр. ПО] охарактеризовал конечно зам­
кнутые подкатегории категории модулей. Вопросы, связанные с 
вложением заданной категории в категорию модулей, рассмат­
ривал Вершорен [1.179]. В работе Дирса [409] изучается ло-
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кализаци'я, задаваемая некоторым функтором из категории 
модулей в абелеву категорию- К этому же кругу вопросов при­
мыкают работы Ойстайена и Вершорена [935] и Идзавы [656]. 

Дартуа [396] рассматривает ряд вопросов, касающихся мо­
дулей над малой аддитивной категорией- A. Г. Григорян [46] 
доказал, что регулярность (в смысле Неймана) малой предад-
дитивной категории п эквивалентна плоскостности всех я-моду-
лей. Симеон [1077] исследовал чистые полупростые категории 
и применил их к изучению колец конечного типа представле­
ния. Райтен [993] предложил метод построения наследственной 
абелевой категории, стабильно эквивалентной данной. Работы, 
касающиеся проективных и инъективных объектов в категори­
ях, близких к категории модулей, отражены в соответствую­
щих разделах § 2, касающиеся различных предрадикалов в та­
ких категориях—в 3,1. 
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