
что d M I # n l l 1 / n < l . Следовательно, для произвольного целого т>0 имеем 

l l « b ™ i i = i i z » t W » i + 4 i < c ,

1 d » , | | KLI\ < c t ^ d' = c2d™. 
l=m+l Z = m + 1 

Отсюда следует, что при вычислении (g, ф) обрыв траектории на ттг-м члене при­
водит к систематической ошибке порядка Cdm. 

Предположим далее, что функция ф ограничена и p/q=const. При фиксирован­
ном числе N траекторий дисперсия статистической оценки отрезка ряда (4) растет 
не быстрее, чем Cm, так как дисперсии случайных величин ф(# п ) равномерно огра­
ничены некоторой константой С: 

' 1> [ф(^о ) -ф(ж 1 )+ . . . ±ф(л : т ) ]<В[ф(л :о ) ]+ . . .+В[ф(а : т ) ]<С , (77г+1) . 

С другой стороны, при фиксированном т дисперсия оценки отрезка ряда (4) убы­
вает с ростом Nr как const/W. 

Для достижения заданной точности расчета, необходимо сначала выбрать 
достаточно большое т (длину траектории), затем количество N траекторий. 

Описанный метод применялся для решения внутренней задачи Дирихле Д и = 0 , 
м | г = Ф , где Г — граница полушария 

Л = { | * | < 1 , * з > 0 } , ф(*) = [ * 1 2 + * 2

2 + ( * з + 1 ) 2 ] - 1 . 

Решение ищется в точке ж 0 = ( 0 , 0 , 0 . 5 ) е£) (точное значение и(х0)=2/3). Задача сво­
дится к вычислению скалярного произведения (и., Ж^), где и. - решение интеграль­
ного уравнения разрыва потенциала двойного слоя iL=—K\i+q>, К — оператор со 
стохастическим ядром Ж(х, у); х, г/^Г; ЖХо(у)=Ж(хо, у)., г / е Г , - вероятностная 
плотность на Г. 

Значения дисперсии D оценки для различных т при количестве траекторий 
iV=15000 таковы: . 

т 3 4 5 6 7 8 9 10 
DX10 6 21 26 31 36 41 45 51 55 

Видно, что с ростом т дисперсия растет линейно. 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ТРАНСПОРТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ СТОЛКНОВЕНИЙ 
ДЛЯ ЛЕННАРД-ДЖОНСОВСКОГО ГАЗА 

АХМАТСКАЯ Е. В., ПОЖАР Л. А. 

( Харьпов) 

Рассмотрены основные вопросы, возникающие при вычислении 
приведенных транспортных интегралов столкновений кинетической , 
теории газов в тех случаях, когда взаимодействие между молекулами 
описывается потенциалом (6—12) Леннарда—Джонса . Предложен ме­
тод вычисления этих интегралов с заданной точностью. 

§ 1. Введение 

Коэффициенты переноса газов в классической кинетической теории могут быть 
получены посредством решения уравнения Больцмана методом Чепмена — Энскога, 
При этом они выражаются через приведенные транспортные интегралы столкнове-
ний Q<'» •) (Г) (см. [1 ] ) . В случае, когда взаимодействие молекул газа описывается 
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потенциалом (6—12) Леннарда — Джонса, Q^S^(T) определяются следующим об­
разом : 

оо ' 
2( /+1) С 

(1.1) Q(l>s>(T)= г _ ' ^ . J e-xx^Q^^dx, 
j t [ l + 2 Z - ( - l ) < ] ( s + l ) ! 

(1.2) Ql(g2)=2n J&[l-cos<x(&, e)\db, 
о • * • •'• ' 

оо , 

Я г г?2
 4 / 1 1 \Г'°1 - 1 

г , 5 = 1 , 2 , . . . , ? г , weZ, х, Т, g, Ъ, г 0, г ^ Д , Г , . г о >0 . 

Здесь Г, g, Ь, г, го — безразмерные величины, имеющие смысл приведенных темпе^ 
| )атуры, абсолютной величины относительной скорости движения молекул, при­
цельного параметра, расстояния между молекулами и расстояния максимального 
«сближения молекул соответственно. -

Нижний предел интегрирования г 0 в (1.3) соответствует максимальному корню 
уравнения 

{1.4) l - & 2 / r 2 _ 4 ( r - 1 2 _ r - 6 ) / g 2 = = ( ) r 

ж, следовательно, % ( g ) ' я в л я е т с я несобственным. интегралом, имеющим особен­
ность на нижнем пределе. 

В настоящее время известно несколько методов приближенного вычисления 
:&-интегралов QV* 8ЦТ) (см. [ 2 ] - [ 4 ] ) , однако ни один, из них. не .дозволяет досто­
верно оценить погрешность вычислений. Кроме того, методы, предложенные в [2] , 
[3 ] , по-видимому, не позволяют получить значения Q-интегралов с точностью, 
превышающей 10~ 4 , что необходимо для вычисления коэффициентов переноса га­
зов во втором и более высоких приближениях Чёпмена — Энскога. 

Существует несколько причин, по которым создание метода вычисления Й-ин-
тегралов с заданной точностью является достаточно сложной задачей. Прежде всего 
это наличие особенности в интеграле из (1.3) при тех значениях параметров Ъ и g, 
жоторые характеризуют так называемое явление «орбитирования» [1 ] . 

В этих случаях, как будет показано ниже, функция %(b,g) ведет себя, как 
у-'12 или In у при г/->0, y^R+, а подынтегральная функция в (1.2) осциллирует, как 
cos'а; при x^R (см. [4] ) . Достаточно сложна и оценка погрешности вы­
числений при кратном интегрировании. 

§ 2. Исследование функции ч(% д) 

Вопрос о характере особенностей подынтегральной функции из (1.3) в точке 
то сводится к выяснению кратности корня г 0 уравнения (1.4). Легко установить, 
что максимальный корень г 2 этого уравнения кратности 2 имеет место в тех слу­
ч а я х , когда 

<2.1) 0 < g < 2 / 5 V 

При каждом значении g из (2.1) и соответствующем ему Ъ из (2.2) корень г 2 опре­
деляется выражением 

<2.3) г 2 = 5 1 / * / [ 1 - ( l - 5 g 2 / 4 ) ч >] 4 *. 

Можно показать, что существует единственный корень гз кратности 3 уравне^ 
ния (1.4): 

(2.4) r 3 =5Ve t ' 
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при Э Т О М ; V / . - . 

(2.5) - " g=2/5\ ' b=3/b\ 

Корней кратности выше третьей (1.4) не имеет. 
Исследование поведения подынтегральной функции в (1.3) с помощью разло ­

жений в ряды Тейлора в окрестностях кратных максимальных корней (1.4) п о к а ­
зало, что %(b,g) вблизи корней (2.3) ведет себя как In у при y-*Q, y^R+

t в то в р е ­
мя, к а к в бесконечно малой окрестности (2.4) будет %(b, g)~y~''2, где г/->0. Парамет­
ры Ъ и ^ о п р е д е л я е м ы е (2.1), (2.2), (2.5), будем называть параметрами орбитиро-
вания и обозначать через Ь0 ж go. 

Простые корни гч уравнения (1.4) могут быть определены численно. Они не при­
водят к особенностям %(&, g). Анализ поведения функции 

(2.87 g = 2 / 2 2 - 2 ( 5 6 2 7 l8 ) 3 . 

и ее производной, а также применение теоремы об оценке положительных корней 
алгебраического уравнения к (1.4) позволили выделить такие отрезки [ c r , dr], г 4 е 
& [ c r , dr]y c r , dr^R+, в пределах которых не будет находиться н и одного отличного 
от г± корня (1.4). В зависимости от значений параметров b и g, которые, конечно^ 
отличны от (2.1), (2.2), (2.5), эти трудоемкие, но полезные при вычислениях оценки: 
выглядят следующим образом: 

(2.7) V 2 [ ( l + g 2 ) V 2 - l ] V 2 / g < r i < i , 

(2.8) Ь>1; 
здесь > 

l < r t < d 2 , F{di)F(d2) m a x { s i g n [ F № ) ] , s i g n [ F ( d 2 ) ] } ^ 0 , 

' di<n<d% F(di)F{d2) m a x {sign [F(di)], s ign № ) ] } < 0 , 

b>2igi • ; : 
1+2/s , \ b<2Jg, ; - I 1+2/g 

Г / 5b 2 / 5 6 2 \ V , V 

Величины d 3 и "d4, в зависимости от знака параметра D, где D=l/gi—2(bb2/iS)3/g2

r 

определяются ниже. 
Так, если D>0 (или &< [54/(5V5 g)'] , / 8)> то \ ^ 

в ,*i > 5 6 2 / 1 8 , 
d 3 = l - 5 6 2 / 1 8 , d 4 = = ^ 

в | * i | < 5 f c 2 / 1 8 , 

где xi=(W-q/2y>+(-q/2-iDy», 

(2 .Щ / g = 2 / g 2 - 2 ( 5 6 2 / 1 8 ) 3 . 

' Е с л и Z>=0 (или &= [54/(5 V5g) ] , / 3 ) , то d 3 = l - 5 & 2 / 1 8 , й 4 = ( д / 2 ) , / з , где g удовлетво­
ряет уравнению (2.8 х ). 

Если £ < 0 (или Ъ> [54/(5У5 £ ) ] 1 / з ) , то , . 

_ | , ^ [54У2/ (5У5^) ] ' / з , 

" * 4 ; ~ t У 3 р | ^ • &=[54l/2/(5f5 tfj* 

r A e * 2 = 2 [ ( < z / 2 ) 2 + | ^ 

| d 5 | < 5 6 2 / 1 8 , 

| d 5 | > 5 b 2 / 1 8 , t l - 5 b 2 / 1 8 , 

й 
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а д е 

* з = [ (q/2)2+1D | ] v6{V з Im [exp (-21D14/ (3g)) ] - R e [ е х ц ( - 2 | Л | V ( 3 « ) ) ] } ; 

<2.9) 6o=0, n=2 1 /»[( l+e 2 ) , ^- l ] 1 ^- , / ' . 
Формулы (2.3), (2.4) и оценки (2.7)-(2.9) позволяют сократить время вычисления 
корней г± и значительно упростить процедуру численного решения уравнения (1.4) 
по сравнению с предложенными в [ 2 ] - [ 4 ] . 

§ 3. Процедура интегрирования 
Произведем в интеграле 1% из (1.3) замену z=rQ/r. Тогда 

i . 
f ( i - z 2 ) - , / 2 f г *2°2 -4 / 2 1 2 2 6 M " 1 ! 7 2 

0 . • 

Теперь для вычисления интеграла в первой части (3.1) в тех случаях, когда r 0 = r i , 

можно применить квадратурную формулу Гаусса - Чебышёва [5] ; в результате 
получим 

N 

,<w ' . - ^ { ^ " r t l ' - s r - j r C ^ r — j J } • « » 
j = i 

где 2 j=cos [ (2y - l )« / (2 iV) - ] . 
Исходя из вида и поведения подынтегральной функции в (3.1) удалось оце­

нить максимальное число узлов N в (3.2), необходимое для интегрирования 1Х с за­
данной точностью RN: 

(3.3) Л г -{яг 1 ^[4Й^(6е/5 , / ' -е 2 ) , / я 1- , ' а }, ' 0 < е « 1 , 

где квадратные скобки обозначают целую часть числам 
Вычисление %(b,g) для параметров Ь0 й go:(т. е. в тех случаях, когда г 0 = г 2 , г 3 ) , 

а также выбор величины е будут обсуждаться в § 4. 
Возможность использования для численного интегрирования известных (см. 

[ 5 ] - [ 7 ] ) квадратурных формул сильно ограничивается оценками погрешности вы­
числений. Для большинства упомянутых квадратурных формул эти оценки выража­
ются через производную подынтегральной функции п-то порядка, что обычно неудоб­
но для практического использования. В последнее время получены асимптотические 
формулы для оценки погрешности квадратур Еп через подынтегральную функцию 
[ 8 ] - [ 1 2 ] . Для вычисления величин Qi(gz) и &(*•*)(£•)(была ^использована квадратур­
ная формула Кленшоу — Кертиса [8] . 

(3.4) l n ^ j /(х)dx = ^ Я р / ( c o s ( п р / п ) ) ±Еп 

где 
-1 р=0 

в0=вп=(п2-1)-\:' 

2 ( - 1 ) * - 4 \ 1 s in[ (2 / - l ) j t /?M] 
= '—2—Г~ + — sin (яр/ 

[п/2] 
\ 1 sin[(2/-l)jt/?/rc] * 

4 . , • ~ p = l , 2 , . . . , n - l , р е Z, 
i= i •-• ; 

16лг v 

£ п = • : { m a x [ | a n | , V 2 | a n - 2 | ' , Ч*\ап-ь\]}, 
( /г 2 -9) (тг 2-1) 

п 
. 2 , . \ Ч " 

an-2h = — / , ( - l ) p / (cos(ap/n))cos(2nA;p/w) , 

/с=0,1 ,2 , , 

где п — число квадратурных узлов, а штрихи у знака суммы означают, что первый 
й последний ее члены берутся с коэффициентом 1 / 2 . 
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Интеграл (3.4) посредством замены у = (х+1) / 2 приводится к виду 

(3.5) /п= J/(̂ )# = ^ ^ 5 p / ( ^ ( c o s ( ^ ) ) ) + fe«. 

••• 0 ' р==0 . ' 

Отметим, что если в точке 0 подынтегральная функция f(y) в (3.5) имеет особен­
ность, но при этом 1п сходится, то он может быть вычислен следующим образом: 

п - 1 

(3.6) In = ^Y.Bpf(yp)+en; 
р = 0 

где 
• Ур=±У(Ш(Пр/п)), 8 n < ^ n + 5 n | ' / ( y n - i ) - / ( y n - 2 ) | / 2 . • 

§ 4. Вычисление Qt(g2) в случае орбитирования 

В тех случаях, когда параметр g принимает значения (2.1), (2.5), имеем 

(4.1) ^ ( 2 2 ) = 2 я ( / 1 + / 2 + / з + / 4 ) , 

где через /*, i = l , . . . , 4 , обозначены интегралы по промежуткам [0, & 0 - е ] , [b0-e, bQ]t 

[bo, &о+е], [bo+г, оо] соответственно, Ь0 здесь — параметр орбитирования из (2.2), (2.5). 
Интегралы / 4 и h легко привести к виду (3.5) и вычислить с помощью квадра­

турной формулы (3.6). Для вычисления интегралов 1г и 13 используем разложение-
в ряд Тейлора подынтегральной функции в 6-окрестности кратного корня г 0 (см. 
(2.3), (2.4)) уравнения (1.4), 0 < 6 « 1 . Из (2.3) и (2.2) следует, что если r e 
е [ г 0 — б , г 0 + б ] , то б € = [ & 0 - 8 , &0 + е ] , где; е^Зб/5 1 / 2 . На практике удобнее задавать вели­
чину е, а б выражать через 8. 

Оценивая остаточный член Sn в разложении подынтегральной функции в (1.3) 
в б-окрестности точки г 0 , а т акже вклад этого члена в интеграл (1.3) и выбирая 6s 

таким образом, чтобы £ п = £ п ( б ) < е 2 (где 8 2 - требуемая погрешность вычисления ин­
теграла (1.2) с помощью квадратурной формулы (3.4)), получаем следующую аппро^ 
ксимацию функции %{b,g) на отрезках [& 0—8, Ь0], [Ь0, Ь0 + е ] : 

(4.2) %(b,g) = [с sign (b-bo) (Ъ2-bo2)-']112, c=cons t . 

Теперь можно вычислить интегралы 12 и 13 аналитически: > 

(4.3) . / a = s i g n ( Ь о - Ь , ) ^ 2 - ^ 2 ) ^ , 

где a = 2 , 3, J(S,l)=S(l), 1=1,2, 

( 6 0—э, < a = 2 , 
bi = i ' 

I &o + 8, a = 3 , 
1-2 

(4.3') / ( 5 , 0 + Д 5 ' , г - 1 ) , Z > ? , ' 
i=m 

' S(a)=-sin [aX(h, g)]%-*(Ьие) +a Ci [ - ax (6 i r g ) ] , : ^ ( « ) = ^ + D , 
_ f 2/ + 1, 0 < / < (I - 2)/2, / — 1 нечетное, . 

a _ I 2 / \ 1 < / ' < (I - l ) /2 , / - 1 четное. 

В (4.3') ш т р и х у знака суммы означает, что суммирование производится по четным i 
(77г=2), если I четно, и по нечетным i (т=1), если I нечетно. 

Таким образом можно контролировать погрешность вычисления Qi(g2) в случае 
параметров орбитирования. Отметим, что в (3.3) величина е выбирается так, к а к 
описано выше. 

§ 5. Оценка погрешности вычисления 5>{Т.)Т . 
Погрешность га вычисления Q{l>s)(T) определяется вкладами ошибок вычисле­

ния каждого из интегралов (1 .1) - (1 .3) . Рассмотрим интеграл 

(5,1) / с о ^ | ; e^xx*^QY(Tx)ux,: : 
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где Qi'(Tx)=Qi(Tx-)+'B4, а 8 3 - погрешность вычисления (1.2). Тогда (5.1) можно п е ­
реписать в виде 

оо оо . 

(5.2) h = J e-xx9^Qi(Tx)dx + eq j' e~*za+* йх. 

о' о 
Обозначая ч е р е з . / / первое слагаемое в правой части (5.2), вычисленное с П О М О Щ Ь К У 

квадратурных формул Кленшоу - Кертиса с погрешностью . S i , получаем, 
оо 

(5.3) J e-xxs+iQi(Tx)dx=hN + Ei-eq(s + l)\ 
о 

Из (1.2), (1.3) следует, что .8д=ед(ез), где е 3 — погрешность вычисления интеграла в; 
(1.3). Оценим далее разность Д д : 

оо 

А д = 2 я | b\cosl[%(b,g)+ 8 3 ] -cos ' х (Ь, £) | db. 
О ; 

Учитывая, что 0<83<1, в результате простых преобразований получаем оценку-
A g ~3t t i e 3 . Тогда 

(5.4) 8д~Зя£е3+82, 
где е 2 - умноженная на 2я погрешность квадратур, использованных при вычислении 
интеграла в (1.2). Из (5.3) и (5.4) легко получить, что погрешность е 0 вычисления 
интеграла в (1.1) задается соотношением е 0 ~ 1ei + (Зл/&3 + е 2 ) (s + 1)! | и погрешность, 
вычисления Q{1>s) (Г) имеет вид 

(5.5) 2(Z +1) 18i + (3JTZ83 + 82) (5 + 1 ) ! J {Jt[ 1+2Z- 1) Ч (5 + 1 ) ! } - 1 . 

Оценка (5.5) остается справедливой и для точности вычисления Q(l>s)(T) методом^ 
предложенным в [4] . 

Выражение (5.5) для 8© можно упростить: 

8co<8i/(s + 1 ) ! + ( З Ж ) 83 + е 2 . 
Отсюда следует, что величина определяется прежде всего погрешностью е 3 вычис­
ления %(&,#) из (1.3), причем вклад последней пропорционален/ . 

В качестве примера в таблице приводятся результаты вычисления величие 
8ЦТ) при 1=1 и 5=1, 2, 3 для Г = 3 0 методом, предложенным выше ( Й О , и наибо­

лее распространенным в приложениях методом из [2] (Q 2 ) . 

Q2 

0.623475 0.6232 
0.591255 0.5909 
0.568379 0.5680 

Алгоритм расчета Q ( * ' S > ( J T ) , предложенный в [2] , дает наиболее высокую точ­
ность вычислений при Г > 1 0 . Тем не менее, как следует из таблицы, даже при Г = 3 0 
его точность равна 10~ 3 . При уменьшении величины Т вклад погрешностей вычисле­
ния Qi(g2) вблизи точек орбитирования (2.1)-(2.5) в случае метода из [2] сущест­
венно возрастает, а при Т<1 точность вычисления Q{1>s) (Т) этим методом не пре­
восходит 10~~2. 
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УДК 519.676 

О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ К ГРАНИЦЕ НЕКОТОРЫХ ВАРИАНТОВ 
СФЕРИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА 

НЕКРУТКИН В. В., ПРИГАРО И. Э. 

(Ленинград) 

Исследуется трудоемкость некоторых модификаций известных ал­
горитмов метода Монте-Карло для решения краевых задач математи­
ческой физики. 

§ L Введение 

При решении методом Монте-Карло краевых задач математической физики в об­
л а с т и G<=Rd часто используются различные марковские цепи, сходящиеся к грани­
це Г области G (например, [1] , [2 ] ) . При этом одной из естественных характеристик 
трудоемкости метода оказывается величина 

/ ( е ) = s u p E x v e , где v e =min{rc : | n

 е F e } , 

| i = ^ , 5 2 , р а с с м а т р и в а е м а я марковская цепь и Te={x^G : р(# , Г )<е} . Наиболее 
распространенным и исследованным является так называемый сферический про­
цесс (процесс блуждания по сферам), возникающий при решении внутренней зада­
чи Дирихле для оператора Лапласа и ряда других задач. Переходная функция этого 
лроцесса определяется равенством V{%n^dy\l>n-i=z}=\kz{dy), где [iz — равномерное 
распределение на границе шара максимального радиуса с центром в точке z, цели­
ком лежащего в G, %i=x^G. Известно, что для сферического процесса и широкого 
класса областей имеет место логарифмическая оценка величины / ( е ) , а именно: / (е ) 
удовлетворяет при некоторых положительных константах Bi и В2, зависящих толь­
ко от области G, неравенству 

(1.1) / ( e ) < £ i | l n f e | t A . 

Впервые оценка (1.1) была получена для выпуклых областей в [3] . Затем с исполь­
зованием теории восстановления она была доказана для весьма широкого класса об­
ластей в Л 2 и для областей, в некотором смысле близких к выпуклым или цилиндри­
ческим, в R3 (например, в [1] ) . Для ограниченных областей в R3 с границей класса 


