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ВЫСОКОЧАСТОТНАЯ АСИМПТОТИКА ФУНКЦИИ ГРИНА 
УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В ОБЛАСТИ С КОНИЧЕСКОЙ ГРАНИЦЕЙ 

(Представлено академиком Л.Д. Фаддеевым 4 VII1988) 

0. Цель работы - построение высокочастотной асимптотики функции Грина 
уравнения Гельмгольца для границ, содержащих конические точки. Благодаря сооб­
ражениям локальности достаточно рассмотреть случай, когда граница — конус. 
Дадим математическую формулировку задачи, 

Пусть N — замыкание односвязной подобласти единичной двумерной сферы 
S2 с гладкой границей ЪЫ (на самом деле наши построения можно перенести на слу­
чай кусочно-гладкой границы, см. п. 3). Искомая функция Грина G(F, F0) в кони­
ческой области R+ X N,T = (г, je), г G R+, х G N, снабженной метрикой dr2 + г2в 
(здесь в - метрика на N, индуцированная метрикой сферы S2), должна удовлет­
ворять следующим соотношениям: 
(1) (A + k2)G(T,T0)=-ô(T-T0), 

dG 
= 0, 

R*XdN 

(3) G = 0 ( i - 1 ) , (dr-iVG^oQ-1), r-+-, 

(4) f QG\2+\VG\2)dV=o(ï), r + 0; £2,.= \{r',x): x<EN,r' <r\. 

Ф G | R + X3JV = 0 Ш1И
 дп 

Последние годы отмечены серьезным прогрессом в изучении сингулярностей 
функции Грина соответствующей нестационарной задачи (см. [1—3]), в основе ко­
торого - идеи [4] сведения посредством преобразования Ханкеля исходной задачи 
к задаче об описании функций от оператора Лапласа на римановом многообразии 
N. Эти идеи оказываются весьма плодотворными для качественного и количествен­
ного описания волновых фронтов (см. особенно [1]). Однако непосредственное 
их перенесение, в частности резлультатов работы [1], на стационарную ситуацию 
(в высокочастотном приближении) связано с рядом трудностей (в частности, тре­
бует исследований о локальном убьшании энергии в духе [5] вблизи конических 
точек). 

С другой стороны, в случае точно решаемых задач, прежде всего задачи о диф­
ракции на круговом конусе, для построения высокочастотных асимптотик хорошо 
себя зарекомендовал подход, связанный с преобразованием Ватсона [6] — заменой 
ряда, возникающего в результате разделения переменных, конурным (ватсонов-
ским) интегралом и дальнейшим его исследованием методом стационарной фазы 
(см., например, [7-9] ) . 

В настоящей работе показывается, что аналог ватсоновского интеграла может 
быть построен и исследован независимо от того, допускает задача полное разделе­
ние переменных или нет. Центральным моментом является преобразование контур­
ного интеграла к интегралу по вещественной полуоси, содержащему нестационар­
ную функцию Грина на двумерном римановом многообразии N. 

1. Оператор Лапласа А, фигурирующий в (1), в переменных (г, х) может 
быть записан в виде 

Д = Э^ + 2/»-Эу + 1/г2А, 
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где Д - оператор Лапласа на N с краевым условием Дирихле (Неймана) на dN, 
Очевидно, Д - самосопряженный оператор в L2 (JV) со стандартной мерой на N 
Спектр оператора Д дискретный и неотрицательный. 

Л е м м а 1. Функция Грина G имеет следующее интегральное представление: 

(5) G (г, х;г0, х0) = е{гг0уЧ2 fJv (kr^H™ (*»>)*(*, х0, v)vdv, 
у 

где с = const, г< = min {г, г0 \ , г> = max [г, г0 } ; /„ , # М - функция Бесселя и 
Ханкеля 1-го рода; g - стационарная функция Грина на N: 

(À-yi + v2)g = ô(x-Xo), 
g\dN = 0 или bgldn\dN = Q, 
у = ( - ie + °°, - z'e] и [ - г'е, г'е] и [г'е, г'е + °°). 

Формула (5) получается в результате представления G в виде свертки функ­
ций Грина, отвечающих переменным г и х, и ряда оценок, обеспечивающих сходи­
мость интеграла. Введенная функция g - мероморфная функция в правой полу­
плоскости комплексного переменного v с полюсами й > vx "> v2 > . . . , vn -* + °°. 

Рассмотрим нестационарную функцию Грина f (x, x0, s) : 
(df-Д+У4)Г = 0, s>0, 
f|3JV = 0 (или дГ/дп\ш = 0), 
Г | , = о = 0, rs\s=0 = S(x-x0). 
Л е м м а 2. Функции g и Г связаны соотношениями 

+°° 
(6) g(x, х0, v) = (2я) - 1 /2 ; e±ivs Г (х, х0, s)ds, Im v S* 0. 

о 
Д о к а з а т е л ь с т в о основано на оценках для соболевских норм функ­

ции Г. 
Пусть Г (x, x0, s) = Э/Э«Г(х, х0, s); комбинация формул (5) и (6) (можно 

обосновать корректность замены порядка интегрирования) дает следующее важ­
ное для нас утверждение: 

Т е о р е м а 3. Справедливо следующее представление функции Грина 
G 0 \ г~о ) - решения задачи (1 ) - (4) : 

оо 

(7) G {г, г0) = ic (гг0)- !/2 k J Г (x, x0,s)h (к, г, г0, s)ds, 
о 

ее 

где h = f coskvsJkvikr^HJ-1}{kr^dv, с = const, 
о К 

2. Точная формула (7), как оказывается, содержит богатую информацию 
о высокочастотной дифракции на конусе. С помощью тождеств 

cos a = (eia + e-ia)/2, Jß = (H™ +Ям
(2>)/2 

функция разбивается на четыре слагаемых, каждое из которых исследуется методом 
перевала после замены функций Ханкеля на дебаевские асимптотики. При этом 
контур можно так деформировать в плоскости v, что вклад в асимптотику h при 
к -*• °° будут вносить окрестность v = 0 и окрестность стационарной точки v0 (s), 
если таковая имеется. Отдельное исследование показывает следующее. 
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а) Если s > 7г, стационарных точек нет. 
б) При 0 < s < я одно из 4 слагаемых, входящих в h, имеет стационарную 

точку v0 (s), определяемую из уравнений 
s = arccos v/r> — arccos v/r< при 0 < s < arccos r</r>, 
s = arccosv/r> + arccosvjr< при arccosr<jr> < s < я, 

и окрестность точки v0 (ß) дает вклад в h: 
(8) h(k,r,r0,S; p0) = ck-3IHm)-1,2exp(ik№)(l+O(k-1)), 
где f(s) = (г2 + г2, — 2rr0 cos s)1/2 — стационарная фаза. 

в) При s, близком к я, и0 (ß) -*0и происходит слияние стационарных точек. 
Как обычно в таких случаях [14], асимптотика описывается в погранслойных коор­
динатах | = (s - тт)к112 через функции ФренеляF: 

h (k,r,r0,s) = c(rr0)-il2eik(r+r°)-*il2R2 k-3l2F(№)(l + 0(£~1 /2)), 
R = r~1 +Г01. 
г) Окрестность v = 0 при e < s < 7 r - e , s > я + е дает вклад 

h(k,r,r0>S; 0) = с(гг0)-112
е'к(,-+'о)к-2- ( 1 + 0 (* - i ) ) . 

s2 -ir2 

Обращаясь к интегралу (7), замечаем, что окрестность точки s = s0 может 
давать вклад в асимптотику функции G при к -+°° по двум причинам. 

1) Функция Г(х, х0, s) в точке s = s0 претерпевает разрыв. Множество то­
чек разрыва описывается известными теоремами о распространении сингулярнос-
тей [10—12]. Если 0 < s0 < я, то можно показать, что вклад окрестности точки s0 
дает асимптотику падающей или отраженной боковой поверхностью волны. 

2) Точка s — стационарная точка функции h (из (8) видно, что в этом слу­
чае s = 0 или s = я; если х Ф х0, то в силу конечной скорости распространения, ок­
рестность точки s = 0 не будет давать вклада в асимптотику G). Тогда, если 
Г(х, х0, s) гладкая в окрестности s = я, метод стационарной фазы даст дифраги­
рованную вершиной конуса волну: 

eik{r + r0) 
(9) Сдаф (г, х,г0,х0) = с — (Xe-i-nA (х, х0) + О(к-1 )). 

кгг0 
Здесь А = (— Д + 1/4) ^ 2 - положительный, самосопряженный оператор в L2(N), 
Ж _inA (х, х0) = е~ыл б (х - х0) - ядро Пуассона оператора А в точке s = тт (игра­
ющее роль амплитуды рассеяния). Поскольку е~iirA = cos ттА - i sin -пА, то 

Xg-mA (Х, *о) = Г(*> Хо,1Г)— iXsinirA (X,X0). 

В силу конечной скорости распространения для Г и того, что Г(х, х0,тг) = 0, 
когда N = S2, справедливо Г(х, х0,ъ) =0 для 0Х (х, х0) > я, где öi {х, х0) = 
= inf (в(х0, х') + в(х', х)), т.е. формула (9) принимает разный вид в областях 
. x'edN 
öi (х, Хо) > я и öi (x, х0) < я, чего естественно было ожидать, так как разделяю­
щее их множество \х; öi (рс, х0) - я } относится к зоне полутени. 

Заметим, что для задач, допускающих точное решение (круговой конус, 
эллиптический конус [13]), можно получить явные формулы для амплитуды рас­
сеяния в виде интегралов, содержащих соответствующие специальные функции. 

В полутеневых областях (т.е. вблизи тех точек, где Г(х, х0, я) терпит раз­
рыв) формула (9) перестает описывать асимптотику волнового поля. Однако с по-
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мощью метода пограничного слоя в ряде случаев в указанных областях можно пост­
роить соответствующую асимптотику. 

Пусть точка Ху ё ЪЫ есть результат трансверсального отражения от границы 
ЭТУ луча, вьшущенного из х0, и эйконал г вдоль данного луча в Xi равен п. Тогда 
в окрестности точки Xj можно ввести лучевую систему координат (г, ф) (см. [14] ) . 
При этом функция Г имеет при T = S разрыв следующего вида: 

Го, T>S, 
Г (x(i//,r), *„,$) = 

(s-ту1* 
Здесь Г0, ß - гладкие функции. Вводя растянутую переменную (г - п)к112 = 17, 
получим 

Сдиф (х(ф, т),х0, s) = с е ^ ' о ) (rro)-1*:1/4 ß(tf, тг,7г)Я_3/2 (е-'"/4 Ä"1 /2 т?), 
где 1>_з/2 - функция параболического цилиндра. Отметим, что амплитуда Q (i//, я, я), 
равно как и коэффициенты следующих членов асимптотики, может быть вычислена 
лучевым методом. 

3. Отдельный интерес представляют ситуации, в которых граница dN не глад­
кая, но кусочно-гладкая. Точнее, потребуем следующее: пусть 9JV гладкая всюду, 
за исключением точек р ь . . . , р ; , и в окрестности каждой точки pj dN есть часть 
трансверсального пересечения двух гладких кривых на сфере S2. Поскольку при 
этом боковая поверхность конуса будет содержать ребра, условия (1)-(4) нужно 
дополнить условием на ребре, аналогичным условию Мейкснера (4). В этой ситуа­
ции среди разрывов функции Г(х, х0, s) будут и такие, что образовались в резуль­
тате дифракции на точке излома границы dN. Если вблизи р,- граница есть объеди­
нение двух геодезических сферы S1, то по соображениям локальности разрыва функ­
ции Г можно вычислить (см. [1], пример 4.5). Существуют приемы (см., например, 
[15]), позволяющие снять условие геодезичности при асимптотическом описании 
разрывов решения нестационарной задачи. Соответствующие формулы не приводят­
ся из-за недостатка места. 

З а м е ч а н и е 1. Изложенная схема без каких-либо существенных измене­
ний может бьпь приспособлена к случаю риманова многообразия Nm размерности 
m, рассматриваемому в [1—4]. 

З а м е ч а н и е 2. В целях упрощения формул нами приведены лишь глав­
ные члены асимптотик, хотя предложенная схема позволяет строить полные асимп­
тотические разложения. 
Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии наук СССР, Ленинград 24 VIII 1988 
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