
ÈÑÊÓÑÑÒÂÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅËËÅÊÒ

72 CONTROL SC I ENCES ¹ 6 • 2006

ÓÄÊ 629.78: 681.51

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÈÍÒÅÇ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÃÎ ÃÈÐÎÑÈËÎÂÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 

ÑÂÎÁÎÄÍÎËÅÒÀÞÙÈÌ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÌ ÐÎÁÎÒÎÌ
Â ÐÅÆÈÌÅ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÈÐÎÂÊÈ ÏÎËÅÇÍÎÃÎ ÃÐÓÇÀ

1

Å. È. Ñîìîâ

Ñàìàðñêèé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ, ã. Ñàìàðà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Среäи общих пробëеì сборки боëüøих косìи÷еских
конструкöий [1] непосреäственно на орбите с поìощüþ
свобоäноëетаþщих косìи÷еских роботизированных ìо-
äуëей (КРМ) [2, 3] выäеëяется актуаëüная заäа÷а управ-
ëения пространственныì уãëовыì äвижениеì КРМ в
режиìе транспортировки поëезноãо ãруза при ìаëых
ìассовых и энерãети÷еских затратах. Как известно [4],
при необхоäиìости ìноãо÷исëенных, разнообразных и
быстрых пространственных поворотных ìаневров ëþ-
боãо косìи÷ескоãо аппарата, в ÷астности КРМ, важны-
ìи преиìуществаìи по ìассовыì и энерãети÷ескиì за-
тратаì обëаäаþт систеìы управëения äвижениеì, в со-
став которых вхоäят äвухстепенные сиëовые ãироскопы —
ãироäины (ГД). Заäа÷а пространственноãо уãëовоãо ìа-
невра КРМ существенно отëи÷ается от траäиöионной
заäа÷и управëения ориентаöией косìи÷еских аппаратов
в режиìах, осуществëяþщих поиск внеøних физи÷ес-
ких ориентиров. В настоящей статüе преäставëен ìетоä
анаëити÷ескоãо синтеза пространственноãо проãраì-
ìноãо уãëовоãо äвижения КРМ, соверøаþщеãо свобоä-

ный поëет по баëëисти÷еской траектории [5] в проìежут-
ке ìежäу у÷асткаìи, на которых приìеняется управëение
äвижениеì еãо öентра ìасс. Моäуëü с транспортируеìыì
поëезныì ãрузоì, за÷астуþ нежесткиì, äоëжен выпоë-
нятü поворотные ìаневры с краевыìи усëовияìи обще-
ãо виäа [6], при÷еì требуется оãрани÷ение возбужäения
упруãих коëебаний конструкöии такой связки тверäых и
упруãих теë в проöессе ìаневра путеì обеспе÷ения
«ãëаäкости» возäействий со стороны анаëити÷ески рас-
с÷итанноãо ãиросиëовоãо управëения.

1. ÇÀÄÀ×À ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ

ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ ÏÎÂÎÐÎÒÍÎÃÎ ÌÀÍÅÂÐÀ ÊÐÌ

Данная заäа÷а на заäанноì интерваëе вреìени t ∈ T
p
 ≡

≡ [ , ],  ≡  + T
p
 состоит в опреäеëении явных

функöий вреìени [6]: кватерниона ориентаöии Λ(t) свя-
занноãо с корпусоì КРМ базиса B относитеëüно извест-
ноãо инерöиаëüноãо базиса I, векторов уãëовой скорос-

ти w(t), ускорения e(t) и еãо произвоäной (t) = e*(t) +
+ w(t) × e(t). Кватернион Λ = (λ

0
, λ), λ = {λ

i
}, векторы

скорости w = {ω
i
} и ускорения e = {ε

i
} = , а также вектор

произвоäной ускорения  = { } = e* + w × e äоëжны

уäовëетворятü сëеäуþщиì краевыì усëовияì на ëевоì

Преäставëен ìетоä анаëити÷ескоãо синтеза пространственноãо проãраììноãо уãëовоãо
äвижения свобоäноëетаþщеãо косìи÷ескоãо роботизированноãо ìоäуëя в режиìе транс-
портировки поëезноãо ãруза. Показано, ÷то при выпоëнении поворотноãо ìаневра ìо-
äуëя с нежесткиì ãрузоì при краевых усëовиях общеãо виäа обеспе÷ивается äостижение
сëабоãо возбужäения упруãих коëебаний переносиìой конструкöии бëаãоäаря анаëити-
÷ески расс÷итанноìу ãиросиëовоìу управëениþ.

1
 Работа поääержана РФФИ (ãрант 05-08-18175), Отäеëени-

еì энерãетики, ìеханики, ìаøиностроения и проöессов управ-
ëения РАН (проãраììа 16).
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(t = ) и правоì (t = ) конöах траектории поворот-

ноãо ìаневра:

L( ) = L
0
; w( ) = w

0
 ≡ ω

0
; e( ) = e

0
 ≡ ε

0
; (1)

L( ) = L
f
; ω( ) = w

f
 ≡ ω

f
; e(t

f
) = e

f
 ≡ ε

f
;

( ) =  ≡  + w
f
 × e

f
. (2)

Посëеäнее из этих усëовий преäставëяет собой тре-
бования к гладкости сопряжения правоãо конöа траек-
тории с посëеäуþщиì у÷асткоì при÷аëивания и ìеха-
ни÷еской стыковки КРМ с собираеìой с еãо поìощüþ
косìи÷еской конструкöией.

Поäхоä к реøениþ этой заäа÷и основывается на не-
обходимом и достаточном усëовии разреøиìости кëас-
си÷еской заäа÷и Дарбу — опреäеëения кватерниона Λ(t)
в анаëити÷ескоì виäе (в тоì ÷исëе в кваäратурах) из

уравнения (t) = L(t) [ w(t) при известных L
0
 и w(t),

ãäе [ — знак уìножения кватернионов.
Ввеäеì базис E

0
, фиксированный в инерöиаëüноì

базисе I кватернионоì Λ
0
 (1), и поäвижные базисы E

k
,

k = 1, ..., n, ãäе базис E
n
 совпаäает со связанныì бази-

соì B. Необхоäиìое и äостато÷ное усëовия разреøи-
ìости заäа÷и Дарбу состоят в возìожности преä-
ставëения вектора уãëовой скорости w(t) в виäе w(t) =
= w

n
(t) + w

n – 1
(t) + ... + w

1
(t), ãäе вектор w

k
(t) иìеет

неизìенное направëение в базисе E
k – 1

 и явëяется век-

тороì уãëовой скорости базиса E
k
 относитеëüно базиса

E
k – 1

, т. е. в виäе

w =  +  [ (  +  [ (  +  [

[ (... +  ... [ L
n – 2

) [ L
n – 1

) [ L
n
,

ãäе вектор-стоëбеö  ≡ (t), k = 1, ..., n,

составëен  из  проекöий  вектора  w
k
(t)  фиксированно-

ãо направëения в базисе E
k – 1

, а L
k
(t) явëяется

кватернионоì ориентаöии базиса E
k
 относитеëüно

базиса E
k – 1

.

Реøение поставëенной заäа÷и преäставëяется как
резуëüтат сëожения в общеì сëу÷ае øести одновременно
происхоäящих эëеìентарных поворотов «вëоженных»
базисов E

k
 вокруã ортов e

k
 осей Эйëера, поëожение ко-

торых опреäеëяется из краевых усëовий (1) и (2) исхоä-
ной пространственной заäа÷и. Краевые усëовия всех
6-ти эëеìентарных поворотов относитеëüно ортов e

k

привеäены в табëиöе, ãäе äëя первых пяти эëеìентар-
ных äвижений требуется обеспе÷итü равенство нуëþ ëо-
каëüной (собственной) произвоäной ускорения на пра-
воì конöе траектории.

Кватернион L(t) ориентаöии КРМ в базисе I опреäе-
ëяется произвеäениеì

L(t) = L
0
 [ L

1
(t) [ L

2
(t) [ L

3
(t) [ L

4
(t) [ L

5
(t) [ L

6
(t).

Зäесü инäексы 1—6 кватернионов Λ
k
(t) соответству-

þт их ноìераì в табëиöе, при÷еì кватернион L
k
(t) =

= (cos(ϕ
k
(t)/2), e

k
sin(ϕ

k
(t)/2)), ãäе ϕ

k
(t) и e

k
 — текущий

уãоë и орт оси Эйëера k-ãо поворота. В сиëу неподвиж-

ности орта e
k
 в базисе E

k – 1
 иìееì w

k
(t) = (t)e

k
; e

k
(t) =

(t)e
k
 и (t) = (t)e

k
. Вектор уãëовой скорости w(t),

векторы уãëовоãо ускорения e(t) и еãо произвоäной (t)

при на÷аëüных обозна÷ениях векторов w(1)(t) = w
1
(t),

e
(1)(t) = e

1
(t), (t) = (t) опреäеëяþтся анаëити÷ески

по рекуррентноìу аëãоритìу: äëя верхних инäексов

k =  посëеäоватеëüно вы÷исëяþтся

(t) := (t) [ ω(k – 1)(t) [ L
k
(t);

w
(k)(t) = w

k
(t) + (t);

(t) := (t) [ e(k – 1)(t) [ L
k
(t);

e
(k)(t) = e

k
(t) + (t) + (t) × w

k
(t);

 := (t) [ (t) [ L
k
(t);

(t) = (t) + (t) + (2 (t) + (t) × w
k
(t)) ×

× w
k
(t) + (t) × e

k
(t), (3)

искоìые векторы поëу÷аþтся как w(t) = w(6)(t), e(t) = e(6)(t),

(t) = (t).

Функöии ϕ
k
(t), преäставëяþщие в анаëити÷ескоì ви-

äе уãëы эëеìентарных поворотов, выбираþтся в кëассе
поëиноìов (спëайнов) соответствуþщей степени.

Гашение начальных значений угловой скорости и уг-
лового ускорения. Дëя первых äвух äвижений выбереì
функöии ϕ

k
(t), k = 1, 2 с краевыìи усëовияìи

ϕ
k
( ) = 0;  ( ) = ω

0
 ≡ |ω

0
|;  ( ) = ε

0
 ≡ |ε

0
|;

( ) = 0;  ( ) = 0;  ( ) = 0
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в виäе спëайнов ϕ
k
(τ) 5-й степени норìированноãо вре-

ìени τ = (t – )/T
p
 ⊂ [0, 1]:

(t) = (t) = –6(a
0
 – a

1
τ + 2a

2
τ2)/T

p
;

(t) = ε
k
(t) = ε

0
 – τ(6a

0
 – 3a

1
τ + 4a

2
τ2);

(t) = ω
k
(t) = ω

0
 + T

p
τ[ε

0
 – τ(3a

0
 – a

1
τ + a

2
τ2)];

ϕ
k
(t) = T

p
τ{ω

0
 + T

p
τ[ε

0
 – τ(20a

0
 – 5a

1
τ + 4a

2
τ2)/10]/2}, (4)

ãäе коэффиöиенты a
i
 опреäеëяþтся так: a

0
 = 2ω

0
/T

p
 + ε

0
;

a
1
 = 8ω

0
/T

p
 + 3ε

0
 и a

3
 = 3ω

0
/T

p
 + ε

0
. Зäесü форìаëüно

ãаøение на÷аëüноãо уãëовоãо ускорения поëу÷ается по
соотноøенияì (4) при ω

0
 = 0, а ãаøение на÷аëüной уã-

ëовой скорости — при ε
0
 = 0. На ëевоì конöе траекто-

рии произвоäные ускорений ( ) ≡  = ( ) =

= –6a
0
/T

p
, а уãëы ϕ

k
 на правоì конöе траектории при-

ниìаþт зна÷ения ϕ
k
( ) ≡  = [8(ω

0
/T

p
) + ε

0
]/20.

Разгон до заданных значений угловой скорости и ус-

корения. Дëя четвертого и пятого äвижений функöии
ϕ
k
(t), k = 4, 5 äоëжны уäовëетворятü краевыì усëовияì

ϕ
k
( ) = 0;  ( ) = 0;  ( ) = 0;

( ) = ω
f
 ≡ |w

f
|;  ( ) = ε

f
 ≡ |e

f
|;  ( ) = 0,

поэтоìу ϕ
k
(t) также выбираþтся в виäе спëайнов 5-й

степени

(t) = (t) = 6(a
0
 + a

1
τ + 2a

2
τ2)/T

p
;

(t) = ε
k
(t) = τ(6a

0
 + 3a

1
τ + 4a

2
τ2);

(t) = ω
k
(t) = T

p
τ2(3a

0
 + a

1
τ + a

2
τ2);

ϕ
k
(t) = τ3(20a

0
 + 5a

1
τ + 4a

2
τ2)/20,

ãäе норìированное вреìя τ = (t – )/T
p
 ⊂ [0, 1] и ко-

эффиöиенты a
i
 вы÷исëяþтся по соотноøенияì a

0
 =

= 2ω
f
/T

p
 – ε

f
; α

1
 = –8ω

f
/T

p
 + 5ε

f
; a

2
 = 3ω

f
/T

p
 – 2ε

f
. На ëе-

воì конöе траектории собственные произвоäные уско-

рений ( ) ≡  = ( ) = 6a
0
/T

p
, а уãëы ϕ

k

приниìаþт коне÷ные зна÷ения ϕ
k
( ) ≡  =

[12(ω
f
/T

p
) – 3ε

f
]/20, k = 4, 5.

Разгон до заданного значения локальной производной

углового ускорения. Дëя шестого эëеìентарноãо äвиже-
ния функöия ϕ

6
(t) äоëжна уäовëетворятü краевыì ус-

ëовияì

ϕ
6
( ) = 0;  ( ) = 0;  ( ) = 0;  ( ) = 0;

( ) = 0;  ( ) = ,

она преäставëяется спëайноì 5-й степени норìирован-
ноãо вреìени τ ⊂ [0, 1] в виäе

(t) = b
6
[1 – 6τ + 6τ2]/T

p
;  ε

6
(t) = b

6
τ[1 – 3τ + 2τ2];

ω
6
(t) = b

6
T
p
τ2[1 – 2τ + τ2]/2;

ω
6
(t) = b

6
τ3[10 – 15τ + 6τ2]/60,

ãäе b
6
 = T

p
. На ëевоì конöе траектории ( ) ≡  =

= ( ) = , уãоë ϕ
6
 поворота относитеëüно орта e

6

приниìает коне÷ное зна÷ение ϕ
6
( ) ≡  = b

6
/60 =

= /60.

Позиционный переход. Функöия позиöионноãо пе-
рехоäа ϕ

3
(t) по уãëу поворота в третüеì замыкающем

эëеìентарноì äвижении äоëжна уäовëетворятü краевыì
усëовияì

ϕ
3
( ) = 0;  ( ) = 0;  ϕ

3
( ) = ;  ( ) = 0;

( ) = 0;  ( ) = 0;  ( ) = 0. (5)

Зäесü уãоë  = ϕ* = 2arccos( ) опреäеëяется

краевыìи усëовияìи (1) и (2), ãäе  — скаëярная ÷астü

кватерниона L* ≡ ( , l*) = ( ) [ ( ) [  [

[ L
f
[ ( ) [ ( ) [ ( ) с ортоì оси Эйëера

e
3

= λ*/sin(ϕ*/2), а кватернионы L
k
(t
f
), k = 1, 2, 4, 5, 6

оäнозна÷но опреäеëяþтся уãëаìи , преäставëенныìи

выøе в явноì виäе, (сì. табëиöу) и ортаìи

e
1
 = ; e

2
 = ;

e
4
 = L

6
( ) [ L

5
( ) [  [ ( ) [ ( );

e
5
 = L

6
( ) [  [ ( );  e

6
 =  ≡ .

На ìоäуëü скорости äвижения в позиöионноì пере-
хоäе ìожет накëаäыватüся оãрани÷ение с заäанной кон-

стантой  в виäе неравенства

 ≡ | (τ)| m . (6)

Рассìотриì сна÷аëа сëу÷ай позиöионноãо перехоäа
без оãрани÷ения (6). Весü интерваë такоãо перехоäа в
норìированноì вреìени τ ∈ [0, 1] разäеëиì на äва у÷аст-
ка оäинаковой äëитеëüности. На кажäоì у÷астке ввеäеì
свое норìированное вреìя τ

1
 = (t – t

0
)/T

1
, T

1
 ≡ T

p
/2 и

τ
2
 = (t – t

0
 – T

1
)/T

2
, T

2
 ≡ T

p
/2. Уãëовое äвижение на пер-

воì у÷астке преäставиì функöией (τ
1
) = T

1
[ /2

+ + (1 – cos(2πτ
1
))/2π], уäовëетворяþщей краевыì усëо-

вияì (5) на ëевоì конöе, а на второì у÷астке — зеркаëü-

но-сиììетри÷ной по отноøениþ к (τ
1
) функöией
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(τ
2
) = ϕ

31
 + T

2
[τ

2
 – /2 – (1 – cos(2πτ

2
))/2π], äëя

которой выпоëняþтся краевые усëовия (5) на правоì

конöе. Зäесü зна÷ение ϕ
31

 = (1) = T
1
/2. В ìоìент

абсоëþтноãо вреìени t = t
0
 + T

p
/2 происхоäит ãëаäкое

сопряжение у÷астков эëеìентарноãо äвижения позиöи-
онноãо перехоäа с äостижениеì ìаксиìаëüной скорости

 = ϕ*/T
1
 = 2ϕ*/T

p
 с выпоëнениеì равенств

(1) = (0) = ϕ
31

;  (1) = (0) = ;

(1) = (0) = 0;  (1) = (0) = 0.

Функöии позиöионноãо перехоäа (t), (t) и их

произвоäные приниìаþт виä:

у÷асток 1: (7)

у÷асток 2: (8)

Зäесü τ
1
 = (t – t

0
)/T

1
, τ

2
 = (t – t

0
 – T

1
)/T

2
; функöии

S
αi
 ≡ sin(α(i)), C

αi
 ≡ cos(α(i)), α(i) ≡ 2πτ, i = 1, 2; зна÷ения

 = 2π / ,  = /T
i
, i = 1, 2, и, как указано

ранее, ϕ
31

 = T
1
/2.

На ëевоì конöе траектории позиöионноãо перехоäа

собственная произвоäная ускорения ( ) ≡  =

= ( ) = 0 и на правоì конöе ( ) ≡  = ( ) =

0 в соответствии с краевыì усëовиеì (5), а уãоë ϕ
3
 при-

ниìает коне÷ное зна÷ение ϕ
3
( ) =  = ϕ* = [(T

1
/2)

+ + (T
2
/2)] = T

p
/2.

Рассìотриì теперü вариант наëи÷ия усëовия (6).
Зäесü реøение закëþ÷ается в тоì, ÷то ìежäу первыì и
вторыì у÷асткаìи позиöионноãо перехоäа с уìенüøен-
ныìи äëитеëüностяìи T

1
 = T

p
/(2 + q) и T

2
 = T

p
/(2 + q)

«ãëаäко вставëяется» у÷асток с постоянной скоростüþ

(t) =  = const («поëка») äëитеëüностüþ T
c
 = T

p
 –

– (T
1
 + T

2
) = T

p
q/(2 + q). Норìированный параìетр q,

опреäеëяþщий äëитеëüностü T
c
 «поëки», нахоäится по

соотноøениþ q = 2(a – 1)/(1 – 2a), ãäе a = T
p
/(2ϕ*).

Есëи 0 < a m 1/2 ëибо a l 1, то зна÷ение q m 0, тоãäа
сëеäует назна÷итü q = 0, и позиöионный перехоä при

<  буäет без «поëки», а при  >  требуеìое

äвижение неосуществиìо. Есëи же параìетр a ∈ (0,5; 1),
то q > 0 и позиöионный перехоä обязатеëüно иìеет
«поëку» äëитеëüностüþ T

c
 = T

p
(1 – a)/a. Явное описание

позиöионноãо перехоäа на у÷астке 1 (от на÷аëа äвиже-
ния äо вреìени появëения «поëки») и у÷астке 2 (с ìо-
ìента вреìени схоäа с «поëки» äо заверøения äви-
жения) по-прежнеìу äается выраженияìи (7) и (8), но

с поäстановкой в них зна÷ений  вìесто , уìенü-

øенных äëитеëüностей T
1
 = T

p
(2 + q) и T

2
 = T

p
(2 + q),

норìированноãо вреìени на второì у÷астке τ
2
 = (t –

– (t
0

+ T
1
 + T

c
))/T

2
 ⊂ [0, 1] и уãëа ϕ

31
 = (T

c
 + T

1
/2) =

= T
p
(q + 1/2)/(2 + q). На у÷астке «поëки» äвижение

КРМ в позиöионноì перехоäе опреäеëяþтся форìуëаìи

(t) = (t) = 0;  (t) = (t) = 0;

(t) = (t) = ;   = (T
1
/2 + T

c
τ
c
),

ãäе норìированное вреìя τ
c
 = (t – t

0
 – T

1
)/T

c
 ⊂ [0, 1].

В итоãе уãоë  приниìает зна÷ение

ϕ
3
( ) =  = ϕ* = [(T

1
/2) + T

c
 + (T

2
/2)] =

= T
p

(1 + q)/(2 + q).

2. ÑÈËÎÂÛÅ ÃÈÐÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÛ

При выборе схеìы распоëожения ãироäинов (ГД) в
связанной с корпусоì КРМ систеìе коорäинат Oxyz
у÷итываþтся требования, преäъявëяеìые к систеìе уп-
равëения äвижениеì. Возìожности сиëовоãо ãироско-
пи÷ескоãо коìпëекса по созäаниþ вектора управëяþ-
щеãо ìоìента опреäеëяþтся тоëüко распоëожениеì
осей поäвеса ГД в связанной систеìе коорäинат. При-
ìенение ãрупп (в простейøеì сëу÷ае пар) ГД с коëëи-
неарныìи осяìи поäвеса äает важное преиìущество —
все внутренние синãуëярные состояния такой схеìы
явëяþтся проходимыми. В раìках такоãо поäхоäа при
испоëüзовании тоëüко ÷етырех ГД возìожна ëиøü кëас-
си÷еская схеìа 2-SPE (систеìа äвух ножни÷ных пар —
2 Scissored Pair Ensemble). Анаëиз свойств сиëовоãо ãи-
рокоìпëекса уäобно провоäитü в еãо ортоãонаëüноì ка-

нони÷ескоì ( , , ) и косоуãоëüноì ãироскопи-

÷ескоì Eg(x, y, z) базисах (рис. 1).

В преöессионной теории сиëовых ãироскопов преä-
ставëения норìированноãо вектора кинети÷ескоãо ìо-

ìента сиëовоãо ãирокоìпëекса hc ≡ { , , } в кано-

ни÷ескоì базисе и h = {x, y, z} в ãироскопи÷ескоì базисе

связаны соотноøениеì hc = A
γ
h, а вектор норìирован-

ноãо управëяþщеãо ìоìента ãирокоìпëекса mg в кано-
ни÷ескоì базисе

m
g = –  = –A

γ
A
h
(β)ug,  = ug, (9)
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ãäе ìатриöы A
γ
 = ,

A
h
(b) =  = ;

x
p
 = , p = ;  y

p
 = , p = 1, 2;

z
p
 = , p = 3, 4;  S

α
 ≡ sinα; C

α
 ≡ cosα;  b = {β

p
};

x = x
12

 + x
34

 : x
12

 = x
1
 + x

2
; x

34
 = x

3
 + x

4
;

y = y
1
 + y

2
;  z = –(z

1
 + z

2
).

При обозна÷ениях γ = (  + )/2; α
1
 = (β

1
 + β

2
)/2,

α
2
 = (β

3
 + β

4
)/2, α

i
 ∈ [–π, +π]; δ

1
 = (β

1
 – β

2
)/2, δ

2
 =

= (β
3

– β
4
)/2, δ

i
 ∈ [–π/2, π/2] и A

γh
(b) ≡ A

γ
A
h
(b) опреäе-

ëитеëü ìатриöы Граììа ∆
G
(b) = det[A

γh
] выражается

в сиììетри÷ноì виäе:

∆
G
 = G; G ≡ 2[(  + )  +

+ (  + ) ].

Поэтоìу все естественные синãуëярные состояния
ãирокоìпëекса, в которых ∆

G
 = 0, описываþтся еäиныì

соотноøениеì

(  = 0) & (  = 0),

i, j ∈ {1, 2}, i ≠ j, (10)

ãäе нет зависиìости от зна÷ения уãëа 2γ ≠ nπ (n = 0, 1, 2, ...)
ìежäу осяìи поäвеса пар ГД. Отсþäа сëеäует принöи-
пиаëüная важностü синтеза закона настройки схеìы
ãирокоìпëекса в «канони÷ескоì» варианте, коãäа уãëы

 = π/2,  = 0 (т. е. 2γ = π/2). Анаëиз соотноøения (10)

привоäит к сëеäуþщеìу описаниþ всех естественных
ìножеств синãуëярных состояний:

� [ ] ⇒ δ
i
 = ±π/2, i = 1, 2: обе пары ГД нахоäятся во

внутреннем синãуëярноì состоянии, при этоì век-
тор норìированноãо кинети÷ескоãо ìоìента h = 0
(рис. 2);

� [(  = 0) & (  = 0)] ⇒ α
i
 = 0 ∨ (±π); δ

i
 = ±π/2,

(i = 1) ∨ (i = 2): оäна из пар ГД нахоäится во внут-
реннем синãуëярноì состоянии и одновременно векто-
ры h ее ãироäинов направëены перпенäикуëярно оси
x ãироскопи÷ескоãо базиса, при этоì вектор h фор-
ìируется тоëüко äруãой парой ГД и принаäëежит
соответствуþщеìу круãу раäиуса 2, сì. рис. 2, а;

� [(  = 0) & (  = 0)] ⇒ δ
i
 = ±π/2, δ

j
 = 0, i, j ∈ {1, 2},

i ≠ j: оäна из пар ГД нахоäится во внутреннем синãу-
ëярноì состоянии, а äруãая — во внешнем синãуëяр-
ноì состоянии, при этоì конеö вектора h принаäëе-
жит окружности раäиуса 2, сì. рис. 2, а;

� [(  = 0)] ⇒ δ
i
 = 0, i = 1, 2: обе пары ГД нахоäятся

во внешнем синãуëярноì состоянии, при этоì конеö
вектора h принаäëежит трехмерной äвояковыпукëой

поверхности S* = {h(x, y, z): ϕ(x, y, z) ≡ x2 + y2 + z2 å

å 2q
y
q
z
 – 8 = 0, q

s
 ≡ , |s| m 2, s = y, z}, ãäе верх-

ний знак соответствует обоëо÷ке дS обëасти вариа-
öии S кинети÷ескоãо ìоìента сиëовоãо ãироскопи-
÷ескоãо коìпëекса (сì. рис. 1).

Экстреìаëüные зна÷ения опреäеëитеëя ∆
G
 äостиãа-

þтся в таких конфиãураöиях:

локальный максимум max∆
G
 = 2  ⇒ α

i
, α

j
 = ±π/2;

δ
i
, δ

j
 = ±π/4, i, j ∈ {1, 2}, i ≠ j, в ÷етырех то÷ках (x = 0;

y = ± ; z = ± ) внутри обëасти вариаöии S;

глобальный максимум max max∆
G
 = (64/27)  ⇒ α

i
,

α
j
= {0, ±π}; δ

i
, δ

j
 = {±δ

p
, π ± δ

p
}, i, j ∈ {1, 2}, i ≠ j, ãäе
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Рис. 1. Схема силового гирокомплекса 2-SPE и оболочка
области S вариации вектора его кинетического момента
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δ
p

= arccos( ) = 35°25, äостиãается в трех то÷ках (x =

= {0, ±4 }; y = 0; z = 0).

При произвоëüных уãëах установки осей поäвеса пар
ГД обоëо÷ка обëасти S вариаöии кинети÷ескоãо ìоìен-
та и ìножества синãуëярных состояний иìеþт поäоб-
ный виä (сì. рис. 1).

Саìая принöипиаëüная пробëеìа управëения сиëо-
выì ãирокоìпëексоì с избыто÷ной структурой закëþ-
÷ается в выборе функöии распреäеëения потребноãо
суììарноãо вектора кинети÷ескоãо ìоìента ìежäу ГД —
синтезе закона настройки ãирокоìпëекса. Наибоëее ра-
öионаëüныìи явëяþтся явные законы настройки, кото-
рые позвоëяþт поëу÷итü все характеристики äвижения
кажäоãо ГД по явныì анаëити÷ескиì соотноøенияì.

Ввеäеì функöиþ распреäеëения вектора суììарноãо
кинети÷ескоãо ìоìента сиëовоãо ãирокоìпëекса ìежäу
параìи ГД

f
ρ
(b) ≡  –  + ρ(  – 1); (11)

 ≡ x
12

/q
y
;  ≡ x

34
/q

z

с фиксированныì параìетроì ρ, 0 < ρ < 1. При усëовии
f
ρ
(b) = 0 внутри обëасти S остаþтся синãуëярныìи тоëü-

ко äва оäноìерных ìножества

S
y
 = {(x/(2ρ))2 + (z/2)2 = 1, x < 0; y = 0, |y

1
| = |y

2
| = 0};

S
z
 = {(x/(2ρ))2 + (y/2)2 = 1, x > 0; z = 0, |z

3
| = |z

4
| = 0},

(рис. 3) с äвуìя то÷каìи A(0, –ρ) и B(ρ, 0) в пëоскости 

переìенных { , }.

Приìеняеìый закон настройки сиëовоãо ãирокоìп-
ëекса иìеет виä

D
+
f
ρ
(b) = Φ

ρ
( f

ρ
(b), h(b)) ≡

≡ (13)

Зäесü D+ — сиìвоë правой произвоäной по вреìе-
ни, φ

ρ
, µ

ρ
 и l

ρ
 — поëожитеëüные параìетры, ìножество

S
yz

 ≡ S
y
 ∪ S

z
, зависиìости r

y
 = M

π
(β

1
 – β

2
 – π) и r

z
 =

= M
π
(β

3
 – β

4
 – π), ãäе при станäартной функöии насы-

щения Sat(a, x) испоëüзуþтся неëинейные функöии

Relh(a, l
ρ
, x) ≡ 

Relh(a
s
, l

ρ
, r

s
(b

0
) = a

s
 ∈ {–1; 1};

M
π
(α) ≡ 

При законе настройки (13) обеспе÷ивается прина-
äëежностü конöа норìированноãо вектора h(b) кинети-
÷ескоãо ìоìента ìножеству Q

yz
(b) внутренних синãу-

ëярных состояний тоëüко в отäеëüные ìоìенты вреìени

(ìеры нуëü по Лебеãу) и биективная связü вектора mg(b)

(9) с вектораìи-стоëбöаìи b и ug = . Анаëиз выраже-

ний (12) привоäит к резуëüтату: в косоуãоëüноì ãиро-

скопи÷ескоì базисе Eg(x, y, z) äëя ëþбых зна÷ений нор-
ìированноãо вектора h = {x, y, z}, принаäëежащеãо сфе-

ре  ≡ {x2 + y2 + z2 m ( )2} раäиуса  < 2ρ, отсутствуþт

синãуëярные состояния ãирокоìпëекса. В канони÷ес-

коì базисе ( , , ) сфере  соответствует эë-

ëипсоиä

 = { , , : ( )2 +  +  m ( )2}.

3. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÐÀÑ×ÅÒ ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÃÎ
ÃÈÐÎÑÈËÎÂÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

При заäанноì в канони÷ескоì базисе векторе кине-

ти÷ескоãо ìоìента hc ∈  и при выпоëнении усëовия

f
ρ
(b) ≡ 0 äëя функöии распреäеëения f

ρ
(b) (11) поëоже-

ние кажäоãо ГД оäнозна÷но опреäеëяется по явныì

соотноøенияì. Вектор-стоëбеö h = {x, y, z} = h
c

2/3

2/3

Рис. 3. Сингулярные множества силового гирокомплекса при законе настройки (3) — половины эллипсов
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также известен, а разностü ∆ = x
12

 – x
34

 = d{1 –

– }/ρ, ãäе d ≡

≡ q
y
 + q

z
. Отсþäа при ввеäении функöий a

y
 = (x + ∆)/2;

b
y
 = y; a

z
 = (x – ∆)/2; b

z
 = –z; r

s
 ≡  и x

s
 =

= /r
s
, s = y, z поëу÷аþтся проекöии век-

тора кинети÷ескоãо ìоìента кажäоãо ГД первой пары
x

1, 2
 = a

y
 å b

y
x
y
/2; y

1, 2
 = b

y
 ± a

y
x
y
/2 и анаëоãи÷но äëя

второй пары ГД. При ввеäении обозна÷ений

 = sin(β
1
 – β

2
) ≡ y

1
x

2
 – y

2
x

1
;

 = sin(β
3
 – β

4
) ≡ z

3
x

4
 – y

4
x

3
;

r
yx
 = x

12
yp

zx
; r

zx
 = x

34
zp

yx
;

p
s
 = d

s
/d

yz
, s = yx, zx,

D(b) = ,

ãäе d
yx
 = q

y
 – ρx

12
; d

zx
 = q

z
 – ρx

34
 и d

yz
 = d

yx
 + d

zx
, вектор

проãраììноãо управëения сиëовыì ãироскопи÷ескиì

коìпëексоì ug =  вы÷исëяется по форìуëе ug =  =

= –D(b) m
g. При анаëити÷ескоì заäании проãраììы

äвижения корпуса КРМ (функöий Λ(t), w(t), e(t), (t)) и
выпоëнении тожäества f

ρ
(b) ≡ 0 в сиëу наëи÷ия вектор-

ноãо интеãраëа суììарноãо кинети÷ескоãо ìоìента
ìехани÷еской систеìы «КРМ + ãиросиëовой коìпëекс»

векторы-стоëбöы уãëов b(t), уãëовых скоростей (t), а

также и ускорений (t), всех ÷етырех ГД опреäеëяþтся

по явныì соотноøенияì, поëу÷енныì в работах [7—10].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен ìетоä анаëити÷ескоãо синтеза проãраì-
ìноãо уãëовоãо äвижения КРМ при выпоëнении иì по-
воротноãо ìаневра с краевыìи усëовияìи общеãо виäа.
В проöессе такоãо «профиëированноãо» поворотноãо
ìаневра естественныì способоì äостиãается сëабое воз-
бужäение упруãих коëебаний транспортируеìоãо с по-
ìощüþ КРМ нежесткоãо ãруза бëаãоäаря обеспе÷ениþ

äостато÷ной «ãëаäкости» анаëити÷ески расс÷итанноãо
ãиросиëовоãо управëения. При кинети÷ескоì ìоìенте

h
c(t) ∈  ãарантируется отсутствие синãуëярных состоя-

ний сиëовоãо ãирокоìпëекса, рас÷ет потребных ìакси-
ìаëüных по ìоäуëþ зна÷ений скорости и ускорения
кажäоãо ГД выпоëняется по явныì анаëити÷ескиì
соотноøенияì.

В äаëüнейøеì преäставëяется öеëесообразныì оöе-
нитü вëияние характеристик транспортируеìоãо упруãо-
ãо ãруза на выбор коэффиöиентов проãраììноãо управ-

ëения сиëовыì ãироскопи÷ескиì коìпëексоì ug =  с

позиöий обеспе÷ения требуеìоãо ка÷ества реаëизаöии
поворотных ìаневров КРМ.
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