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К ВОПРОСУ О СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

В ЛИНЕЙНЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

М. А. К р а с н о с е л ь с к и й и Е. А. Л и ф ш и ц 

1. Пусть В — банахово пространство с телесным конусом К. Точка х0 £ К назы­
вается точкой гладкости конуса К, если существует единственный нормированный 
функционал /0 £ К* такой, что / 0 ( я 0 ) = 0 ; говорят, что /0 проходит через точку глад­
кости XQ. 

Пусть % — система множеств нормированных положительных линейных функцио­
налов, проходящих через точки гладкости конуса К, обладающая тем свойством, что 
пересечение любой последовательности множеств из % содержит множество из 5-

Пусть Р — линейный оператор, действующий из Б в линейное топологическое 
пространство Е, нуль 0 которого имеет счетную базу окрестностей. 

Предполагается, что: 1°. Если Рхп~*-0 (хп£В), то найдется такая подпоследова­
тельность хп и такое множество F£%, что / (хп) - > 0 при всех f£F'. 2°. Пусть 

ип — Рхп (хп£К) принадлежит замыканию РК множества РК в Е, где ип£Е — после­
довательность, сходящаяся в Е к некоторому элементу из РК. Пусть / (хп) —>• / (ж*) 
при всех / из некоторого F £ g. Тогда Рхп —>- Рх*. 

Линейный (т. е. аддитивный и однородный) оператор А, действующий из В в Е, 
называется положительным, если АК £ РК. 

Тенью Т (Во) подпространства В0аВ назовем множество таких у£ В, что для каждой 
последовательности линейных положительных операторов Ап из Апх -^ Рх (х £ В0) 
вытекает соотношение Апу —>- Ру. 

2. Т е о р е м а 1 (о п о л н о й т е н и ) . Пусть BQ — сепарабелъное подпростран­
ство пространства В, содержащее внутренний элемент х1 конуса К. Пусть множество 
F (BQ) нормированных линейных положительных функционалов, проходящих через точки 
гладкости, лежащие в BQ, содержит некоторое множество F £$. Тогда Т (BQ)=B. 

3. Из теоремы 1 следует ряд утверждений (типа известных теорем П. П. Коров-
кина [3]) о сходимости последовательностей линейных положительных операторов 
в различных пространствах измеримых функций. Приведем некоторые из них. 

Пусть В — это пространство С непрерывных на некотором компакте Q функций; 
К — конус неотрицательных функций. Множество нормированных функционалов, про­
ходящих через точки гладкости, находится во взаимно однозначном соответствии 
с множеством точек компакта Q; удобно не делать различия между этими множествами. 

Пусть на Q задана конечная счетно аддитивная непрерывная и регулярная мера. 
Систему % составим из подмножеств полной меры множества точек Q. Выбирая в каче­
стве Е различные пространства измеримых функций, а в качестве Р — оператор есте­
ственного вложения С в Е, получаем следующие утверждения: 

а) Е — пространство измеримых функций с топологией, определенной сходимостью 
по мере. 

Т е о р е м а 2 (о с х о д PI м о с т и по м е р е ) . Пусть подпространство BQCIC 
обладает тем свойством, что множество F (В0) нормированных положительных функцио­
налов, проходящих через точки гладкости из BQ, имеет полную меру. Пусть Ап — после­
довательность линейных положительных операторов, действующих из С в Е. Пусть, 
наконец, последовательности Апх — х сходятся по мере к нулю при х£ BQ. Тогда сходятся 
по мере к нулю и все последовательности Апх — х при х£С, 

б) Я —правильное идеальное (см., например, [2]) пространство измеримых функций 
(например, пространства Lp; пространства Орлича, порожденные iV-функциями М (и), 
удовлетворяющими Д2 — условию Юнга; пространства Ем, являющиеся замыканием 
множества непрерывных функций по любой норме Орлича; пространства Лоренца Аф ; 
пространства Марцинкевича М^ и др. (см., например, [2], [5])). 
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Т е о р е м а 3 (о с х о д и м о с т и по н о р м е ) . Пусть подпространство В0С1С 
обладает тем свойством, что множество F (BQ) нормированных положительных функцио­
налов, проходящих через точки гладкости из BQ, имеет полную меру. Пусть Ап-—после­
довательность линейных положительных операторов, действующих из С в Е. Пусть, 
наконец, \\ Апх — х \\Е-+0 при х£В0. Тогда \\Апх — х\\Е-+0 при всех х£С. 

Из теорем 2 и 3 могут быть выведены теоремы о сходимости последовательностей 
положительных операторов, действующих из одного пространства измеримых функций 
в другое. Например, из теоремы 3 следует 

Т е о р е м а 4. Пусть подпространство В$аС удовлетворяет требованиям тео­
ремы 3. Пусть последовательность линейных положительных операторов Ап, действующих 
из правильного идеального пространства Е± в правильное идеальное пространство Е2, 
равномерно ограничена и \\ Апх — х || —>- 0 при х £ В0. Тогда \\ Апх — х \\Е —>-О при всех х £ Е1. 

Для применения теорем 2 — 4 важным является то обстоятельство, что в случае 
компактов Q, лежащих в w-мерном пространстве, существуют конечномерные подпро­
странства В0 с полной тенью. Например, за В0 можно принять подпространство, 
натянутое на п-\-2 функции e0(t)==l, el(t) = ti, . . . , en(t)-=tn, en+i (t) = t\ + . . . + *n> 
где t = {t1, t2, . . . , tn} — вектор ^-мерного пространства. 

Т е о р е м а 5. Пусть Е — правильное идеальное пространство измеримых функций. 
Тогда существуют такие тройки элементов е±, е%, е3^Е, что любая последовательность 
действующих в Е положительных линейных операторов Ап с ограниченными в совокуп­
ности нормами сильно сходится на всем Е к единичному оператору, если только 

lim \\Anei — ey\\E=\im.\\Ane2 — e2\\E= lim || Ane3 — e3 \\Е = 0. 
71->оо П-*оо П->оо 

Т е о р е м а 6. Пусть В0 — такое подпространство пространства С, что 
mes F {ВQ) = mes Q. Пусть последовательность положительных операторов Ап обладает 
тем свойством, что для каждой функции х (t) £ BQ последовательность Апх (t) сходится 
к х (t) почти всюду. Тогда при любой функции х (t) £С последовательность Апх (t) схо­
дится к х (t) почти всюду. 

4. 3 . Семадени обратил наше внимание на тот факт, что из совпадения опера­
тора А, действующего в банаховом пространстве Е, с единичным оператором на неко­
тором специальном подпространстве Е0аЕ следует Ах = х(х£Е), если | |Л|[ = 1. 

Развитая в [4] и в настоящей статье теория позволяет получать различные тео­
ремы типа утверждений 3. Семадени или теорем о том, что сходимость последова­
тельности нерастягивающих операторов Ап к единичному оператору / на всем прост­
ранстве Е вытекает из сходимости на подпространстве. Для^ этого достаточно ввести 
пространство Е пар {t, х} (— о о < £ < о о , х£Е) и выделить в нем конус К элементов 
{t, х}, для которых t > 0, || а; || <; £. Тогда операторы An{t, x} = {t, Anx} положительны, 
если | | Л д | | < ; 1 . Впрочем, нетрудно провести соответствующие рассуждения непосред­
ственно для нерастягивающих операторов. 

5. Настоящая работа возникла в связи с докладом В. К. Дзядыка (см. [1]) 
на Математическом конгрессе в Москве (август 1966 г.); она является продолжением 
исследований, начатых авторами в [4] совместно с В. С. Климовым. 
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