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I. ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
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Г лава 1 
ВВЕДЕНИЕ 

В работе изложен один из возможных подходов к теории ли­
нейных уравнений. Пусть задано уравнение Lu = v. Входящий в 
уравнение линейный оператор L представляется в виде функции 
от набора более простых операторов, вообще говоря, не комму­
тирующих между собой. Задающий решение уравнения обрат-'^ 
ный оператор L - 1 (или его аппроксимация) ищется также в ви:* 
де некоторой функции тф от того же набора операторов. Обрат­
ный оператор можно искать в таком виде в том случае, если 
входящие в набор операторы связаны достаточно богатой систе­
мой соотношений коммутации (не обязательно лиевских). При 
этом исходное уравнение оказывается эквивалентным некото­
рому линейному псевдодифференциальному уравнению относи­
тельно функции тф. Изучению условий, при которых справедлива 
указанная эквивалентность, и методов решения возникающего 
псевдодифференциального уравнения и посвящена большая 
часть настоящей работы. 

Пусть Е — линейное топологическое пространство или, более 
общо, пространство со сходимостью [38], [42], A i , . . . , A n — 
линейные операторы в пространстве Е. Мы рассматриваем зада­
чу о нахождении решения uQE уравнения 

f(Ax An)u = v (1.1) 
Здесь •у —заданный элемент пространства E,f(yu . . . ,«/,,) — 

заданная функция п вещественных (или комплексных) перемен-
1 Я 

ных (уь . . . , уп). Конкретное определение оператора f{Au ..., Ап) 
зависит от того, какими свойствами обладают операторы 
Аъ ..., Ап и какое функциональное пространство M$f(yu ..., уп) • 
рассматривается, тем не менее, можно дать некоторую общую 
схему такого определения, что мы сейчас и сделаем. 
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Пусть заданы функциональное пространство М и линейные 
операторы Аи...,Ап в пространстве Е. Для каждого 
/6{1, . . . , / t ) выбирается семейство функций {ф;Д#)}--(-ду, зану­
мерованных параметром s (дискретным или непрерывным), про­
бегающим некоторое множество 2j. Предполагается, что 
выполнены следующие условия: 

а) Относительно поточечного умножения функций каждое 
семейство {фуЛ^а/ образует полугруппу, то есть 

Фм (</;) • Фм (^) - - Ф/*, (У)), slt 52{in}Qj (1.2) 
для некоторого •s3=s3(si» s2> ./)€---j. 

б) Существует мера df̂ i на множестве Й = , 2 1 х . . . Х2у 
и пространство А/" функций на 2 такие, что интегральный 
оператор 

K:i (Si, . . . . 5„)^[iCx](Уи • • •. Уп) = 
= $АГ(1/1, . . . -#„. 5b . . . ,s„)x(5i, ...,s„)cf{mu}(sb . . . ,s„) (1.3). 

с ядром 
-V(#i, . . . ,&, -5*1. . . . ,^) -=ф1^Ы'ф2^(^)- . . . -ф/г- яЫ (1.4) 

непрерывно отображает N на М (в том случае, если Q —глад­
кое многообразие, пространство N может содержать и обоб­
щенные функции). Для функции фуs(tjj) оператор qJS(Aj) опре­
деляется непосредственно, с соблюдением следующих 
естественных условий: 

в) Пусть 5Ь 52, s3{in}-/ таковы, что выполнено равенство (1.2). 
Тогда 

Фм Иу) • <Р/* ( Л ) = Ф/-3 (Aj). (1.5) 
г) Если для некоторых j,s q*js(у}) = 1, то фу5(А;)— тож­

дественный оператор в Е\ если же yjs(yj)==yj, то q>JS(Aj) = Aj. 
д) Операторы Фу-(Aj), s6—y, коммутируют со всеми опера­

торами, коммутирующими с Ау. 
1 п 

Теперь мы можем определить оператор К (Ah ..., Ап, 
Si, . . . s„), зависящий от параметров (sl5 . . . , 5„){in}Q, формулой 

1 п 

К(Аи...,Ап, slt .v,sn) = <pnsn(An)-...-4>1Sl(A1). (1.6) 
Формула (1.6) вскрывает смысл расстановки номеров над опе­
раторами: первым действует оператор А ь . . . , последним 
(то есть /г-м) действует оператор Ап. Таким образом, номера 
задают порядок действия операторов. Обозначение это впервые 
введено Р. Фейнманом [41]. Пусть'/(.Vi, . . . , уп)£М — произволь­
ная функция. По условию б) она имеет представление вида 
/~=Кх> Где х—некоторый элемент из N. Мы положим 
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1 n def 
/(А. А0= 

def л 1 п 
— J/C(Ai Ап, 5i Sn)X(s1, . . . . s„) df~- (Si s„). (1.7) 

s . 
В каждом конкретном случае необходимо, разумеется, дать ин­
тегралу (1-7) корректную интерпретацию (ем- следующие далее 
примеры, а также главу 3 данной работы). Кроме того, в том 
•случае, если оператор К имеет нетривиальное ядро, возникает 
проблема доказательства корректности определения (1.7). 

О п р е д е л е н и е 1.1. Отображение, сопоставляющее каждой 
1 л 

функции f(y\, . . . . уп) линейный оператор f(Au . . . , Ап) 
в пространстве Е, называется упорядоченным квантованием, 
или {^-отображением. Функция /(#•. уп) называется симво-

1 п. 

лом оператора В = / ( А и .... Ап) и обозначается 
/(У, #,-)=-Smb08) = SmbI „ ( В ) . (1.8) 

.4i,...,.4,( 
Единственность символа не предполагается, ц-отображение мы 
•будем обозначать: p:M{to}Op(E) (Op (E) —- множество линейных 

1 п 
операторов в E). Таким образом, / ( A i А..)==[А(/)== 
'—l~i n (/) (последнее обозначение будем употреблять в том 
•случае, если неясно, какие операторы Ах Ап имеются 
в виду и в каком порядке они должны действовать). 

З а м е ч а н и е 1.1. Возможен и другой, аксиоматический 
ПОДХОД к определению ^-отображения, разработанный 
в книг ах [21], [46]. 

З а м е ч а н и е 1.2. Введенное нами условие а) может видо­
изменяться, например, может иметь место более сложная 
система тождеств, чем (1.2): 

Фл. (У;) • Ф/*3 (У;) = 2 СА.,-Ф* (У])< С1 •--> 

при фиксированных J, su s2 ЛИШЬ конечное число коэффициен­
тов с-- отлично от нуля. Тогда соответствующим образом 
должна быть изменена формула (1.5). Например, в данном 
•случае она приобретает вид 

s 

Короче говоря, отображение <fjs{yj)-^9js(Aj) должно быть 
представлением системы тождеств, которым удовлетворяют 
функции семейства {<?js(yj)h(iar (Мы не даем более точной 
формулировки, поскольку нас в основном интересует случай (1.2)). 
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Замечание 1.3. В дальнейшем, как правило, предполагает­
ся, что в пространстве Op(F) имеется некоторая сходимость и 
что ц-отображение обладает свойством .непрерывности. 

Поясним теперь описанную нами общую схему конкретными 
примерами. 

П р и м е р 1.1. Пусть М — пространство полиномов от п пе­
ременных (г/1 уп), fij=Z+ (множество натуральных чисел) 
для каждого / = 1 , , . . , п , мера каждой точки из S - -Z+X. . . 
. . . XZ+ равна 1, функции q>jS(z/j) =Uf> 1 = 1 п, пространство 
N состоит из финитных (т. е. ОТЛИЧНЫХ ОТ нуля в конечном числе 
точек) функций на Й. Мы положим 

9JAAJ)-(AJY, j=\ n, sez+. (1.9) 
Условия a)—д) очевидным образом выполнены. Если р (уи.... уп)— 
= ^ РаУ?1 ••• У1П — полином из M, то по формуле (1.7) полу-

|а|</м 
чаем 

Р(1 A„)=2 ра(лг-...-(лг. (1.Ю) 
|а |<т 

Поскольку сумма (1.10) конечна, исследовать сходимость не 
нужно, и на операторы Аи...,Ап можно не накладывать ника­
ких топологических ограничений. Хотя данный пример являет­
ся наиболее простым, он представляет интерес с алгебраической 
ТОЧКИ зрения, и функции от упорядоченных операторов вида 
(Г 10) будут исследованы нами в главе 2. 

Пример 1.2. Пусть теперь элементами пространства являют­
ся целые функции f(zlt z2), Q,=-Q2 —Z+I A, и A2=Ai*, опера­
торы «уничтожения» и «рождения» в пространстве Фока Fh 
(см. Ф. А. Березин [3], [4]). Как и в примере 1.1, положим 
VJs(Zj) = zSj, / = 1,2, sgZ+, <ру-(Л;) зададим формулой (1.9). 
Пространство N имеет своими элементами наборы {/тл}^ п=0 
коэффициентов рядов Тейлора целых функций двух переменных. 

1 2 
Оператор /(AbA2) задается формулой 

/ (A 1 , i 2 )= 2 -^L(A2)«(A1)'" (l.ii) 
m,n=0 

(«виковская нормальная форма»). Подробное изложение во­
просов, связанных с виковским квантованием, можно найти в 
цитированных выше работах Березина. (Отметим здесь, что в 
силу соотношения A1=A2* может оказаться более удобным рас­
сматривать в качестве символа не функцию /(z1,z2), а функцию 
/i(zi,z2)=/(i . ,z2), что и сделано в [3], [4].) 

П р и м е р 1. 3. Пусть Е — банахово пространство, 
A1,... ,An— ограниченные операторы в E, OjCzC — спектр опе­
ратора Aj, / = 1 , . . . , п . Пусть М — пространство функций п 
комплексных переменных уи... ,у%, аналитических в окрестно-
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ста (зависящей от функции) прямого произведения спектров а-= 
— счХ . . . Xcrnc:Cn. Сходимость в М определяется как равно­
мерная сходимость в достаточно малой окрестности а. Пусть 
fij = C\cTj резольвентное множество оператора Ai; мы положим 

Vuteji^is-yj)-1. sQQj, / = 1 п (1Л2> 
^ ( ^ — (S-A^s/?,^), S&j, / = l й 0.13). 

Условие д), очевидно, выполнено; условие г) теряет свой смысл,. 
так как среди функций <?js нет постоянной либо линейной функ­
ции. Роль условия г), по существу, выполняет сама форму­
ла (1ЛЗ). Условия а) и в) выполняются в той форме, как они 
представлены в замечании 1.2. Именно, 

и, соответственно, 
R^AjWsAA^-^iR^AJ-RsAAj)), s^s2 (1.15). 

(тождество Гильберта). Обратимся теперь к условию б). Оно 
также выполнено, так как по формуле Коши всякая функция / 
из М может быть в окрестности а представлена в виде 

/(Уи . . . , y » ) - - J x ( - i . •••.•-«) <Р- , ,Ы-- . 

• • • Т„. (Уп) d V • • dsndsx ...dsn, (1.16) 
где 

X(5i s^ = f\slt .... s„)Aei(sI)-...-A-n(s;I); (1.1 7 
Здесь cx cn — простые спрямляемые контуры в С, охваты­
вающие соответственно а., , , , , а„ и такие, что прямое произве­
дение СхХ • • -Хсп содержится в области аналитичности функ­
ции / ; Д,, (s) - обобщенная функция в С, сопоставляющая каждой 
функции g(y), непрерывной в окрестности контура с, число-
$Ki)-l-§g(y)dy. Мы обозначим через 7V пространство, состоя-

с 
щее из конечных линейных комбинаций обобщенных функций. 
вида (Г 17) снабдим его следующей топологией: последователь­
ность {х}Г=о элементов из ./V фундаментальна, если она фунда­
ментальна как последовательность линейных функционалов над. 
С°(С") и носители всех элементов х* лежат вне фиксированной. 
окрестности множества о. Пространство N не полно; при желании 
можно вместо TV рассматривать его пополнение. Пользуясь (1.7),. 
(1.16), 0.17), м ы приходим к формуле: 

f(k А~-"5йуг$---$/(--1 Sn)Rsn(An)- . . . - /?- . (А)Х 

XdSiX...Xd{cdot}s„ (1.18> 
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•Интеграл (1.18) понимается в смысле сходимости по норме опе­
раторов. Поскольку представление (1.16) не единственно, воз­
никает вопрос о независимости оператора (1.18) от выбора кон­
туров ct. Эта независимость легко выводится из аналитичности 
функции f(yu ...,yn). Некоторые свойства операторов 
вида (1.18) рассматриваются в работе [28]. 

Пример 1.4. Пусть E —гильбертово пространство, Л ь . . . 
. . . . Л—самосопряженные операторы в Е. Пусть для всех 
7 = 1, ..., и Qj — R. Мы положим 

-«ад-й:?»>,£1 сы9) 
Ф,,(Л,)--Я,(Л,) (1.20) 

Здесь Es(Aj) — спектральная функция оператора Лу. [11]. Как 
и в предыдущем случае, выполнено условие д); роль условия г) 
играет формула (1.20), Выполнены также условия а) и в), дейст­
вительно, 

£,, (Aj) • Е„ (Aj) = Emm,lSt) (Aj) (1.22) 
Пусть М — пространство непрерывных функций в Rn. Формула 
(1.3) в этом случае непригодна, и мы должны ее модифициро­
вать (однако в следующем примере будет показано, что мож-
.но определить функции от упорядоченных самосопряженные 
операторов, ПОЛНОСТЬЮ оставаясь в рамках описанной общек 
конструкции). Именно, произвольная функция f(yu ..., уп) вМ 
.может быть записана в виде повторного интеграла Стилтьеса 

/{Ух Уп> - \ / («1 s«) d%Sl (yi) '-•• dbsn Ш (- -2 3 

R* 
Модифицируя соответствующим образом формулу (1.7), мы п'ри 
•ходим к определению: 

/(К A.) = $/(s. s^dEs^AJ-.-.-dEs^AJ (1.24 
R" 

(Интеграл (1.24) понимается в смысле слабой сходимости 
областью определения оператора / (А1, . . . . -А„) служит мне 
жество тех «6E. для которых линейный функционал 

--" [ / (Si *п) (dEsn(Л„)•... • dE-, (Л,) a, v) 
R» 

•ограничен в Е. Множество таких и может и не быть плотно в Е 
Пример 1.5. Пусть E —банахово пространство, Л ь . . 

. . . . А, . — производящие операторы в Е степеней &., . . . . / 
10 



соответственно ([21], [46]). Это означает по определению, что 
для каждого /6{1 п) оператор Aj определен на плотном 
в Е множестве Dj, AjDj^Dj и задача Коши на интервале 
•(—ею, оо) 

i^jp- + Aja(t) = 0, «(0) = «0 (1.25) 
имеет для каждого а-б-О, единственное решение, удовлетво­
ряющее условиям: u(t)aDj при всех td(— со, оо); 

||и(*)||<с,(1 + |*|)*Ч|«о|1 (--26) 
Мы предположим для простоты, что А — • • .=D„ = D. Из (1.26/ 
следует, что оператор V) (t), задающий решение задачи Ко­
ши (1.25), единственным образом может быть продолжен по 
непрерывности на все пространство Е. Положим для каждого / , 
Qy = R и рассмотрим следующие функции 

Ч;з(У,) = е'У', У = 1 п, S6R (Г27) 
Для этих функций выполнено условие a) qJSi (у,) • ФАз (у/) =-
= y/s+s Oft) и, если положить 

<pJS{Aj) = Uj(s). О-2») 
то условия в) — д) также будут выполнены (причем г) формули­
руется так: Uj(0) = l; i~—L + A/У — 0; последнее условие за­
меняет условие «ф(Л;) = Aj для ф (#)==.#»). Если функция 
У (Уи •••tVn) может быть представлена с помощью преобразо­
вания Фурье 

/(Уи •.•,yn) = \x(su ...,s,l)e^-...-eis«y"dsr...-dsn (1.29) 

то ей сопоставляется оператор 

f(Au . ..,An)=\l(Si sn)Un(sn)- ...-U, (Sl)dsv ... -dsn (1.30) 
R» 

В главе 3 мы подробно изучим класс символов f(y\, •. •, уп) Для 
которых указанная операция возможна. 

В частности, приведенная выше конструкция может быть 
применена к самосопряженным операторам в гильбертовом про­

странстве, поскольку ВСЯКИЙ самосопряженный оператор есть 
производящий оператор степени 0. Для квантования Вейля в 
•случае самосопряженных операторов подобная конструкция 
была предложена Р. Андерсоном [36] (Точнее, формула, ана­
логичная предложенной Андерсоном, получается формальным 
применением к (1.30) тождества Парсеваля, см. также [12]). 

Вернемся теперь к уравнению (1.1). В таком виде могут 
быть записаны многие задачи, возникающие в математической 
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физике, общей теории дифференциальных уравнений, теории 
разностных схем. Так, дифференциальный оператор в Rn может 
всегда быть записан в виде функции от операторов Xj, / = 
= 1 п умножения на независимые переменные и операто­
ров — i — дифференцирования. Рассмотрим задачу Коши для 
- > 0 для гиперболического оператора в частных производных.. 
В работе С. Л. Соболева [32] показано, что эта задача 
эквивалентна задаче обращения оператора в классе обобщен­
ных функций, тождественно равных 0 при t<0, откуда следует, 
что задача Коши может быть представлена в виде (1.1). В ра­
боте М. И. Вишика и С. Л. Соболева [8] показано, что анало­
гичное утверждение имеет место и для многих краевых задач. 
Разностные схемы также могут быть записаны с помощью функ­
ций от упорядоченных операторов (см. [22], [21], [47]). Из. 
сказанного ясно, что недостаточно рассматривать банаховы 
пространства Е, поскольку, скажем, на решение и правую часть 
дифференциального уравнения естественно накладывать раз­
личные условия гладкости. Приходится рассматривать более 
общие пространства, например, банаховы шкалы, теория произ­
водящих операторов в которых будет рассматриваться в гла­
ве 3. Б дальнейшем всюду предполагается, что изучаемое урав­
нение каким-либо образом уже записано в виде (1.1). 

1 я 
Задача (1.1) есть задача отыскания обратного к /(Аь ..., Ап) 

оператора в Е. Часто эта задача не имеет точного решения,. 
а имеет лишь в каком-то смысле «приближенные» решения (напри­
мер, нетеровы эллиптические задачи), с другой стороны, 
из существования приближенных решений в некоторых случаях 
вытекает существование точных решений (например, уравнения 
типа Вольтерра или сводящиеся к ним). Поэтому полезным 
является следующее 

О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть задано подмножество ЯсОр(Е) 
пространства Op (E) линейных операторов, действующих в про­
странстве Е. Тогда правым .j^-квазиобратным (или просто квази-

1 п 
обратным, если ясно, о каком Я идет речь) оператора /{Ах..., Ап) 
называется любой оператор От в E такой, что 

f(K Ап)°Ог = 1 + Т. (1.31> 
где ТвЯ. Здесь 1—-тождественный оператор в Е. Аналогично. 
левым Я — квазиобратным оператора /(Ai,...,An) называется 
любой оператор Ot такой, что 

0,of (At Ап)=\ + Т, Т£Я. 0.32) 
Пример 1.6. Предположим, что Я — множество компактных 

операторов в Е. Тогда из существования правого и левого 
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1 п 
квазиобратных следует нетеровость оператора /(At A-). 
В этой ситуации квазиобратный оператор называется также 
регуляризатором. 

П р и м е р 1.7. Пусть E —D'(Rn), SI — множество сглажива­
ющих операторов. Тогда существование квазиобратного опера­
тора (параметрикса) влечет за собой теоремы о гладкости ре­
шений. 

П р и м е р 1.8. Пусть Е — банахово пространство, Л. — мно­
жество операторов в £ со спектральным радиусом меньше 1. 
Тогда из существования квазиобратного вытекает существова­
ние обратного оператора. 

Определение 1.3. Оператор f (Аи ..., Ап) называется т,-
квазиобратимым слева (справа), если он имеет левый (правый) 
j^-квазиобратный и двусторонне •Я'-квазиобратимым, если он 
J^-квазиобратим слева и справа. 

В данной работе мы рассматриваем, в основном, задачу 
1 п. 

о квазиобращении заданного оператора f (Аи ..., Ап), хотя 
методы исчисления упорядоченных операторов в ряде случаев 
позволяют получать и точные решения (см. по этому поводу 
статью у [22]). Кроме того, в качестве Я выби-

*" 1 п 
рается подпространство операторов Г = Т(Л- Ап) таких, 
что символы Т (ух уп) убывают при | ух | •+ . . . -f-1 yk | {to} oo 
и (у-.+1 у„) лежащих в заданной ограниченной области А 
(точные условия формулируются в главе 4). Развиваемый метод 
получения квазиобратного применяется к функциям от произво­
дящих операторов в банаховой шкале. При этом символы суть 
функции вещественных переменных. Подробно класс символов 
описан в главе 3. 

Пример 1.9. Пусть n = 2k, At= — i —-, A4+i = xL, i= 1 k, 
AgR-- — некоторая область. Задача об отыскании J-f-квазиобрат-
НОГ*О —эта задача нахождения в области Д асимптотики реше­
ния уравнения по гладкости. 

Предположим, что существует билинейное отображение 
D:MXM->M (1.33) 

обладающее следующим свойством: 
*{f)v<{g)-v{D\f,g\) (1.34) 

для любых / , g&M. Иными словами, множество операторов вида 
1 п 

f(Ai,...,A„), /6M образует алгебру, и (некоммутативное) 
умножение в этой алгебре индуцирует билинейную операцию*) 

* Заметим, однако, что мы не предполагаем, что Кег |д,= {0}; в частности, 
существование D не вытекает из того факта, что |х(М)—алгебра; единст­
венность и ассоциативность D также, вообще говоря, не имеет места. 
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на М (см. в этой связи также работу Ф. A. Березина [5]). 
Тогда правый квазиобратный оператор Qr можно искать в виде 

1 Я • 

Gr = gr(Au ...,Ап) и для символа gf (уъ ..., уп) мы получаем 
уравнение 

D[f, gr]=l + T, Т£Я (1.35) 
Аналогичное уравнение получаем и для символа gi(t/i уп) 
левого квазиобратного оператора. Изучим структуру отображе­
ния (1.33). Простейшим является тот случай, когда все опера­
торы Ab . . . ,A„ коммутируют между собой. В этом случае ото­
бражение D имеет вид: 
D l/G/i, •• .,уп), g(yn...,yn)] = f(y\ Уп)ё{Уъ ...,Уа), О-36)' 

и поэтому, если известно спектральное разложение операторов 
Ai,...,A„, задача о нахождении квазиобратного оператора сво­
дится к алгебраической. В общем случае, как будет показано в | 
главах 2 и 3, при некоторых предположениях верно следующее | 
утверждение (здесь и далее предполагается, что пространство | 
М содержит полиномы). j 

Теорема 1.1. Пусть множество билинейных отображений j 
(1.33), удовлетворяющих (1.34), непусто. Тогда существует та- j 
кое отображение D из этого множества, что выполнено соотно- | 
шенне i 

1 п | 

D[f(y\,---.yn),g(yi у«)]—/(А L«)ff(yi у»)— j 

---£<& Яп)/(Уи..-,Уп). 0-37> | 
Здесь Llt JRi — линейные операторы в пространстве M, зада- | 
ваемые равенствами 

[tig](Mi ^ - - [ f / j . f f ^ i Уп)Ь . . п „я. ! 
1ЗД0А yn) = D[g(yi уп)>У1\, 1 "" ([-6Ь) | 

то есть ! 
V-iLtf-Awte) . _ (1.39) ! 
К ^ ) = Р(?М ! * - - . • • • . « • (1.39'> | 

На самом деле будет доказано более сильное утверждение: , 
если существуют операторы Li или Ru удовлетворяющие (1.39) 
или (1.39'), то отображение, задаваемое формулой (1.37), удов­
летворяет (1.34). \ 

Замечание 1.4. Может оказаться, что операторы 
1 л л 1 

/(Li, . . . ,Ln) , /(Ri, ..., Rn) определены не для произвольного 
/6M, а лишь для /6Mo, где M0CM-некоторое подпростран­
ство. В этом случае утверждение теоремы остается верным, 
если рассматривать отображения D, определенные на (M0 X M)U 
U (M X Mo). Задачу о квазиобращении можно ставить для опе­
раторов c символами из M- (См. по этому поводу [21]). 
14 



О п р е д е л е н и е 1.4. Операторы Llt i = \, . . .,п (соответ­
ственно, Rt, i = 1 n) называются оператор'ами левого-
(соответственно, правого) регулярного представления для набора 
1 п 

Л- Ап, если выполнено (1.39) (соответственно, (1.39')). 
В действительности, существование и структура отображения 

D (1.33) зависит не столько от самих операторов А\ Апг 
сколько от тех соотношений, которым они удовлетворяют. Ес­
ли отображение D существует, то мы получаем, что операторы. 
Ai удовлетворяют соотношениям 

AiAJ = hij(A1 Л„). (Ы0> 

где hu (yu .... yn) = D[yit yj\. Обратно, если операторы Аи...,А„ 
удовлетворяют достаточно богатой системе соотношений 2, то 
отображение Ds=sDx существует (см. главу 2). В частности, в-
качестве 2 могут выступать системы соотношении, задающие 
алгебры Ли, градуированные алгебры Ли [44], [39], «масштаб­
ные» алгебры, некоторые нелинейные коммутационные соотно­
шения [22]. 

Определение регулярного представления системы соотноше­
ний будет дано в главе 2. В книге [21] использовался термин 
«упорядоченное представление». 

П р и м е р 1.10. Пусть Ах = х, Л-— — /—-, Эти операторы 
удовлетворяют коммутационному соотношению 

[Аи A 2 ] - i . (1.41> 

Левое регулярное представление Lu L2 для операторов Аи А2 
нетрудно вычислить (это будет сделано в гл. 2). Оно имеет вид: 

Li—У\ + 1 щг; L2=у%. (1 -42> 

Таким образом, в этом случае операторы левого регулярного 
представления будут дифференциальными операторами. 

В более сложных случаях операторы регулярного представ­
ления могут оказаться псевдодифференциальными операторами 
или же (в случае антикоммутационных соотношений) допускать 
естественную трактовку в виде матричных (псевдо)дифферен­
циальных операторов (подробнее об этом см. в работе [24], 
содержащейся в зтом же сборнике). 

П р и м е р 1.11. (ем. [22]). Пусть операторы Ai,A2 удовлет­
воряют антикоммутационному соотношению 

А1А2+А3А1 = \. (1.43) 

Тогда операторы левого регулярного представления имеют вид 
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I i - 0 A . + ^ - ( l - P J . L2 = y2- (1-44) 
def 

'Здесь. Ру,— оператор инверсии: (РУ%/)(уиУд = ~/(Уи — г/г). 
ПОЛОЖИМ для заданной функции /(г/1, у2) 

/+(Уи У2)—/(Уь У2)+/(Уъ — уд; 
/-(УиУ2) = уг(/(Уи Уд-/О/и -У2)); 

/{Уи У2) = \иЛУъУг) + У2/АУъУг))> 

/ {Уъ - г/г) = 4 {/+ (г/ь 1/2) - г/г/- (г/i. г/2)}-
-» ;В пространстве четных (по г/2) вектор-функций /(Уи Уд = 

= 4/+(i/i» .гУг)./-(г/i. г/г) операторы (1.44) записываются в матрич-
лом виде: 

•---(?-J- -»-(?о)" ~ Л + - А = Р - <1'46) 
Как следует из теоремы 1.1, уравнение для символа правого 

жвазиобратного оператора записывается следующим образом: 

/ (А Ln)g(yx 1/л)=1 + Г, Т£Я. (1-47) 
1 п 

Оператор / (А, . . . , L„) представляет собой псевдодифферен­
циальный оператор, который нам будет удобно записать в виде: 

1 п / 1 1 2 2 

/ ( А A.) — / l \#1 Уй> Уй+Ь • • •> Упг 
2 2 1 1 

- * ж - » - * - • - ' ^ -чат) < Ш > 
(над коммутирующими операторами можно ставить одинаковые 
номера). Его символ fi(y, I) нетрудно вычислить, если известны 
символы операторов Lh ..., Ln (см. главу 4). Таким образом, 
(1.47) представляет собой задачу нахождения асимптотического 
при |У[|•+'... +\Ук\-»•«- решения псевдодифференциального 
уравнения. Удобно преобразовать задачу таким образом, чтобы 
(г/i уи) входили в «ее в качестве параметров (т. е. урав­
нение не 1Содержало бы дифференцирований по этим перемен­
ным). Для ЭТОГО МЫ будем искать функцию g(t/u ..., уп) в виде 

/ 1 1 2 2 
g(yu • . . , # . - ) - g i [ y u ...,Ук, Уи+и ...,Уп, 

-1ж -'ж)1 ' <L49> 
16 



Пусть p(7jll . . . , 7)ft)6C,r (Ru) такая функция, что р (0)= 1, и пусть 
М\ — множество таких функций v (уи ..., у п , у]и ..., rib), что 

1 1 2 2 

" ( й Ун, Уь+и •••,Уп, - - - | - - > •••• — " ~ | г ) 1 е , ^ " В -46-' ГЛ' 
5 показано, что Мъ как и Л?, может быть охарактеризовано 
некоторыми условиями убывания при |г/. | + . . . +1 ук | -> оо. 

Лемма 1.1. Пусть функция #! (г/-. у п , г]Ъ ..., r\k) удов­
летворяет уравнению 

1 а ] . д 2 2 2 2 
j { , . о : . а 

/ i [ ^ + ' - - . • • •> Ук +1---—> уй+ь ••-, Уп> \ t ч\ъ> 
1 1 

- i - 4 -i^jXlM^HPM + M^). Лб !̂. (1-50) 
Тогда функция (1.49) удовлетворяет уравнению (1.47). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 1.1 и примера 1.10 
следует, что 

„*{х l 2 2 • -» • -» 
C / i I #i -У*» #Й+1 Ул> —1~ду^~' ' "' —1~дуТ' 

-1-щЬ ' i l r )» o «^ [yi ly<"-'*+-• ••••**• 
2 2 , 

2 2 1 1 

- i ^ - , . . . , —i-£—, —ijr^—> ••••• — ^ - - г - ) . <1.б1> 

1 2 2 
• > У а, 

где 
А (у1 Уп, "11 'Чй> •*]*+] Чп) — 

, / 1 • d i • •-> 2 2 2 2 

= / [ #1 + *• fi^r~ Ук-Г1 - Г - > .-Уй+Ь • • •> Уп> Vl, • • •, Щ 

- Z 3 ^ + -*+i - i -4-4-4 - )gi О-—) 
(Автономные скобки <С > , введенные в [21], используются, 
чтобы показать, что номера над операторами, стоящими в / 1 
и gx не связаны никак между собой. Иными словами, в левой 
части (1.51) (также как и, например, в (1.34)) стоит композиция 
операторов с символами /- и gh а не оператор с символом f \ g \ . ) 
Далее, из (1.51), (1.49), (1.50) следует, что 

1 Л / 1 1 2 2 

/(Li !>„)е(Уи •••> yn)=h[yu .... t'k, y k + l у„, 
2 2 2 1 

_г_А_ _ЬЛ i_J_ _ ; М ) = 
дух дук' diju+i' " " дуп ) 
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1 1 2 2 

2 2 1 1 
. <Э . d . д . д \ . _ 

==1+Т, Те-я (1.53> 

(Здесь мы воспользовались тем фактом, что х(---> — ' " _ _ ~) - = = = 

= х ( . . . . 0) 1, если номера над всеми остальными операторами, 
стоящими в х, больше I). Лемма доказана. 

Уравнение (1.50) является псевдодифференциальным попере­
менным (т.., . . . , 7)ft, ykJrX Уп), которые мы для удобства 
обозначим в совокупности через x-=(x. х„), т. е. 
Xi--=f\\ Хп=Уп и зависит от параметров (уи . . . , уп). Задача 
заключается в нахождении асимптотического решения уравне­
ния (1.50) при j z/i | + . . . +1 у и | - - <"o • 

Пусть т. —(тс,, . . . , тс-,) — набор вещественных чисел, -с.>1,. 
i— 1 k. Мы явно выделим параметр А->+0, по которому 
и будем строить асимптотические разложения, полагая 

A- (2lJM 2 1 " - ) : --; = ^Art-. У---1.....А. 0.54) 

Новые параметры щ = (ш1 шЙ) лежат на «квазисфере» 

. 2 \wif^'~^- -^ы может переписать уравнение (1.50) в новых 
обозначениях: 

2 9 

А Г.3¥1 ш, «, x x-,, xft+i, . . . , хп, —ih-Q--, . . . , —'^7)~7' 
• i i 

~1Нш^['•••' ~ih~i^)><gi^'x> A ) = p( x i •**)+ 
+ r1(jc,o)1A), 7\6^i (1.55> 

Здесь 
Ж{ш, h, x, p) = hrfx(h-^a1 — h-lpu..., ЬГяь<ак — 1г1Рь, (1.56) 

x f t + l > . . • I -xH» x l > . • • 1 .""ft I ^ /-'/c-1-1 > . . . I <.- pn)> 

включение Тг(х, ш, A) 6.~i означает убывание при A{to}-f-0, r — 
некоторое вещественное число. 

Определение 1.5. Функция /• (у, I) называется асимпто­
тически (л-! -сА, 1 1)-квазиоднородной степени г отно­
сительно переменных (уи..., у1(, Ьк+1 %п), если функция 
3€ (а, А, х, р) определенная равенством (1.56), непрерывна при 
всех А>0, включая точку А = 0, как функция со значениями в. 
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пространстве S™ символов псевдодифференциальных операторов 
(Пространство S°° будет определено в главе 3). 

П р и м е р 1.12. Если /.(г/, g) —однородная функция степени 
г относительно (у и ..., yh, lh+i, • • . , In), то она (1, . . . , 1) — 
квазиоднародна степени г. 

П р и м е р 1.13. Функция /(г/i, | 2 ) =yi + h2 асимптотически 
(2, 1) —квазиоднородна степени 2. 

В главе 4 будет приведена более .подробная характеристика 
асимптотически я—квазиоднородных функций. Пока лишь от­
метим, что большинство задач, возникающих в теории диффе­
ренциальных уравнений, приводит именно к квазиоднород­
ным функциям. 

О п р е д е л е н и е 1.6. Функция Ж0(<х>, х, р) = Ж(т, 0, х, р) 
1 я 

называется левым гамильтонианом оператора f(Au..., A,,;. 
Аналогично, с помощью правого регулярного представления 
строится правый гамильтониан. Оператор, входящий в (1.55) мы 
также иногда будем называть гамильтонианом. Следует помнить, 
что гамильтониан зависит от выбора чисел it, ---. (г опре­
деляется единственным образом, если потребовать, чтобы гамиль­
тониан не равнялся тождественно нулю). 

О п р е д е л е н и е 1. 7. Левыми бихарактеристиками операто-
I п 

p a / ( A i , . . . , An) называются кривые в R", дающие решение 
системы Гамильтона: 

1 It 

где Ж0 — левый гамильтониан оператора / ( A , , . . . , A,,). 
Аналогично определяются правые бихарактеристики. Всюду 

далее мы будем, для определенности, говорить только о квази­
обратимости справа и, соответственно, о левом гамильтониане 
и бихарактеристиках. Прилагательные «левый» и «правый» бу­
дем опускать. 

Структура работы такова. В главе 2 относящиеся к упоря­
доченному квантованию алгебраические результаты представле­
ны на примере алгебр многочленов и формальных степенных 
рядов. В главе 3 изучаются функции от производящих опера­
торов в банаховой шкале и переносятся на этот случай все 
необходимые для дальнейшего результаты, полученные в главе 2. 
В главе 4 формулируются достаточные условия квазиобратимо-
стй в терминах поведения мнимой части \т&С0 на нулевых би-

1 п 
характеристиках оператора /(А1 Ап), начинающихся в 
Д х supp p. Доказательство этих условий проводится в главе 6. 
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В ходе доказательства используется асимптотика при /г-->0 
решения задачи Коши для /г'-псевдодифференциального one-. 
ратора, которая строится методом канонического оператора в 
главе 5 (Здесь существенна ограниченность множества А X supp p, 
позволяющая поставить задачу Коши с финитными начальными 
условиями). В главе 7 теорема о квазиобратимости применяется 
к уравнениям с растущими -коэффициентами. 

Сделаем теперь заключительные замечания. 
З а м е ч а н и е 1.5. Как показано в [22], в том случае, если 

Li L — левое регулярное представление операторов A-,..., An 
удовлетворяющих лиевским соотношениям коммутации, операто­
ры Li^^Lif'1, где .f — преобразование Фурье, естественным 
образом отождествляются с (право) инвариантными векторными 
нолями на соответствующей группе Ли, записанными в коорди­
натах второго рода. Там же показано, что для соотношений 
антикоммутации [Аь Л-]+=-Л3. И2 , A3].V=AU [As, A.]+ — A2 
операторы Lt могут быть интерпретированы как матричные диф­
ференциальные операторы на группе SO (3). См. также работу 
[24] в этом же сборнике. 

З а м е ч а н и е 1.6, Все результаты данной работы, относя­
щиеся к условиям квазиобратимости, остаются в силе, если 
вместо операторов регулярного представления использовать 
операторы почти — представления в смысле следующего опре­
деления: 

О п р е д е л е н и е 1.8. Операторы i , Ln называютя опе­
раторами левого регулярного почти-представления для набора 

1 в 
Ai A,lt если 

p(fH(g)-p(f(L..-, ln)g)~-M (1.58) 
для всех / , gQM. 

В работе [24] описана одна из ситуаций, в которых естест­
венным образом возникают операторы почти представления. 

З а м е ч а н и е 1.7. Существует большое количество работ, 
в которых рассматриваются вопросы, близкие к теории функций 
от некоммутирующих операторов. Здесь можно назвать работы 
А. А. Кириллова по методу орбит (см. [15]), работу Ф. А. Бе­
резина и В. Г. Каца [6], работу Б. Костанта [16], книгу 
Б. М. Левитана [20] .по теории операторов обобщенного сдвига, 
книгу М. А. Шубина [35], работу В. С Буслаева [7], уже упо­
минавшиеся работы [3], [4], [5], [39], [44], [36] и другие. 
Ротшильд И Стейн [50], по существу, рассмотрели квазиобра­
щение функции от образующих нильпотентной алгебры Ли, 
однако, эти авторы ограничились гипоэллвптическими уравне­
ниями. Гипоэллиптические квазиоднородные уравнения рассмат­
риваются также в работе В. В. Грушина [10]. 
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З а м е ч а н и е 1.8. Переход от исходного, например, диффе­
ренциального уравнения к регулярному представлению равно­
силен во многих случаях применению к -неизвестной функции 
интегрального преобразования, упрощающего уравнение. С. этой 
точки зрения регуляр-ное представление может рассматриваться 
как обобщение на случай некоммутирующих операторов преоб­
разований Фурье, Лапласа, Меллина и т. д. 

Г лав а 2 
ИСЧИСЛЕНИЕ УПОРЯДОЧЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ 

(ОБЩИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ) 

§ 2.1. Регулярные представления и условие типа Якоби 

2.1.1, В этой главе мы рассмотрим свойства упорядоченного 
квантования в чисто алгебраической ситуации. В главе 3 те из 
этих свойств, которые понадобятся нам при анализе в главах 
4—6 задачи о квазиобращении, будут доказаны для функций 
от производящих операторов в банаховой шкале. 

Роль пространства символов М в ЭТОЙ главе будет играть 
либо пространство Pol («) полиномов от п коммутирующих 
переменных (у-., ...,уп), с коэффициентами в поле комплексных 
чисел, либо пространство PoU (п.) формальных степенных рядов 
от тех же переменных. Элементами Pol^ (n) являются выражения 
вида 

оо со 

Р(У1 #«)=- 2 сЧ1 „ у •. . • • < " - ^ cvy\ (2.1.1.1) 
|v|-=0 lvi=0 

где c-v, V/, — комплексные числа, сложение и умножение на ска­
ляры определяются естественным образом. Кроме того, в Pql-o(n) 
определено умножение 

( со \ / оо \ оо 

_ av^ 2 bvir = ^ c*yv> cv -= {sum} aVl • bV2, (2.1.1.2) 
|v|-0 / \jv|—0 J |v|—0 Vt-t-v.-v 

которое превращает Polco (и) в коммутативную алгебру с еди­
ницей. Pol (n) естественно .отождествляется с подалгеброй 
в Polco {n), состоящей из таких выражений вида (2.1.1.1). в кото­
рых лишь конечное число коэффициентов cVi v отлично 
от нуля. 

со 

О п р е д е л е н и е 2.1.1.1. Семейство {Pi}iQi, Pi~£cWyv 
' | v , -0 

элементов PolM (n) называется локально конечным, если для каж­
дого фиксированного v коэффициенты с|-> равны нулю для всех, 
кроме конечного числа значений индекса i. Элемент 
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p—2cvf/v, ^-=2с(/> (2.1.1.3) 
|v|-=0 . g / 

(в последней сумме лишь конечное число слагаемых отлично 
от нуля) называется суммой локально конечного семейства 
{Pi}i£/ и обозначается p—2p,. 

-€' Определение 2ЛЛ.2. Подпространство -/VcPolc-(n) 
называется замкнутым, если вместе с каждым локально конечным 
семейством элементов оно содержит и их сумму. Замыкание 
подпространства определяется естественным образом. 

Введем понятие замены переменных в Pol-c (n). Пусть задан 
набор 

1М*1 --J--SC....» ^•••- -<т> i = = 1 п (-••-•--4> 
JM.I--—1 т 

элементов из Pol„ (т) с нулевыми свободными членами. Тогда, 
как нетрудно видеть, семейство элементов {(Ф., (2))Vl• . . . 
-,.. • (i|.„ (г)) и} |̂=о является локально конечным, и мы можем 
определить ПО элементу р, задаваемому формулой (2.1.1.1) эле­
мент /7-я|збРо1--(га) формулой 

сю 

(P°<P)(zi * J = _ < Ч v;i(^i(2)r- . . . -(%(z))\ (2.1.1.5) 
Ivi-o 

Определение 2.1.1.3. Мы будем говорить, что элемент 
poijj получается из элемента р заменой переменной или подста-
ювкой у —ty(z). Замена z = ty(y) называется обратной к замене 
I — г|)(2), если (poij,)oTJ5 — pt (pi°ij))o^ = pi для любых p.p^Pol^n). 

Следующее утверждение почти очевидно. 
Лемма 2.1.1Л. Замена переменной y — ty(z) имеет обратную 

тогда и только тогда, когда т- — п и матрица А= -----

невырождена (здесь ( —: ^ , = i|5o!L.p._ii,o о. 
Доказательство. Легко видеть, что (~о-4>)о-ф=— p°(ty°ty), так что 

для того, чтобы замена г|з была обратной к •>]), необходимо 
и достаточно, чтобы были выполнены равенства (ty°ty)(y) — y, 
(•ф-ф) (г) —z. Перепишем, например, второе из этих равенств 
подробнее: 

О О / СО \Ц[ / СО ЧЦ^ 

• г , = 2 W} (^)1+.2 ^ • • • • • (Лг)«+ 2 ^ v 
|Щ=1 V j v | - - У \ !-v|=2 / 

или, приравнивая коэффициенты при степенях z, 
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AA = 1 ( - 4 - = § f y J ; (2.1.1.6) 

2 "ЫАгГ1---- — {sum} Ьу&», ft==2,3 (2.1.1.7) 

где коэффициенты йц, |p, |=.k, зависят только от A, i|)v, | v | < k 
и ^ при |iA|<k. Из условия (л)-оч|-) (у) = у получаем, что 
AA — 1, отсюда m—я. и -4 = А -1. Положив £--=А,г, получим 
из (2.1.1.7): 

2 ы»=- 2 м-«у- 2 Mtl> 
|Ji|—ft IHi-A IHl—ft 

где йц = йм,(А, {-]5v}ivi<!ni> {^p}ipi<iw). Поэтому по заданному i]> мы 
можем определить все коэффициенты "Ьц, пользуясь рекуррент­
ной формулой 

^o!Lo, 1,о о = (А-%-; фц.--=МА, M M I V K I W . {%}iei<iw) 
у - 1 

| ! л | -=2 ,3 , . . . (?.1.1.8) 
и тем самым построить замену "ф такую, что (фог|))(2)--=,г. 
Поскольку detA-7-=0, можно построить замену *ф такую, что 
"ФогЙ0/) — У- Но тогда ^•=^o("fo-j3).--=(^o^))o-h----.-.|3. Лемма доказана. 

З а м е ч а н и е 2.1.1.1. Можно ввести и полиномиальные за­
мены переменных в пространстве Pol (я), для них, однако, ана­
лог леммы 2.1.1.1. не имеет места. Требование равенства нулю 
свободного члена у полиномов, задающих замену, излишне. . 

Теперь мы (введем некоммутативные алгебры (см. [37]), 
которые будут играть роль алгебр операторов. Именно, мы 
обозначим через А(п) свободную ассоциативную алгебру с 1 
над полем С, с образующими а ь . . . , ап, а через А-»(/г) — алгеб­
ру формальных степенных рядов от некоммутирующих перемен­
ных аи ..., ап с коэффициентами в С. Элементами Aco(n) 
являются выражения вида 

k{au ..., а,.) = 2 2 А-- /t
aJ\----'aJ, (2.1.1-9) 

/-О А Jt 

сложение и умножение на скаляры определяется естественным 
образом, произведение двух элементов из A^iti) определяется так: 

(a/,-.. .-afl)X(akl-.. .•ak) = ajl-... -а^а^-... -a,ls 

произведение двух элементов вида (2.1.1.9) получается, если 
формально воспользоваться билинейностью и формулой для 
произведения одночленов а затем привести подобные члены 
(в каждой группе подобных членов их будет конечное число). 
А(п) —подалгебра в Аоо(п), состоящая из конечных сумм вида 
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(2.1.1.9). Точно так же, как и в коммутативном случае, опреде­
ляется сумма локально конечного семейства элементов A-o(n) 
и замкнутые подпространства в A»(/г). 

О п р е д е л е н и е 2.1.1.4. Пусть 2 с А (п) (соответственно, 
2 с А м (а) —некоторое подмножество, которое мы будем называть 
системой соотношений. Фактор-алгебру алгебры А (п) по идеалу 
(соответственно, алгебры А^(п) по замкнутому идеалу), по­
рожденному множеством 2, мы будем называть алгеброй, задан­
ной системой соотношений £, и обозначать через As (соответст­
венно, As). В случае алгебры As мы наложим на Е ограничение: 
каждый элемент agE не содержит свободного члена и линейных 
членов (то есть суммирование в формуле (2.1.1.9) начинается 
с 1 — 2). В § 2.3 будет указан формальный прием, позволяющий 
снять это ограничение. ] 

B частности, As есть просто ассоциативная алгебра с 1, 
порожденная образующими ab ...,alt и соотношениями Е. Образы 
элементов ах ап в A-- (или As) будем обозначать через 
Ai, .. .,Ац. Локально конечные семейства в As* (я.) определяются 
как образы локально конечных семейств в Ao-(tt). Представле­
ние Т алгебры As (As3) в линейном пространстве E определяется 
естественным образом; в случае алгебры A^ требуется, чтобы 
в Op(E) было определено понятие локально конечного семейства,. 
представление Т. переводило локально конечные семейства 
в локально конечные и было перестановочно с локально конеч­
ными суммами. 

В алгебре Op(E) можно ввести понятие локально конечного 
семейства {ра} как семейства, в котором все члены, кроме ко­
нечного числа, равны 0, однако мы должны допустить и другие 
возможности, если мы хотим, чтобы действие A-™ на себе левы­
ми сдвигами было представлением в смысле данного опреде­
ления. 

О п р е д е л е н и е 2.1.1.5. Пусть E — векторное пространство-
Набор операторов Ви..., 5.,6EndE называется представлением 
системы соотношений Е, если .3- =- Г (A-.) Вп = Т (A„) для 
некоторого представления .T:As-.--Op(E) (соответственно, 
~:As->Op(£)). 

Замечание-2Л.1.2. B силу универсальности As, опреде­
ление 2.1.1.5 для этого случая эквивалентно следующему: 
о(Вь.. .,Вп)~0 для всех ogS. В случае А% определение выде­
ляет класс представлений Въ,..,Вп относительно которых As" 
обладает требуемым свойством универсальности. 

2.1.2. Теперь мы введем функции от упорядоченных элемен­
тов А] Ап алгебры As(As) с символами из Pol (n)°° (PoU (n)). 

О п р е д е л е н и е 2.1.2.1. Пусть p = 2 p v v У^' • • •'^«"6 

6Pol(n)(PolM(/i)). Элемент 
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цДО---^! n (p)^p(Au...,An) = 2pVi vAl\..A? (2.1.2.1). 
Au...,An y • " " « 

алгебры As(A.s) мы называем функцией от упорядоченных эле-
1 п 

ментов А х , . . . , А„ с символом р . Если .51 = Т ( Л 1 ) , . . . , Вп — 
— Т (An) — представление системы соотношений 2 в линейном. 

пространстве" Е, то мы называем оператор 

р(Ви...,Вп)~Т(р(Аи...,Ап)) (2.1.2.2), 
функцией от упорядоченных операторов Ви.. .,Вп. 

.Хотя основным предметом изучения у нас являются функции. 
вида (2.1.2.1) — (2.1.2.2), полезно рассматривать функции от про­
извольного набора элементов алгебры, упорядоченных произволь­
ным наперед заданным образом; такие функций естественным* 
образом возникают при анализе . свойств упорядоченного кван­
тования. "Пусть си..., с —элементы алгебры (среди которых 
могут быть и совпадающие), %и.. .,тсг — набор попарно различ­
ных вещественных чисел, р = 2 Pvy"i1, • • • -yv/- Пусть { i i , — 

v 
. . . y i , } - т а к а я перестановка множества {\,...,г}, что "-̂  < 
< 1 х , < . . . < т с Мы полагаем 

- г 

р й . . . . . " ; ) = 2 Р^г •...• с7: • сУ: (2.1.2.з> 
v г 

если этот элемент корректно определен, то есть задает ло­
кально конечную сумму в исходной алгебре. 

Отсюда -видно, что существенен только порядок расположе­
ния точек Kfr на вещественной оси; если элементы cik и сг7г+1 
для некоторого k коммутируют, то стоящие над ними номера 
тс, и тс можно поменять местами, в этом случае мы будем. 
иногда ставить над ними один и тот же номер. Введем также 
следующее • • обозначение. Если -° — 2 -9v--/i'1' • • • 'У"г

г> 
V 

-̂=.2 vf1'••"-**'то 
. - - • , 

О, й - Я- л - clef it, -V 

p C C W E-)>>, c2 c r ) -P (c, cr), (2Л.2.4). 
e, e , 

где с1 = -ф(51 Bs), в то время как (при условии, что все-
числа б-.,..., 0.J, и2 тсГ различны) 

6, "Л Я- Я - _ 0, % Я, Яг 

Р (Ф (-Si -3-), съ..., сг) — (po-ф) (Ви.... Bs, съ..., ст), 
где ") —подстЁновка г/1 = ^ (2: 1 ) . . . ,2^), у2 = Уъ Уз — Уз.- • ••.У, —Уг-
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Скобки <С . . . > называются автономными скобками [21] и по­
казывают, что выражение, стоящее под их знаком, рассматри­
вается как единый оператор. Номера над операторами, стоящи­
ми внутри автономных скобок «недействительны» за их преде­
лами. 

Л е м м а 2.1.2.1. Пусть p = pG/i Уг), pi—A0/1 Ут-\) = 
—= (~*о-ф) (t/1 .J/r_i), где i|)— подстановка г/i — у1 yt-i = yr-u 

'Ут — Ут-ъ «отождествляющая» аргументы г/Г_1 и ут. Тогда 

я . - V i x r Ki лт-\ 
Р (ci cr_i> Сг-О == A (с- сг-1). (2.1.2.5) 

эпри условии, что ни одно из чисел тсх,.. . ,ic._2
 He лежит между 

1-г_1 и тс. («теорема о раздвигании индексов»). 
Разумеется, несущественно, что выбраны именно два послед-

•них аргумента у р(ии...,ут). 
Л е м м а 2.1.2.2. Пусть p(t/.,.. .,уГ) — pi {yx yk)X 

Xp2(i/A+i.- • . . У г) и числа ~, т. таковы, что для всех / < k , 
либо TCJ < i-ft+1)..., it( < -г. либо it. > т.л+1 , - . . , . t , >x . . Тогда 

p(c, cr) = p1(c1,...,c;;) A+1«/?2(c*+i О » . (2.1.2.6) 
(«Теорема о выделении линейного сомножителя»). 

Доказательство лемм 2.1-2.1 и 2.1.2.2 сводится к выкладке. 
2.1.3. Мы выделим теперь важный класс систем соотноше­

ний—системы соотношений коммутации. Пусть Ви . . . , Вп — 
представление заданной системы соотношений 2 в линейном 
пространстве Е. 

О п р е д е л е н и е 2.1.3.1. Набор операторов В\ Вп назы 
•вается полным, если множество функций от упорядоченных one-

1 и 

'раторов Ви...,Вп образует алгебру, иными словами, для любых 
.двух символов pi, p2 найдется такой символ p3> ч то 

«.pi & , . . . А ) » « А , Д ^«»—p3(-5i Вп). (2.1.3.1) 
О п р е д е л е н и е 2.1.3.2. Система соотношений S называет­

ся системой соотношений коммутации, или коммутационных 
.соотношений, если всякое ее представление Bi, . . . , Вп дается 
полным набором операторов. 

З а м е ч а н и е 2.1.3.1. Данные выше определения пригодны 
для любой реализации исчисления упорядоченных операторов с 
•фиксированным пространством символов и классом допустимых 
представлений. Для построенной в пунктах 2.1.1—2.1-2 реализа­
ции справедлива-

Лемма 2.1 .3 .1 . £ есть система коммутационных соот­
ношений тогда и только тогда, когда отображение (V.Pol («)->-
->As (соответственно, |i:Pol-o(n){to}As), заданное формулой 
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2. Г 2.1, является отображением на некоторую подалгебру, 
которая в случае полиномиальных символов совпадает со всей 
алгеброй As,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу универсальности алгебр 
Ax. AF (см. замечание 2.1.1.2) и точности представления, 
задаваемого действием алгебры с 1 на себе левыми сдвигами, 
необходимое и достаточное условие того, что Е —система 
соотношений коммутации, заключается в том, что образ Imp. 
есть подалгебра. Поскольку в Imp. содержатся элементы 
A- A,,, эта подалгебра в случае полиномиальных символов 
•совпадает со всей алгеброй As. Лемма доказана. 

Важным средством исследования систем соотношений 
является регулярное представление, которое мы сейчас опре­
делим. Пусть снова Ви ..., 5„бОр ( E ) - представление заданной 
системы соотношений Е. 

Определение 2.1.3.3. Операторы L, Ln, действу­
ющие в пространстве символов р(У\, ...,уп) называются 
операторами левого регулярного представления для набора 
1 п 

Ei Вп, если выполнены следующие условия: 
В^рфи . . . , £„ )>>= (^(.8, Вп), i = l я (2.1.3.2) 

для любого символа р(уи ..., уп); 
(Lip) (Ух Уп) = УгР(.Уи • • •. Уп), (2.1.3.3) 

если символ р (г/1 уп) не зависит от yi+i, ..., у„_х, уп. 
В частности, оператор Ln есть оператор умножения на уп. 
Определение 2. 1.3.4. Операторы L1 Ln, дейст­

вующие в пространстве символов р(Уи ..., уп), называются 
операторами левого регулярного представления для системы 
соотношений 2, если для любого представления 5 Ь . . . , Вп 
этой системы соотношений выполнены условия определения 
2.1.3.3. 

Замечание 2.1.3.1 полностью относится и к определе­
ниям 2.1.3.3 и 2.1.3.4. 

В том случае, если в качестве символов рассматриваются 
формальные степенные (ряды, мы наложим на операторы регу­
лярного представления дополнительно 

Условие 2.1.3.1. Операторы Lt повышают порядок, по 
крайней мере, на 1, то есть, если р (у) = _ cwyv и c v =0 при 

V 

|v |<k, то Lip {у) = {sum} ctvyv, где c/v-некоторые коэффициенты, 
такие, что c.v—0 при | v | < k + l . 

Если условие 2.1.3.1 не выполнено, то возникает описанная 
в главе I ситуация: функции от операторов представления могут 
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быть определены не для всех символов из М, а лишь для тех,. 
которые лежат .в подпространстве М0. В данном случае М — 
-=Ро100(«.), Af--=Pol(n). 

Равенство (2.1.3.3) является вполне естественным, по­
скольку 

В^рфи ...,В„)» = Kpik Вп) (2.1.3.4) 
если р (t/j уп) в действительности не зависит от у1+и ... 
. . . . У п. 

З а м е ч а н и е 2. 1.3.2. Как мы увидим в следующем пункте,. 
требование (2.1.3.3) играет важную роль. Поскольку простран­
ство символов Pol (n) (или PolM (n)) представляется в виде 
прямой суммы подпространства символов, не зависящих от 
yi+\ уп, и подпространства, .состоящего из символов 

вида ш У/./?,, (у), то из (2.1.3.4) следует, что набор операторов,. 

удовлетворяющих (2.1.3.2) всегда можно модифицировать так, 
чтобы выполнялось и (2.1.3.2), и (2.1.3.3). Для построенной 
в пунктах 2.1.1—2.1.2 реализации исчисления упорядоченных 
операторов справедлива 

Л е м м а 2.1.3.2. Операторы L., . ' . . , Ln-тогда и только 
тогда являются операторами левого регулярного 'представления 
для системы соотношений 2, когда'выполнено (2.1.3.3) и 

At<^p{Au . . . , A \ , )»=( / ^ ) (A i . . . . , А„), i=\ п 
для любого символа р{Уи . . . , уп). 

Доказательство очевидно. 
Аналогично левому определяется правое регулярное пред­

ставление. 
2.1.4. В этом пункте мы сформулируем и докажем основные 

теоремы, относящиеся к связи между операторами представле­
ния и свойствами системы соотношений и ^-отображения в 
«алгебраической» ситуации — для исчисления полиномов или 
формальных степенных рядов от некоммутирующих элементов, 
построенного Б предыдущих пунктах. В следующем пункте бу­
дет изучена применимость этих результатов в общей ситуации. 
Методы построения регулярного представления будут рассмот­
рены в § 2.3. 

Т е о р е м а 2.1,4.1. Пусть система соотношений S имеет 
левое регулярное .представление L., . . . , Ln. Тогда: 

а) 2 есть система соотношений коммутации. 
б) Более того, образ Imjx ц-ото'бражения совпадает со всея 

алгеброй, заданной системой 2. (По лемме 2.1.3.1, б) следует 
из а) для алгебры As, так что б) нетривиально только, в случае, 
когда рассматриваются формальные ряды). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , а) следует из б). Докажем б). Пусть 
•k(at, . . . , an)—полином (соответственно, формальный ряд) от 
некоммутирующих переменных аи . . ., ап, 

k(au . . . , a „ ) = 2 ^ikh,...jflh-• • • •« / , 
' •/« Л 

Тогда в пространстве символов корректно определен оператор 
k(Li, . . . , Ln). Для случая полиномов это очевидно, а для слу­
чая формальных рядов следует из условия 2.1.3.1—.поскольку 
каждый 'из операторов Li повышает порядок, оператор k(Lu ... 
... Хп) можно применять к любому символу почленно, получая 
локально конечную сумму. Мы утверждаем, что 

k(Au ...,Ап)=р{Ах Ап), (2.1.4.1) 
где 

р(Уг yn) = k(Lu ...,Ln)l (2.1.4.2) 
Действительно, для одночленов формула (2.1.4.1) может быть 
доказана непосредственно из определения операторов пред­
ставления индукцией по степени одночлена, после чего с по­
мощью перехода к локально конечной сумме она может быть 
доказана для любого k(au ..., ап). Так как любой элемент U 
алгебры As (AIT) может быть записан (возможно, неединствен­
ным образом) в виде U=k(Ax Ап), то теорема доказана. 

Т е о р е м а 2. 1.4.2. Пусть система соотношений Е имеет 
левое регулярное представление L1 Ln. Тогда для любых 
двух символов р: (г/1 уп), р2(уь . . . . Уп) 

«p1 (Аи . . . . A„)»<p 2 (A1 A J » = 

= £)[A,p2](Ai An), (2.1.4.3) 
где 

£[pl..»2]—pl(Ll L„)p2- (2.1.4.4) 
Если k(au . . . . a„) —полином (формальный ряд) от некоммути­
рующих переменных, р{Уъ ..-, Уп) — произвольный символ, то 

£(A. -4„)«j9(Ai A„)» = [7(A1 A,.), (2.1.4.5) 
где 

q = k(Lu...,Ln)P (2.1-4.6) 
Доказательство ничем не отличается от доказательства ра­

венства (2.1.4.1.). Таким образом, мы показали, в частности, 
справедливость в нашем случае теоремы 1.1. 

Т е о р е м а 2.1.4.3. Пусть S—.система соотношений ком­
мутации. Тогда 2 имеет левое регулярное представление, прав­
да, быть может, не удовлетворяющее условию 2.1.3.1. (Из тео-
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ремы 2.1.4.1 следует, что условие 2Л.3.1 заведомо .не будет вы­
полнено, если 1тц — собственная подалгебра в As"). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {p;-}/g/ — базис Гамеля в прост­
ранстве символов. Поскольку Б —система соотношений комму­
тации, существуют такие символы {j-^/l/g-, --=1 n, ч т о 

А&р,{Аи ...,Ап)^==ри{Ах Ап). (2.1.4.7) 
Мы положим Lipj=p'iJ, jQl, i = \, ...,n и распространим по 
линейности операторы L. на все пространство символов. 
Остается воспользоваться замечанием 2.1.3.2. Теорема доказана. 

Как видно из доказательства, построенные операторы Li не 
обязательно перестановочны с локально конечным суммирова­
нием. Заметим, однако, что для полиномиальных символов мы 
получили в точности обращение теоремы 2.1.4.1. 

Итак, показано, что .в том случае, если система соотношений 
2 имеет регулярное представление, каждый полином (формаль­
ный степенной ряд) от элементов Ai, . . . , An, удовлетворяющих 
2 , может быть представлен в виде упорядоченного полинома 
(формального степенного ряда) от тех же переменных, то есть 
коядро Сокегц ^-отображения тривиально. Возникает естест­
венный вопрос о том, при каких условиях такое представление 
единственно (тривиально ядро Кегц). 

О п р е д е л е н и е 2.1.4.1. Система соотношений коммутации S 
1 я 

называется правильной, если из того, что p(Bx En) —0 для 
всякого представления D, Вп системы соотношений S 
в линейном пространстве Е следует равенство нулю символа 
Pty\ Уп)-

Очевидно, для полиномов (формальных степенных рядов) 
правильность системы S эквивалентна тривиальности ядра 
^-отображения (2.1.2.1). Мы сформулировали определение та­
ким образом, чтобы оно было -пригодно в общей ситуации. 

З а м е ч а н и е 2.1.4.1. Из правильности системы Е следует,. 
что можно определить линейные операторы Lt, полагая для вся--
кого символа p:Ltp=Pi, где p-—единственный символ такой, что. 

1 и I n 
/71 (А-, An) = Ai<^p (Ai. . . . . А„)>, однако, мы не можем гаран­
тировать выполнения условия 2Л.ЗЛ. Поэтому для случая фор­
мальных степенных рядов мы включим требование существования 
регулярного представления в определение правильности. 

О п р е д е л е н и е 2Л.4.2. Будем говорить, что система 
соотношений Е удовлетворяет условию типа Якоби, если 
существует левое регулярное представление L1, . . . , Ln системы 
2, удовлетворяющее -соотношениям из 2, то есть для каждого 
а<52 

o{Lh...,Ln)=0 (2.1.4.8). 
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Т е о р е м а 2.1.4.4. Следующие условия эквивалентны: 
а) 2 — правильная система соотношений коммутации 
б) Система 2 удовлетворяет условию типа Якоби 
в) Левое регулярное представление 2 единственно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о а)Ф5>в). Пусть для некоторого i суще­

ствуют два несовпадающих оператора Lt, Ь[, удовлетворяющих 
1 я 

условиям определения 2Л.3.4. Тогда /? (А- Л,,) —0 для вся­
кого символа р вида p — (Ll—L'^q, что противоречит правиль­
ности Е. Обратно, пусть система Е не является правильной,. 

1 п 
тогда существует символ р0{у)ф® такой, что /?0(Л-,.. .,Л„)=-0. 
Пусть L! Ln — левое регулярное представление для Е. 
Определим операторы L[ L'n следующим образом: L'n —Lllr 
Т ' Т Т ' Т 

J-'n—l — "-VI-1 > • • • > - - .2 ---2 > 

+Ро,...,ол-у1-р0(Уи ...,уп). (2.1.4.9) 

Очевидно, что, так как Anp0(Al A„) = A,l-tpa{Au.. . , A n ) > = 0 
леммы 2.1.2.1 и 2.1.2.2), операторы L'v...,L'n удовлетворяют 
требованиям определения 2.1.3.4, условие 2.1.3.1 также выпол­
нено. а) =>б) Если a(Lu .. .,£,.) =,--0 для некоторого agE, то суще­
ствует такой символ q, что p—-a(Li Ln)q=f=Q. По теоре­
ме 2.1.4.2 р(А: A„) — °(A,, . . . , A „ ) « - 7 ( A b . . . , A „ ) » — 0 , 
что противоречит правильности Е. б)-=->-а). Пусть условие Якоби 
выполнено. Тогда отображение А (п) (A,» (n))^k(a, ап)-> 
{to}k{Lu . . . ,£„) выдерживает факторизацию по идеалу, порож­
денному Е (в случае формальных рядов—по замкнутому идеалу, 
порожденному Е, что следует из условия 2.1.3.1) и потому 
корректно определено представление Tti алгебры As (A-?) в про­
странстве символов. Правильность системы Е будет доказана, 
если мы покажем, ЧТО Т 0 - точное представление. Всякий элемент 
из As(Az) записывается в виде упорядоченного многочлена 
(формального ряда) (теорема 2.1.4.1), поэтому достаточно пока 
зать, что р(уи ...,уп)^0 влечет p(Lu ...',1п)ф0. 

Лемма 2,1.4.1. Имеет место соотношение 

p(lu . . . . L J l - p O / . Уп). (2.1.4.10) 
для любого символа р(уг уп). 

Действительно, достаточно доказать это для одночленов 
pv(y) = yjlX ••• XyVn- Последовательно применяя форму­
лу (2Л .3.3), мы получаем: 
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Pv(Lx L)\=CnX {cdot}...XlM=CX . . . X . № = 
••• — L X ^ X . - . X ^ 1 — ̂ - . . . -yl-РЛУ)- (2.1.4.11) 

.Лемма 2.1,4.1, a вместе c ней и теорема 2Л.4.4, доказана. 
Как мы увидим в § 2.4, условие (2.1.4.8) и теорема 2.1.4-4 

представляют собой обобщение на случай произвольных систем 
коммутационных соотношений тождества Якоби для структур-
ных констант алгебры Ли и теоремы Биркгофа— Витта— Пу­
анкаре, соответственно. Пример Е=-{а.,..., ап), L.= . . . 
... -=Ln = 0 показывает, что, вообще говоря, теорема 2.1.4.4 пе­
рестает быть верной, если отказаться от условия (2.1.3.3). 

С л е д с т в и е 2.1.4.1. Если Е —правильная система соотно­
шений коммутации, то билинейная операция (ри p2){to}Z) (pi, р) 
«а пространстве символов, определенная формулой (2.1.4.4) пре­
вращает пространство символов в некоммутативную алгебру, 

1 п. 
и отображение ;x:p(t/i Уп)-*Р(A1 -4Л) является изомор­
физмом алгебр. 

Все результ&ты этого пункта справедливы и для правого 
регулярного представления. Очевидно следующее утверждение. 

Лемма 2.1.4.2. Пусть система Е имеет левое регулярное 
.представление L1 Ln. Тогда операторы R- Rn: 

{RiP)(yi Уп) = Р{Ь Ln)yt, i = l п (2.1.4.12) 
задают правое регулярное представление системы S. 

2.1.5. Мы обсудим здесь результаты, полученные в предыду­
щих пунктах, применительно к общей схеме построения упоря­
доченного квантования, описанной в гл, 1. Главная трудность 
заключается в том, что затруднительно определить универсаль­
ный объект, аналогичный As (As") из п. 2.1.1, через который 
пропускались бы все представления. Один из ВОЗМОЖНЫХ подхо­
дов к преодолению указанной трудности мы сейчас и опишем. 

Предположим, что фиксирован класс рассматриваемых опе­
раторов (например, класс самосопряженных операторов в гиль­
бертовом пространстве, или класс производящих операторов в 
банаховой шкале, или класс ограниченных операторов, и т. д.). 
Мы предполагаем, в отличие от общей схемы гл. 1, что все 
операторы А],..., Ап принадлежат одному и тому же классу, 
разумеется, можно для разных /б{1>..-, «•} ввести различные 
классы, но это сильно загромоздило бы изложение. Для кратко­
сти будем называть операторы из этого фиксированного класса 
производящими. Предположим также, что выделено множество 
«элементарных» функций ys(y), sgQ и ц>3(А) определено для 
всякого производящего оператора A, причем выполнены условия 
л), б), в), г), д) главы 1. Наряду с пространством М символов 
•от п переменных, играющим основную роль, мы будем рассмат-
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ривать символы, зависящие от произвольного конечного числа 
переменных, которые аналогично символам из М могут быть 
представлены с помощью интегрального оператора с ядром 
К (у, s)=--<p-.(yi)X . . . Ху*г(Уг)> /" — число аргументов у символа. 
Если/(1у1 уг) —- г-местный символ, с-. с—набор произ­
водящих операторов в пространстве Е, 1-1,.... тт — попарно 
различные вещественные числа, то можно определить оператор 

л , •"•> 

/(Ci c.)eOp(E) формулой, аналогичной (1.7) и (2.1.2.3) 
It, Пг Г 

/ ( с ь . . . , c r)=jx;( .si sr) Ф Чг (с,г) х . •. 
• • • X <р ,,. (ctt) d\x (sx sr), (2.1.6.1) 

где / (у) = J x (s) ?-,(#,)... cp-r(f/r) d|j- (5i,..., sr), «., < щ, < . . . < i . r . 
Предполагается, что класс производящих операторов, множе­
ство «элементарных» функций и пространства символов таковы, 
что (2.1.5.1) —корректно определенный оператор, не зависящий 
от выбора отвечающей символу / функции %. 

Покажем, что в этой ситуации при одном дополнительном 
предположении остаются справедливыми утверждения лемм 
2.1.2.1 и 2.1.2.2, Справедливость леммы 2.1.2.2 очевидна, по­
скольку, в силу (2.1.5.1), формулу (2.1.2.6) достаточно прове­
рить для 'Символа, имеющего вид произведения элементарных 
функций. Для доказательства леммы 2.1.2.1 заметим, что 

J(г/i Уг-и y,-i) = $ X (Si,.... sr_i. sr) Ч Л ) • • • ^--..(-/r-i) X 
XySf{yr-i№(s) = J X(su..., sr_b •sr)T.-t(yi)-...-9.(,r_1.<-r) 

&r-i)dv-(s), (2.1.5.2) 
где s = s(sr_lt sT) — отображение, задающее на множестве эле­
ментарных функций структуру полугруппы (мы взяли простей­
шую форму условия а) главы 1). Предположим, что последний 
интеграл может быть преобразован к виду 

/ (У\ Уг-ъ Уг-\) = J Xi (•-?! Va . s) <?tl (уд X . . . 
• • • X ?- (yr-i) dp (St s,_a. s) (2.1.5.3) 

(Это, например, выполнено, для случая производящих операто­
ров в банаховой шкале, который рассматривается в главе 3 — 
•<?s (У) = е",у. ^ (s) = dsi •... • dsn, s (sr_u sr) = sr_i + st> 

oo 

Xl(Si Sr_2, S ) = 5x(Sl> . . - . -.-a. Sr_u S — SfJ)dSr_i). 
— oo 

По сути дела, предположение (2.1.5.3) заключается в том, что 
из того, что f(yu У2) символ, следует, что g(y) = f(y, у) — 
символ. 
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Поскольку из условия леммы 2.1.2.1 следует, что в форму-
ле, определяющей /(с..,..., сг_и сг_\), сомножители ср4,_. (cr_i) 
и Т- (cr-i) стоят рядом, мы можем применить условие в) главы 1,, 
и формула (2.1.2.5) доказана. 

Дадим теперь определение системы соотношений и ее пред­
ставлений. 

Определение 2.1.5.1. Системой соотношений 2 называется 
множество элементов вида (с; /i /.."> "-l...... "r)> гДс 
о = о(у],..., уг) — r-местный символ, г — г(ст), j u . . . , jr — целые 
числа, 1</ . .<г для всех ( = 1 , , , . , г, тс, т-г — попарно раз­
личные вещественные числа. Набор операторов A1 Л„бОр(Е) 
в линейном пространстве E называется представлением системы 
соотношений Е, если операторы Л, Лп производящие и 

Я. пг 

a(AJt Л / л ) -0 (2.1.5.4) 
для всех соотношений из 2. 

Определения 2.1.3.1—2.1.3.4 и 2.1.4.1 —2.1.4.2 без каких-либо 
изменений переносятся на рассматриваемую ситуацию. 

Пусть система соотношений 2 имеет левое регулярное 
представление Lu..., Ln, причем операторы L-,..., /-„ — произ­
водящие. Для того, чтобы показать, что теорема 2.1.4.2 верна 
для более общих символов ръ чем полиномы, достаточно пока­
зать, что она справедлива для символов p1 вида P\ = ys{yj) И 

доказать законность перестановки операций перехода к пред­
ставлению и интегрирования в формуле, определяющей 

1 л 1 п 
«Pi^! Ап)~»-€Р2{А\ An)> (Естественно, в форму­
лировке теоремы в формуле (2.1.4.5) следует заменить. 

л, я. 
k(Ai А„) на f(AjU.,., А/г), где г —произвольно, / —г-
местный символ). В частности, именно так мы и поступим в 
главе 3 при доказательстве формул 'композиции для функций or 
упорядоченных операторов в банаховых шкалах. Если для за­
данного класса символов .и представлений теорема 2,1 Л.2 имеет 
место (в предположаняи, что L-, , . . , Ln —производящие опера­
торы) я, кроме того, ys(Lk)p(yi Уп) —ф8(£//г)р0/ь . . . . уп)> 
если р не зависит от у^+и • • •. Уп, то мы можем сформулировать 
аналог теоремы 2.1-4.4. 

Теорема 2-1.5.1. Следующие утверждения эквивалент­
ны, в предположении, что Ly Ln — производящие операторы: 

а) 2 — правильная система соотношений коммутации 
б) Система 2 удовлетворяет условию типа Якоби-

Кроме того, из а) следует единственность регулярного представ­
ления. 
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Доказательство, по существу, ничем не отличается от дока­
зательства теоремы 2. Г4.4. 

С л е д с т в и е 2. Г 5.1. Если 2 — правильная система соот­
ношений коммутации и операторы левого регулярного представ­
ления производящие, то билинейная операция 

1 л 
(Pi. p2)-*L>[p:. ^2] — pi(Li, ...,Ln)p2 (2.1,5.5) 

превращает пространство символов М в некоммутативную 
алгебру, и для всякого представления Аи...,Ап системы 
соотношений Е в линейном пространстве Е отображение 
Т:М-»Ор(£), задаваемое формулой 

Т(р)^р(А1 Ап) (2.1.5.6) 
является гомоморфизмом алгебр. 

§ 2.2. Некоторые формулы исчисления упорядоченных 
операторов 

В этом параграфе будут представлены лишь 'немногие и са­
мые простые из известных к настоящему времени тождеств, 
которым удовлетворяют функции от упорядоченных операторов. 
B частности, это те формулы, которые .непосредственно пона­
добятся нам в дальнейшем. Читателя, который интересуется 
возможно более полным списком формул, мы отсылаем к рабо-
там [21], [46], [22], [14], [13]. 

Как правило, наши вычисления справедливы при естествен­
ных предположениях как для полиномов, так и для формальных 
степенных рядов. Мы не будем .поэтому каждый раз уточнять 
класс рассматриваемых символов. 

2.2.L Пусть Аи . ..,А,г_,еОр(Е,), Af t6Hom(Eb E2), All+l, ... 
. . . , A„60p (E2) -заданные линейные операторы. Тогда мы 
можем, слегка обобщая развитую ранее конструкцию, опре-

1 п 
делить оператор р (Аъ ,..,Ап) в том случае, если симво. 
р(у\ #,,) имеет специальный вид: р(ух у„) = 
= Ук-Р\ (Уи • • •. Уи-и Уп+\> • • •. Уп)- Пусть 

А {У\> • • •> Ук-\> Ук+\> • • •> Уп) - 3 

= 2Р»Ф-...-У№УЧ№-...'У:* (2.2.1.1) 
тогда формула 

1 п k 1 к—I .4+1 п 
р(Ai, . . . , -4/..) = Akpx(Ai Ak_i, A k + \ , ..., Ап) •=-

= 2 r f . - AltfAhA№ ... A? (2.2.1.2) 
V 
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определяет элемент из Нот (E1, E2). Оператор Ак называется 
переводящим [21], [461. 

О п р е д е л е н и е 2.2.1.1. Пусть р(у) — заданная функция, 
Разностной производной функции р(у) называется функция 

» Р & ^ - - ^ . (2.2.1.3) 
Аналогично, в многомерном случае разностной производной 

функции р(ух уп) по j аргументу называется функция 
, . . . . def 

-//> {У\ У]-и У-рУ'р У]+\ Уп) = 

^ Р(Уг У; Уп)—р(уу • ••• у'/ Уд) /о 2 1 41 
•У!—у) 

Нетрудно убедиться в том, что оператор разностного 
дифференцирования отображает Pol(n) в Ро1(/г+1) и Pol--(n) 
в Pol^ (Л.+ 1). Следующая теорема объясняет, почему разност­
ная производная играет столь большую роль в исчислении 
некоммутирующих операторов. 

Т е о р е м а 2.2.1.1. ([14]) Пусть A, D&tiom(Eu E2). 5б0р 
(E!), CfjOp (E2) — операторы, удовлетворяющие соотношению 

AB = CA + D. (2.2.1.5) 
Тогда для любого символа f(y) имеет место формула комму­
тации 

l / ( 5 ) - / ( C ) l + D8/(5. С). (2.2.1.6) 
Доказательство. Мы имеем: 

2 1 3 2 1 3 1 3 

A<J{B)-f(C))^A{B-C)^±B}-({C) — 
В—С 

JA(B-C) '&-'& -
в—с 

- 2 < < - 4 ( 5 - С ) » - / ( - 3 , C) = Dbf(B, С). 
Теорема доказана. В доказательстве использовалось только 
раздвигание индексов и выделение линейного сомножителя, так 
что теорема 2.2.1.1 верна для любого.[л-отображения, для кото­
рого верны леммы 2.1.2.1 и 2.1.2.2. Разумеется, мы можем 'рас­
смотреть еще операторы Fu ..., Fs, действующие в Fi и Gi, . . . 
..., G/t, действующие в и переписать утверждение теоремы 
2.2.1.1 для s + k+1 — местного символа f(yu . . . , ys+h+\): 

s+2 1 s s+l s+3 s+fi+2 
Af(F, ...,FS, B, Qu . . . , CA) — 



.-+1 I J s+2 s+3- s+k+2 

= Af(Fu ...,FS, C, Qx G,) + 
s+2 1 - s+l s+3 s+4 . s+k+3 

+ £>-„,/(/>„ . . . . Fs; B, C; Ou . . . Gk). (2.2Л.8) 
Доказательство точно такое же, как и у теоремы 2.2.1.1. 
Частным случаем теоремы 2.2.1.1 является 

Пример 2.2.1.1. Пусть А, ВвОр(Е). Для любого символа 
/(у) справедлива формула 

[A, /(5)] — ]A75]S/(E,E), (2.2.1.9) 
Здесь [X, Y\ = XY — YX — коммутатор операторов X и Y. 

2.2.2. Пусть операторы А, В&Ор (Е) удовлетворяют соотно­
шению 

1 3 2 

P ( A , A ) 5 = 0 (2.2.2.1) 
Такие соотношения в работах [21, 22] были названы спектраль­
ными. Предположим, что функция \F (ул, у2) может быть пред­
ставлена в виде 

VQtL У-2) = Р{Уи У2>-ЧЛУ1, У2) + Ф0(Уи Уг) (2.2.2.2) 
Тогда, снова, как и в доказательстве теоремы 2.2.1.1, исполь­
зуя раздвигание индексов и выделение линейного сомножителя, 
мы получаем, что имеет место 

Лемма 2.2.2.1. При условиях (2.2.2.1)-(2.2.2,2) 

Ч?(А,А)В = Ч!а{А,А)В (2.2.2.3) 
Пример 2.2.2.1. Пусть Р(уи 1/г) = (</. —#2)А> иными слова­

ми, равенство (2.2.2.1) утверждает, что 
[[...[[В, А], А},...,А] = 0 

к раз 

Для любой функции f(y) 

/ Ы - / ( У а ) - = 2 ( У 1 - У - ) Г f ' • +(У1-У2)к-/к(Уи У2)(2.2.2.4) 

где /А (<Уь Уг) — некоторая функция, поэтому 
2 1 3 2 * f{r)(A\ - 3 2 

Bf(A)-/(A)B^i-7p^A-AYB. (2.2.2.5.) 
В работе [22] приведен более сложный пример на эту же 

тему. 
2.2.3. Пусть ЛеОр(Я), 25:Ор (E) {to} Op(E) —дифференцирова­

ние алгебры Op (E), то есть линейное отображение, обладаю­
щее тем свойством, что 
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3)(XY) = 35{X)Y + X33{Y) (2.2.3.1) 
для любых X, КбОр(~-). 

Лемма 2. 2. 3. 1. ([14]) Для любого символа /(у) имеет место 
тождество 

_J 1 з 
23(/(A)) = 25(A)S/(A,A). (2.2.3.2) 

З а м е ч а н и е 2 . 2 , 3 , Г Поскольку оператор adA:Op(E){to} 
->Op(E), adAX=[A, X] является дифференцированием, форму­
ла (2.2.1.9) является частным случаем леммы 2.2.3.1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно проверить форму­
лу (2.2.3.2) для одночленов f(y) = yk. Мы имеем: 

к 1 з 2 
33 (А") = {sum}A-/-125(A)A'i--'-=g(A, A) SO (A), (2.2.3.3) 

где 
к к ilt 

g (У, У) = {sum} Л ' * - ; ' = V - p - = 8/ (У> У) (2-2-3-3) 
Лемма 2.2.3.1 доказана. 

2.2.4. В заключение этого параграфа приведем формулу для 
«сложной функции» от упорядоченных операторов. 

Теорема 2.2.4.1. (АТ-формула [14]). Пусть / (у) •—одномест­
ный символ, g (ih, i/2)—двуместный символ. A, В(*Ор(Е). Тогда 

/ («g (А, 5 )» ) = / (g (А, В)) + И X b:g {А, А; В) X 

X\g (A; В, В) X 5 2 / (g (A. Ь), <<g (А, Я)» , « g (A! В)»)- (2-2.4.1) 
Доказательство см. в [21]. Теорема 2.2.4.1 утверждает, что 

: точностью до члена, «пропорционального коммутатору» опера­
торов А и В символ 'Сложной функции от упорядоченных опера­
торов A и В может быть вычислен как композиция fog. 

Приведенные в этом параграфе формулы, вообще говоря, 
остаются справедливыми .и для произвольного ц-отображения, 
если только .потребовать, чтобы входящие в них операторы были 
производящими в смысле л, 2Л.5. 

§ 2.3. Системы соотношений коммутации 

В § 2.1 был доказан ряд свойств .и критериев, относящихся 
к системам соотношений коммутации, все эти свойства и крите­
рии были сформулированы в терминах .операторов регулярного 
представления. Однако мы не касались вопроса, в каких слу­
чаях и каким образом можно построить Операторы регулярного 
представления по заданной системе соотношений и тем самым 
доказать, что эта система соотношений есть система соотноше-
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ний коммутации. В этом 'параграфе мы обсудим некоторые ре­
зультаты, достигнутые в этом направлении. 

2.3.1. Мы начнем с рассмотрения нескольких примеров. 
Пример 2.3. I. 1. Зададим алгебру операторов образую­

щими А, В и системой соотношений, состоящей из единственно­
го соотношения 

в(Л,Я)=5Л,5 — .52Л — 0. (2.3.1.1) 
1 2 

Тогда, если упорядочить операторы А, В так: А, В, то левое 
регулярное представление такого набора операторов существует: 

B^f{A,B)^=Bf{A,B) (2.3.1.2) 

A « / (A, i ) » = A / ( i , B) = Af(A, В2), (2.3.1.3) 
по теореме 2.2.1.1, поэтому (J = f(ih,y2)) 

L2f = y2f\ ^xf)(yx.lh) = yif{VutJ^, (2.3.1.4) 
В А 

операторы Ll и L2 удовлетворяют требованиям определе-
А В 

ния 2.1.3.3, кроме того, выполнено условие Якоби: 
LiL2-(L2)2Li—0. (2.3.1.5) 

А В В А 
Таким образом (2.3.1.1)-правильная система соотношений ком­
мутации. Рассмотрим теперь другое упорядочение операторов 
А,В:А,В. 

Лемма 2,3.1.1. Не существует символа /(?/,, у2) такого, что 
/(A,.9)=-.5A. (2.3,1.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя ранее вычисленные нами 
операторы L. и L2, найдем, что если /'(уи у2)=^/]ххУ^У2, то 

А В 

smb. 2(f(A,B)) = f(L La) 1 = 2 / . - - ^ ^ = 
А.В А В ~ 

- 2 / ^ f V « / . t / 2 (2.3.1.7) 
для любого символа / , потому что 2Ъ=^=\ для всех v. По-

1 2 
скольку (для упорядочения А, В) (2.3.1.1) есть правильная 
система соотношений коммутации, из неравенства символов 
следует неравенство соответствующих операторов, и лемма 

2 1 
доказана. Поэтому для упорядочения А, £(2.3.1.1) не является 
системой соотношений коммутации. 

Итак, мы должны сделать вывод, что свойство системы 
соотношений 2d быть коммутационной может существенным 
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образом зависеть от того, каким образом упорядочены опера­
торы Аь ..., Ап. 

Пример 2.3.1.2. Пусть образующие А,- В удовлетворяют 
единственному соотношению 

A(5-J)* = 0. (2.3.1.8) 
Независимо от порядка действия операторов А, В регулярное 
представление системы (2.3.1.8) существует при k=\ и не суще­
ствует при k > 2 . 

Пример 2.3.1.3. Рассмотрим операторы А--=---~-, А%=у 
и вычислим для них правое регулярное представление Ru R2 
(мы используем полученный результат в последующих пунктах 
при анализе общей системы соотношений коммутации). Мы имеем 
(f = f(P,x)) 

«/(Аь А2)>> Аг=/(Аи А Д ; (2.3Л.9) 
«/(Ль A2)»A2=/(A1, M)M^f{L A2)A2+ 
+ A2(A1-A1)8/(A1, Ai; А2)---./(А-, M)h + 

+ ±L(AUA2) (2.3.1.10) 

Мы воспользовались тем, что [А1, Л2]-=1). Отсюда 
R . - P , # 2 ~ x + - - . (2.3.1.11) 

Поскольку оператор 7?2 не удовлетворяет условию 
2.1.3.1, также как и оператор -~-—\-Аи то при исполь­
зовании функций от этих операторов надо соблюдать известную 
аккуратность. Сформулируем поэтому следующее утверждение 
сразу для /г-мерного случая (у—{ух уп)). 

Лемма 2.3.1.2. Пусть f(x, p)={sum} fv-^Pv- Тогда оператор 

/(•Ц)-2/««'-$ < 2 - з л л 2> 
(а) Всегда корректно определен как оператор из Pol (я) 

в Pol-» (я); 
(б) Корректно определен как оператор из Pol (я) в Ро1«,(я) 

тогда и только тогда, когда при каждом фиксированном ч есть 
лишь конечное число коэффициентов /щ,, отличных от 0; 

(в) Корректно определен как оператор из Pol-- (я) в Poloo (n) 
тогда и только тогда, когда при каждом фиксированном \х есть 
лишь конечное число коэффициентов /щ,, отличных от 0. 
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Доказательство леммы несложно, и мы не будем его здесь. 
проводить. Отметим в заключение этого -пункта, что если ком­
позиция двух операторов вида (2.3.Г12).определена, то ее сим­
вол можно вычислить, используя правое регулярное представле­
ние по формуле 

S m b ( « / 1 ^ , A ) » « / 2 ( y , | r ) » ) = 

= A(x+f~p, P](fi(x,P)). (2.3.1 Л3> 
аналогичной (2.1.4.4.). 

Аналогичным образом вычисляется левое регулярное пред-
1 2 

ставление упорядоченного набора Аи А2, оно имеет вид: 
A — p + ^ . L2-JC. (2.3.1.14)-

2.3.2. Пусть А< п — фиксированное натуральное число. МЬЬ 
будем рассматривать системы соотношений следующего спе­
циального вида 

[Аи Aj\^AlAj — AjAi = Q, j = A+ 1, ... ,/r, i = l n (2.3.2.1)* 
n 

AiAj = 2i^AAJ' -Vi An)Ar, i=l k; / = l,...,k (2.3.2.2). 

(здесь %](У}, Ук+ъ •• ->Уг!) — некоторые символы; поскольку,-
согласно (2.3.2.1), операторы Ay, Ak+l Ап попарно коммути­
руют, номера над ними в ц>г

и несущественны, и мы их опускаем). 
Соотношения (2.3.2.1), (2.3.2.2) можно записать также в матрич­
ной форме: 

XA ; = cpy(A,., AA+] A„)A, / = l , . . . , n , (2.3.2.3). 
где A — вектор-оператор A = '(Ai, ...,An), ФУ(Л;, Aft+i,..., A„) — 
матричный nXti оператор с элементами 

(VJ(AJ, Aft+1, ...,An))ir = 
%(Aj лп). если j<k, i<k (0O0A\ 
Aj-blr иначе. {2.6.2Л}--{ 

Пример 2.3.2.1. Пусть k = n; 
/ - 1 / 0 \ 

ФуОоН •-. U + Л,- (2.3.2.5). 
\0 °nJ 

Л/ — постоянные матрицы. Тогда, если . все atJ=-\-\, получаем; 
коммутационные соотношения, задающие алгебры Ли; если все 
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«з.;.——-1—получаем алгебры Иордана; если ai}— ± 1 , при соот­
ветствующей комбинации знаков получаем градуированные 
.алгебры Ли [39], если atJ близки к 1—получаем «возмущения» 
.алгебр ЛИ [22]. 

Можно рассмотреть более общий случай 
Vj{yj)=Mjyj + Aj, (2.3.2.6) 

где матрица Mj не обязательно диагональна, или более общий 
•случай нелинейных коммутационных соотношений, т. е. соотно­
шений в которых участвует нелинейная функция tpi(t/j) (при­
мер таких соотношений разобран в [22]). 

З а м е ч а н и е 2. 3. 2. 1. В п. 2.1.1 на соотношения (для 
••случая формальных рядов) было наложено ограничение — они 
не должны содержать членов ниже 2-й степени, однако, 
(2.3.2.5) этому условию не удовлетворяет. Преодолеть это за-

-труднение можно, рассматривая дополнительный оператор 
.An+i, коммутирующий со всеми остальными, и умножая «не­
подходящие» члены в соотношениях на степени оператора 
An+ь Для того, чтобы полученные после этого результаты мож­
но было содержательно интерпретировать, следует рассматри­
вать такие представления, при которых An+i переходит в еди­
ничный оператор. Разумеется, таких представлений, определен­
ных на всей алгебре формальных рядов, нет, поэтому необхо­

димо выделить какую-либо «подалгебру, например, алгебру 
сходящихся рядов и т. д. Вычисления, которые проводятся в 
последующих пунктах, пригодны как для полиномов, так и для 
формальных иди сходящихся степенных рядов, в каждом случае 
необходимо сделать некоторые предположения (например, что­
бы обеспечить выполнение условий леммы 2.3.1.2). Мы остав­
ляем это читателю, чтобы «е загромождать изложения. 
:2.3.3. Составим уравнения для нахождения операторов пред­
оставления. Прежде всего, заметим, что из (2.3.2,1) следует, что 
Lft+1 — Ук+и •••• Ln = У-а. и можно без ограничения общности 
•считать, что операторы Lj, / = k + l , . . . ,п коммутируют со всеми 
•остальными операторами левого регулярного представления. 
Ввиду этого обстоятельства достаточно рассмотреть случай k = 
= п, из которого легко получить и формулы для общего случая. 
Введем, прежде всего, вспомогательные операторы ЬЦ, i=l, . . . 
. . . , « ; / = 0,. . . , п удовлетворяющие соотношениям: 

1 п /+1 1 / /+2 п+1 
( - V ) H i A„) — A (/(A, Aj, AJ+U ...,An) (2.3.3.1) 

,для любого символа / . В частности, можно считать, что операторы 
Lin — Lit L.o--=/?( (2.3.3.2) 

-соответственно, операторы левого и правого регулярного 
•представления. Далее, из леммы о раздвигании индексов сле­
дует, что мы можем считать, что 
•42 



Ljj = yj, У=1 п. (2.3.3.3) 
Мы будем искать операторы 1и в виде 

и выведем сейчас некоторые уравнения для символов Lti {х, р). 
Введем вектор —оператор 

(2.3.3.5) 2j —' (Li/ L„j), J — 0. • • •. я 
Sy (x, р) = \и} (x, p),..., L„y (x, p)). 

Из теоремы 2.2. Г 1 мы заключаем, что 
' i 1 I / Я-2 п+1 
A j (Ai,..., Ay, Ay+i).. . > An) — 

= A/(Ai A;_.,cp,(A,),A,.+1,...,A,.) (2.3.3.6) 
—> 

{операторы A;+2, •. . , An, действующие после A, подразумевают­
ся тензорно умноженными на единичную матрицу). 

Лемма 2.3.3Л. Имеет место тождество (ср(г//) — матричная 
функция): 

f(Vi y(yj),...,yn) = e{ViUi) yihvif{yx уп) (2.3.3.7) 
Итак, из (2.3.3.6) следует, что операторы, отвечающие 

символам 
LtjfOJi Уп) (2.3.3.8) 

2 2 a1 v 
и 

1 

-=-1 

совпадают. Если мы наложим условие, чтобы символы (2.3.3.8) 
и (2.3.3.9) совпадали для каждого / и воспользуемся правым 

- I регулярным представлением набора у, у—, построенным в 2.3.1.3, 
то мы получим систему уравнений 

£j (х, p) = / ; ' 0 ^ ' + 5 ^ Zj-i (x, p). (2.3.3.10) 

(Мы обозначили Fj(y) = 4j(y) — y). 
2.3.4. Используя условия (2.3.3.3), мы можем написать сле­

дующую систему уравнений для определения %0{х, р): 
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S ( / > ^ 4 ) x ... x / ' 4 4 ) } Л,0<-,-)-,, (2.3.4Л) 
ft /Л J 

ЕСЛИ эта система разрешима, то, решая ее, находим операторы 
правого регулярного представления, а затем, применяя формулу 
(2.3.3.10) —и операторы левого регулярного представления.* 
Пусть 

со 

---<>(•*, />)={sum} ^ .a (x)P a . (2.3A.2) 
|a|=0 

Тогда, как нетрудно убедиться, для функций с-,а пялучаем 
бесконечную систему уравнений: 

П са 

2 2 «.-w-p-sbr- • • •ТО^ЬГ--;Й-'"Х ... 
х/Г" " - Г (Фу (x,)P' X • • • X "——-.(~1 ^ О Г . 

/,.. 
- - = x r , - . . . - x p + : - . . . - x > (2.3.4.3) 
( . = 0 , 1 , . . . ; * = 1,....я). 

Лемма 2.3.4.1. Пусть функции Ф, (x) имеют вид (2.3.2.6). 
Тогда система (2.3.4.1) имеет решение при условии, что для 
любого мультииндекса v-=(vb . . . , v„) 

de t | | (My. . . . .My 1 ) y j | = = 0 . (2.3.4.4) 
В частности, это условие заведомо выполнено, если функция q> 
имеет вид (2.3.2.5) и аифО для всех i, j . 

§ 2.4. Приложения к алгебрам Ли 

2.4.1. Пусть операторы Л. Ап образуют алгебру Ли, 
то есть удовлетворяют соотношениям 

И.. АД = 2 Ц]Ак, (2.4.1.1) 
X*—структурные константы. Эти соотношения можно записать 
в виде (2.3.2.3), при этом 

Ф у ^ - ^ + Л , (2.41.2) 
^ Н ф , ( < / , ) - г / ; = Лу, (А^-Х*, (2.41.3) 

* Разумеется, после решения системы (2.13.3.10) остается еще задача про­
верки того, что полученное решение действительно дает операторы регуляр­
ного .представления. Авторы располагают доказательствам этого факта лишь 
в частных случаях. • , 

44. 



и уравнение (2.3:3.10) переписывается в виде 
. Xj(x, р) = ер^Х^(х, р) (2.4,1.4) 
Вычислим левое регулярное представление Хп. Мы имеем: 
: %j(x, p) — e-^+-A /+-.e-^+-A^+--. . . -e-pnKn'Xn{xt p), (2.4.1.5) 
таким образом, мы можем записать систему уравнений: 

(<--"/+.A/+i.... .е-р"л"£п(х, p))j = Xj (2.4.1.6) 
откуда 

2я = А-*(±)1. (2.4.1.7) 
где 

(A (p)), -(e-'/H-i-V+i.... .e-p/lA%. (2.4.1.8) 

Отметим, что А (0) = •. и, следовательно, оператор 
\0 1 / 

(2.4.1.7) корректно определен, как ряд по степеням —. Из лем­
мы 2.3.1.2 следует, что операторы левого регулярного пред­
ставления действуют в пространстве Pol(n). Несложные, 
хотя и несколько громоздкие вычисления показывают, что 
компоненты оператора (2.4.1.7) тогда и только тогда удов­
летворяют соотношениям (2.4.1.1), когда структурные кон­
станты удовлетворяют тождеству Якоби: 

.2 К Ч< + M< 4t + ЧЮ = 0 (2-4- - -9) 
к 

для всех наборов (i, j , I, s). 
Применяя теорему 2.1.4.4, получаем теорему Пуанкаре—-

Биркгофа — Витта: если структурные константы Xff удовлет­
воряют тождеству Якоби, то упорядоченные одночлены обра­
зуют базис в алгебре, порожденной образующими A- Ап 
и соотношениями (2.4.1.1.) (обертывающей алгебре алгебры Ли). 
Обратное утверждение в данном случае тривиально — если 
(2.4.1.9) не выполнено, то уже сами элементы Аи ...,Ап 
линейно зависимы. 

2.4.2. Рассмотрим теперь важный частный случай. Пусть 
операторы A-, . . . , Ап удовлетворяют соотношениям 

[Лг, А^си-Аш>/), (2.4.2.1) 
k:{l n}X{li . . . . /г}—>-{! и}—-заданное отображение, 
С; j — константы, и пусть всякий коммутатор длины >N равен 0 
(алгебра Ли нильпотентна). Тогда в выражении 

"i*/(Ai к) (2.4.2.2) 
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пользуясь только формулой коммутации (2.2.1.9), можно пере­
ставить оператор Ак и все возникающие в процессе переста­
новки коммутаторы на свои места, причем в силу нильпотент­
ности этот процесс оборвется через конечное число шагов. 
Поскольку bf{x,y)\y-x=ifci и такие же формулы верны для 
разностных производных высших порядков, мы получаем сле­
дующее утверждение: 
Теорема 2.4.2.1. [21] [46]. Операторы левого регулярного пред­
ставления соотношений (2-4.2.1) суть дифференциальные опера­
торы порядка <N, .коэффициенты которых — линейные однород­
ные функции от у. 

Глава 3 
ФУНКЦИИ ОТ УПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОИЗВОДЯЩИХ ОПЕРАТОРОВ 

В БАНАХОВОЙ ШКАЛЕ 

§ 3.1. Производящие операторы и банаховы шкалы 

3.1.1. Пусть E —векторное пространство, снабженное парой 
норм || • ||i и || • ||2, k>0—-вещественное число, ЦхЦ^Цл: ||2 
для всех xQE. 

Определение 3.1.1.1. Линейный оператор A:E{to}EHa3bi-
вается производящим степени к (относительно пары норм || • ||и 
| . ||2 или относительно пары пространств Ви В2, где Bt — попол­
нение пространства Е по норме || • ||., г-= 1,2), если задача Коши 

- i - ^ + Aii-O, и(0)-=и0е£ (ЗЛЛЛ> 

(производная —- понимается как предел при A {to}0 отношения 
» lj~~a( > по норме || • ||i имеет для каждого «06E единст­
венное решение u(t)QE, определенное при —• со < t < + со, 
и удовлетворяющее оценке 

|И*) | | 2<С (1+|* |Ни 0 | | ь (3.1.1.2) 
константа с не зависит от и0. 

В том случае, если ||x \\x — \\x ||<—||x|| для всех xeE будем 
говорить также, что А —производящий оператор степени k 
в банаховом пространстве В~пополнении Е по норме || . ||. Опе­
ратор, дающий решение задачи (3.1.1.1), обозначим через 
e-lA':e-iAtuQ = a(t). 

В следующей теореме собраны некоторые свойства произво­
дящих операторов, доказательство можно найти в книгах 
[21], [46]. 

Теорема 3.1.1.1. (а) Пусть А —производящий оператор.. 
Тогда 
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Ае~ш = е-ША\ (3.1.1.3> 
на пространстве Е существует такая норма || • ||mId, ||.?c||1> 
>|l{cdot}x||mid>||x ||2. что A—производящий оператор степени к 
в пространстве Вти — пополнении Е по норме || • ||mld. 

(б) Пусть A— производящий оператор в банаховом простран­
стве В. Тогда А имеет в В замыкание. 

(в) Замкнутый оператор А с плотной областью определения Е 
в банаховом пространстве В тогдй и только тогда является 
производящим степени k, когда спектр А лежит на веществен­
ной оси, и резольвента R% (А) удовлетворяет оценкам: 

\\^ПЛ)\\<с^с^т+1_1ТТ-^, m — 1,2,...(3.1.1.4> 

(с-та же константа, что и в (3.1.1.2)). 
3.1.2. Пусть /-частично упорядоченное множество (в основ­

ном нас интересует случай J — Z или ./ = R). 
Определение 3.1.2.1. Банаховой шкалой называется 

векторное пространство E, снабженное семейством норм 
{|| • ||{tau}}tg/. которое удовлетворяет условию 

II •*!!*> II x Ik при *>- . - , x e E . (3.1.2.1) 
Через Ех мы будем обозначать пополнение Е по норме ||.||t. 

Из (3.1.2.1) следует, что при - > - • тождественный оператор,. 
определенный до Е замыкается по непрерывности до оператора 

jXXl:Ex^EXt, || у„, | | < 1 , (3.1.2.2) 
и, если T />TI>T 2 . то 

А.т. •/«.-= Ату (3.1.2.3) 
Будем считать, что все отображения A t - вложения.. 

Мы будем обозначать банахову шкалу чеоез {E-j-g/. 
Определение 3.1.2.2. Оператором (точнее, х-непрерывным 

оператором) в шкале {Ех} называется набор {Att+t-og* непре­
рывных операторов AtT-:Et{to}ET) которые определены, если 
(т, -/) принадлежит некоторому непустому подмножеству xczJ-J 
и которые удовлетворяют условию согласования: если т срав­
нимо с [1, a i' с [Л', то коммутативна диаграмма 

/| |/ , (ЗЛ.2.4) 

где j — отображения (3.1.2.2), направления непомеченных стрелок 
на диаграмме (3.1.2.4) зависят от соотношений между - и \х, 
- ' И | i / . 

Задание оператора {•Art'j-cc-'jgx. в шкале Вх эквивалентно 
заданию линейного оператора А-.Е-^Е такого, что 
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| |Ax|k<ct.t-|lxllx. (-ч-.ое*, xeE; (3.1.2.5) 
•поэтому чаще всего оператор в шкале мы будем обозначать 
•просто А. В частном случае, если J=R или Z, 

*={(г,т ') |т >•-.' + /} (3.1.2.6) 
Оператор А называется переводящим в шкале с шагом I. 

О п р е д е л е н и е 3.1.2.3. Оператор A:E->E называется про­
изводящим в шкале {£-}, если для некоторого множества 
%cJX.J оператор А является производящим степени k = k(x, х') 
относительно пары норм ||.||-:, ||-||t- при (х, х')сх (В этом случае, 
очевидно, еш—х-непрерывный оператор в шкале {Ех} в частно­
сти (3.1.2.4)—-коммутативная диаграмма). Если множество имеет 
вид (3.1.2.6), то оператор А называется производящим в шкале 
с шагом /. 

З а м е ч а н и е 3.1.2.1. Если оператор А является и произво­
дящим, и переводящим в шкале {Et}. ТО множества х и X 
•отвечающие А согласно определениям 3.1.2.2 и 3.1.2.3, не 
•обязаны совпадать. 

§ 3.2. Символы 
3.2.1. Мы обозначим через CP(R"), где а = (а1 ай), 

"Р = (Pi Рл) — мультииндексы, пространство непрерывных функ­
ций ср(̂ ) от переменных t = (ti tn)6Rn, имеющих производ­
ные порядков у < Р , для которых конечна норма 

def j •37Ф(0 - - _ ,, (3.2.1.1) 

<Мы для краткости обозначили (1 -\- |ф* = (1 + |^ ! ) а ' . . . . . (1 + |i„|)a". 
Аналогичные обозначения используются и далее). Через CP*(R") 
•обозначим пространство непрерывных линейных функционалов на 
GP(R") и через CP+(R") —наименьшее замкнутое подпростран­
ство в CP*(Rra), содержащее все финитные функционалы. 

Пусть «KOeC-f, <|> (*)=-- при \t\<\,%(t) = ty(titi),n=l,2,... 
Лемма 3.2.1.1. Функционал 76CP*(Rn) тогда и только тогда 

лежит в СР+ когда последовательность функционалов 
Т*-Ф*Т (3.2.1.2) 

сходится при &-»оо к Г по норме пространства CP*(R"). 
Доказательство этой леммы почти дословно совпадает с 

доказательством леммы 1.1 гл. II книги (48), которая представ­
ляет собой частный случай леммы 3.2,1.1 («=1, |Р | = 0). 

Поскольку функция е'у- —e'v.-i... ..е'-1"-''1 при каждом фикси­
рованном z/6R£ лежит в С^(Щ), мы можем определить для каж­
дого функционала 7,eGP+(R") его преобразование Фурье — 
функцию от у. 
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r ^ ) = V ( - ^ < ) (3.2Л.З) 

Лемма 3.2 Л .2. Ядро отображениям, задаваемого формулой 
(3.2.1.3), тривиально. Для любого reG£+(R?), f(T)eC%(Rp и 
имеет место неравенство 

| 1 Г ( Г % К ) < с 1 | Т | ' с Г Ю <а2Л-4> 
с константой С, не зависящей от Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т(е^') = 0 при всех у, 
/6GP(R?). Пусть /„—-последовательность гладких функций, 
сходящаяся к / при n{to}oo, •?„ —ф„/„, где ф„ — та же функция, 
что и в (3.2.1.2), <p„6C™(R̂ ). Из леммы 3.2.1,1 следует, что 
Т Ы = Т-(/«)->Т(/) при /i-»-oo. С другой стороны, 

Vn{t) = ^2\e»>vn{y)dy, (3.2.1.5) 

где функция cp„6S (R")> откуда 

Т ^n) = j~f2\f (T)^n{y)dy = Q 
Следовательно, Т (f) = Q для любого /GG£(R") и, значит, Г = 0. 
Чтобы доказать остальные утверждения леммы, воспользуемся 
следующим утверждением: 

Предложение 3.2.1.1. Отображение 

/(г)Ч-+£Г/<г) (3-2Л-6) 

является изоморфизмом С£ (R*) на С° (R£), а отображение 

g (-)_>_£!>>_ (3.2.1.7) 

изоморфизмом С* (R») на С* (R^). 
Достаточно показать это для п—\. Кроме того, достаточ­

но показать, что /(z){to}[1 + -Ы f (z) — изоморфизм Cg (R1) на 
Ca_1(Rx) и аналогично для (3.2.1.7). Мы имеем: 

1 + 4 ) / H L - i < 2 | 1 / ( 2 ) l k (3-2Л,8) 

далее, поскольку е--(|СР (R1), оператор 1 + ^ не имеет ядра. 
Очевидно, что для /г (г) 6G£-1 интеграл 
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/(-)--=^et--ft(-.)d, (3.2. 1.9) 
—oo 

сходится и удовлетворяет уравнению — +/—А, так что нуж­
но лить показать, что функция f(z) лежит в CP(R:). Мы имеем 

fk)(z) = h{k-l)(z)-f{li-1)(z), k=\,2 p, (3.2.1.10). 
что легко доказывается по индукции. Так как AGGa-1 (R1), то 
для оценки | | / | | „ достаточно оценить саму функцию / . Мы 

имеем: 
z 

| / H I < l | A | l c p _ 1 - S e t - * ( 1 + |tj)(-dT = 
а —оо 

о 

Н|АНсР-Л *Х(1+1.-+*|)а-*Х< 
а - о о 

о 
<Р|1 ^ ( l + l^l)01 \е\\ + \Ц)аа\ (3.2.1.11) 

С а _%о 

что и требовалось. Перейдем теперь к отображению (3.2.1.7) 
Пусть g{z)eC$(B}), тогда ---I--g(2)eCgLi (R1), a (z + i)g(«)6-
6Gp+i (R1) что проверяется прямой выкладкой. Предложение до­
казано. Вернемся к доказательству леммы 3.2.1.2. Если 
ГбС«* (R"), то определим функционал Т равенством 

Г (Л-=-"((* + *)в (- + -£) /J (3.2.1.12) 
Из предложения 3.2.1.1 следует, что соответствие Т ~>Т есть 
изоморфизм C£(R Л) на̂  Cg*(R'-) = C* (Rn), а из леммы 3.2.1.1 
легко получить, что Т(<С^+ (Rn)^T&C+ (Rn). Далее, поскольку 
S (Rn)cC$(Rn) каждый функционал 7,6Cp+(R") определяет мед­
ленно растущее распределение в R", более того, так как Т 
есть предел финитных функционалов, его преобразование Фурье 
в смысле теории распределений совпадает с (3.2.1.3). Извест­
ные формулы для преобразования Фурье медленно растущих 
распределений дают 

f (f) (У)- (i + £/Гр(1 —-^-jY(T) (у)-const (3.2.1.3). 

и из предложения 3.2.1.1 следует теперь, что достаточно дока­
зать (3.2.1.4) для a-=p = 0. Это доказательство имеется в [46],. 
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(3.2.1. IS) 

лемма 1.З гл. И. Лемма З.2Л.2 доказана. Мы будем обозначать 
подпространство f(C^+(R?))cCp(R") через S3&(R") и снабдим 
его нормой 

Очевидно, что Sa(R") — банахово пространство. 
Пусть Hp(R") обозначает пополнение пространства Шварца 

по норме 
d e f l 1 ; л -.{alpha} 

| |ф(й||яГ1(7Т^'1+^)ф 

в частности, //"(R1) есть просто рпостранство Соболева 
W^R1), нетрудно показать, что оператор умножения на (i-\-y) 
осуществляет изоморфизм между H(f(R") и //^(R"). 

Лемма 3.2.1.3. Имеют место непрерывные вложения 

Щ (R»)cfl3& (R")cC£ (R")c^0
a (R«) (3.2.1.16) 

0 0 

(Здесь y —мультииндекс, компоненты которого равны Y£ = Y; + 1, 

если использовать в (3.2.1.15) вместо I 1 + -—г J оператор 
а 

11 -—j- и допустить нецелые значения индекса а, в (3.2.1.16) 
о 

можно положить ~; = а + ч для любого v > l / 2 и аналогично 
для р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование вложения 53|(R")с 
c:C?(R'0 показано в лемме 3.2.1.2. Вложение Cp (R")c//i?(RB) 

Р
 р 

следует из сходимости интеграла \ (1 + |у- \) 2 •... • (1 +1 уп |)~-dy1... 
...dyn. Нетрудно видеть, что вложение Щ (R")c53«(R") 
достаточно доказать при (3 — 0; « = 1. Однако, в этом случае 
это вложение доказано в книге [46], лемма 1.4 гл. 2. 

Лемма 3.2.1.4. Имеет место вложение 
S9&(RB)c.53.£'.(Rn) (3.2.1.17) 

при а > а ' и р<Р' 
Доказательство очевидно. 
3.2.2. Определим теперь пространство символов S"'(R") сле­

дующим образом: 
SM(R«)--=U n^(R"). (3.2.2.1) 

В а. 
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Лемма 3.2.2.1. Функция f(iJi,...,yn) тогда и только 
тогда принадлежит пространству S™ (R"), когда существует 
такое число ni = m(f), что для любого мультииндекса у выпол­
нена оценка 

<су(\ + \у\)т (3.2.2.2) 

Доказательство немедленно вытекает из леммы 3.2.1.3. 
В частности, пространство 5"(R") содержит асимптотически 

квазиоднородные функции (см. главу 4). 
Для построения квазиобратного оператора пространство 

5°° (R") оказывается «слишком узким» — символ квазиобратного 
оператора, за исключением «эллиптического» случая, не лежит 
в 5°°(R'!). Поэтому введем более широкое пространство £% (R'1)'.' 

•2T(R")= П U П U $£(Rn) (3.2.2.3 
al--M/t Pft+1-..l-H а*+1 • . -atl .-!•• -Р/. 

(см. также работу [12]). Пространство 55/T(R") характеризуется 
тем, что при дифференцировании по переменным ук+ъ ...,уп 
степенная оценка роста символа при (tjl #,,)-> оо может 
ухудшаться. Подробнее анализ пространств символов проведен 
в работах [21], [46]. 

§ 3.3. Функции от производящих операторов 
в банаховой шкале 

Введенные в § 3.2 пространства Ш« (R") (которые в [21, 46]) 
рассматривались только для (--—0) позволят нам дать непосред­
ственное определение [..-отображения для растущих символов 
(в [21], [46j (J.-отображение определяется для символов из 
f$a(R"), a функции с растущими символами определяются 
с помощью умножения на полиномы от операторов Аи . .., Ап. 
Принятый здесь подход позволяет дать единое определение 
функции от производящих операторов). 

3.3.1. Через CJ [̂R", В], где В — банахово пространство, 
мы обозначим пространство непрерывных р раз дифференци­
руемых функций на R" со значениями в В, снабженное нормой 
(3.2.1.1). Очевидно, если /eG![R"> 5] и Ae.fi*. то /{Щ — кор­
ректно определенный элемент пространства Са (R") и 

•' H/WIIC3<PII-II/II4(R„,B). 

Лемма 3.3.1.1. Пусть /eC£(R», В), ТбС£+(№). Тогда 
линейный функционал на В*, задаваемый формулой 

Ф(А) = Г(/(А)). Ае-3* (3.3.1.1) 
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dyf (У) 
дуу 

Ae.fi*


определяется некоторым элементом пространства В, который 
мы обозначим через Т (/), причем 

l | F ( / ) | | B < | | r | | c r | l / l l 4 ( R „ , S ) . (3.3.1.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Несложные рассуждения показывают, 
что всякий функционал ТбСа+(К") может быть представлен 
в виде 

T(g)^Ty(g^), (3.3.1.3) 

где 7\GCa+(Rre), так что лемму достаточно доказать для р — 0. 
Далее, пусть Тп >Т последовательность финитных функцио­
налов, сходящаяся в Ca*(R'!) к Т, фп(/г)----Т„ (/(h))- h£B*. 
Тогда ||ФП —ф||в*'| >-0 и так как В замкнуто в .В**, доста­
точно показать, что утверждение леммы верно для финитного 
функционала r6GcT(R")- Пусть Q== supp 7\ Функционал Т 
задается некоторой мерой Радона \ь на Q: T (g) — \gd\i. поэтому 

Q 
включение Ф65 следует из теоремы 3.27 книги [31]. Неравен­
ство (3.3.1.2) следует из того, что ||ср ||в = || ф||а*» • Лемма 
доказана. 

3.3,2. Теперь мы определим функции от операторов 
Л- Ап в шкале {E-.J-.g/ c символами из .©«(R"). Начиная 
с этого места мы будем предполагать, что выполнены следу­
ющие предположения: 

(а) Множество J индексов, нумерующих пространства шкалы, 
совпадает с R или Z 

(б) Операторы Аи ...,Ап являются производящими в шкале 
с шагом 0; иными словами, для всех i, т. оператор At является 
производящим в пространстве Ех степени s — s(i, -с) 

(в) Операторы А] Ak, к<п — некоторое число, кроме 
того, являются переводящими с шагом 1 (то есть для всех 
-б./, г = 1 k A :Et {to} Ex~i — непрерывный оператор). 

Условия (а) — (в) не являются обязательными для построе­
ния ц-отображения, однако рассмотрение общего случая, когда 
они могут быть и не выполнены, приводит к громоздким рас­
суждениям комбинаторного характера, которые вряд ли целе­
сообразно производить в общем виде. С другой стороны, усло­
вия (а) — (в) справедливы для многих важных приложений. 

П р и м е р 3 .3 .2 .1 . Пусть n = 2k, А- = — i-— Ak = 
• Э А У 

2(RA) 
Соболева. Операторы Ах Ап являются производящими 
= - - - - - — . AA+1 — .*, An = xk, {EC} — {^2(R f t )}- шкала 
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степени s(t, t) = l, i=--l , . . . ,k, s{i, t) = | т J, i = £ + 1 n. 
Кроме того, Аи ..., Ak — переводящие операторы с шагом 1, 
в то время как операторы Aft+1 Ап не являются х — непре­
рывными в шкале {Wl} для любого х?-0 . Функции от опера­
торов Аи ..., Ап — это псевдодифференциальные операторы. 

Пусть ^€Et — некоторый вектор. Рассмотрим вектор-
функцию' аргумента t6R": 

U(t)$ = eiA'1' "- . . .• etA>f'WEx, (3.3.2.1) 
а также функцию 

def 

Uxtl(t)^ = jtXtU(t)^eEu. (3.3.2.2) 
Лемма 3.3.2. 1. Пусть выполнены следующие условия на 

мультииндексы а — (аи . . . , а,,) и (- = (Р., . . . . Р«): 
Р*+1-...-Р»-0; Р,+ ...+Р/.<---ч (3.3.2.3) 

a,>s (*. - -SlPr) . '"--- «• (3.3.2.4) 

Тогда функция (3.3.2.2) удовлетворяет условию: 
U„,<*)"t6C£[RB,2?til, ||-jtr.-[)||cpIR„B < const-||l>||£t. (3.3.2.5) 

Д о к-а'з ательство . Применяя определение производящего one 
ратора, индукцией по \у\ мы можем доказать, что для y < -

—v-j«, (<)* = ./ * е м « ( » Х . . . х А « ' - « Х 

X У ft-i и А\Ч1А*Х* X . . . X у" t_p AlV^H, (3.3.2.6) 
х-Др г - , й , -•_ ^ 

Иными словами, --U«. (О1!3 выражается, как результат приме-
нения к г|> композиции следующих операторов: 

- - I - 1 — - t - V ! - - Р . *•-- e - P t ^ • • • 

/ k 
«• •Wf t+ i t - S , . 3 r ' t ' 

, . . _ . - ft . . ._>£ 4 _JrL Ex, (3.3.2.7) 
t - S p T _ S p 

Отсюда, с учетом (3.3.2.4) вытекает утверждение леммы. 
Замечание 3.3.2.1. Очевидно, что условия (3.3.2.4) можно 

несколько ослабить, пользуясь коммутативностью е м Л с Ak 
и С / T V . 
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Лемма 3.3.2.2. Для заданных мультиивдексов « — (а! а„) 
н P-=(Pi Р/,, 0 0) обозначим через х(а, р) следующее 
множество 

х(а, р)--= (т, т1)1т — t,>{sum}pr; sii, т — 2 Р Г <-Ч> 

i==l, . . . , л } . (3.3.2.8) 
Для всякой функции /(.<V)6^a(Ry) формула 

1 п def 
/(Ai A ^ - f ^ / H ^ m ) (3.3.2.9) 

корректно определяет х(а, р)— ограниченный оператор в шкале 
{Et}. 

Доказательство немедленно вытекает из лемм 3.3.1.1 и 
3.3.2.1. Таким образом, мы определили функции от операторов 
А\ An с символами f(t/i, ..., уп), которые могут, вообще 
говоря, расти при |t/i|—>-oo, i= l , . . . . k eo ограничены при 
l/ft+i-^00. •••> У иг*00 'при фиксированных у\ *//•.. 

3 амеч ание 3.3.2.1. Очевидно следующее обобщение этой 
конструкции, которое мы опишем, не вдаваясь в детали: 

(а) Пусть Г 1 Тп — переводящие операторы в шкале {£•-}, 
2 2л 1 2л—1 

тогда мы можем определить оператор Тг-...-Tnf(Ai A„) 
•формулой 

2 2л 1 12га—11 def 

Т1...:г,./(А - W -
---V-1 (/) (Т,1е'л«'«гп_1ем'г-1'«-1 •... • г-у^-Ф) (3.3.2. ю) 

(б) Если Уь ..., у, — последовательность целых чисел, 1 <./•</.., 
• т - 1 тс, —попарно различные вещественные числа, то, модифи­
цируя формулу (3.3.2.9) аналогично (2.1.2.3), мы получаем опре-

я, "г 
деление оператора f(AJt, ...,A/r). 

Аналогично тому, как это было сделано в доказательстве 
леммы 3.3.2.2, можно провести исследование условий, при кото­
рых определены эти операторы. 

Из определения пространства 5°°(R") и леммы 3.3.2.2 следует, 
что, какова бы ни была функция /6S°° (R"), существу ет такая 
функция t->p (т), что 

| |/(A„ . . . , A „ ) | | £ t ^ p ( t ) < o o . (3.3.2.11) 

Для функций из XT (R") это уже не так. 
Пример 3.3.2.2. Оператор 

Т = е*1')К - , Tf(x) = f(x + y{x)), 9(x)6C,r(R) (3.3.2.12) 
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в шкале (W§ (R1)) непрерывен в каждом пространстве W* (R1} 
при условии, что 

Й--?-- — !- (3.3.2.13) 

Если же это условие нарушается, то оператор Т не является 
непрерывным оператором из l^KR1) ни в какое другое простран­
ство той же шкалы при &<1/2. 

§ 3.4. Регулярное представление и теорема о композиции 

3.4.1. Пусть A i , . . . , Ап — производящие операторы в шкале 
{Et} и пусть L1, .. ,,Ln — левое регулярное представление набора 
Ai Ап, то есть для любой функции /(г/1, ...,y„)65S^(R"> 
справедливы соотношения 

A;« / (A1 A ; I ) » - ( V ) ( A , . . . , A „ ) , 7 = 1 П (3A.1.1) 
(равенство (3.4.1.1) справедливо для тех пар пространств 
(E-c, Ех>), для которых обе его части определены; пока что мы 
рассматриваем случай k = n, то есть все операторы А\ Ап — 
переводящие. Пусть операторы Lj являются производящими 
степени k} в парах пространств (Hify-1, 53^.), а- = а, p- = f}, тогда 
для любой функции g£3h0

kl kn{Rn) мы можем определить 
оператор 

g ( i b . . . , L , , ) : ^ •->:#« (3.4 Л .2) 

Т е о р е м а 3.4.1.1. При сформулированных выше условиях 
имеет место равенство 

« g (Аи . . . . A„)>> « / ( A b . . . . Дл)>> = /г (А А,,), (ЗА 1.3) 
где 

h(Al,...,An) = g(Lu...,Ln)(f(y1 уп)) (ЗАЛА) 

для тех пар пространств Ех, Е%>, в которых определены обе 
части равенства (3.4.1.3) 

Таким образом, в рассматриваемой ситуации справедлива 
теорема 1Л. Нетрудно сформулировать условия при, которых 
теорема 3.4.1.1 справедлива для &\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сперва, что справедливо 
тождество 

ем''«/(к A„)>> = (еи'*Л(L ...,Аа) (3-4Л-5> 
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Для этого рассмотрим .производную по t от операторов, СТОЯЩИХ 
в левой « правой части формулы (3.4.1.5). Обозначим левую 
часть через U\(t), а правую— через Uz(t). Мы имеем: 

i 4 r + - V j = ° ; î(o)=/(AI,{cdot}..,Are) (3A.i.6> 
i - ^ = ( — VV /)(-41 , . .{cdot},An)---4 ;U2 ; U2(0)-L7,(0). (ЗЛЛ.7) 

Из единственности решения задачи Коши (3.1.1.1) теперь выте­
кает (3.4.1.5). Применяя к (3.4.1.5) функционал F _ I ( g ) , полу­
чаем (3.4.1.3), (3.4.1.4). (Читатель легко сам восстановит опу­
щенные нами детали доказательства). Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 3.4.1.1. В том случае, если k<n , то есть 
операторы A/i+i, . . . , A„ <не являются переводящими, теорема 
3.4.1.1 остается в силе, если включить для l = k+l, ..., п ра­
венство (3.4.1.5) в условие теоремы. В частности, теорема вер­
на, если все операторы Лй+1, . . . , Ап .коммутируют между со­
бой— в этом случае Lh+i=yh+u ... ,Ln=yn и условие (3.4.1.5) 
выполнено (набросок доказательства: достаточно показать это-
для функции / вида произведения экспонент, но для таких. 
функций / это следует из полугруппового свойства экспоненты).-

3.4.2. Нетрудно показать, что для построенного исчисления 
упорядоченных производящих операторов в банаховых шкалах 
справедливы леммы 2.1.2.1 и 2.1.2.2 о раздвигании индексов и 
выделении линейного сомножителя, кроме того, оператор 6i 
разностного дифференцирования по г-й переменной является не­
прерывным оператором в пространствах 

8 . : ^ (R") -^~ . (R n + 1 ) , (3.4.2.1). 

где аг-=(а-, . . . . аМ ) а,— 1, ai0 а„). Отсюда следует, что 
формула коммутации (2.2.1.6), (2.2.1.9) справедлива для функций 
от упорядоченных производящих операторов в банаховой шкале.-

В частности, поскольку вывод в главе 2 формул для опера­
торов левого регулярного представления нильпотентной алгеб­
ры Ли опирается только на формулу коммутации (2.2.1.9), эти 
же формулы задают представление «ильпотентной алгебры Ли 
« для случая, рассмотренного аз этой главе. В книгах [21], [46] 
показано, что если Ai Ап генераторы «самосопряженной» 
нильпотентной алгебры Ли, то есть соотношения имеют вид: 

[Aj.AA-lCjb-Anj,,,) (3A.2.2) 
с вещественными константами Сjk, то операторы левого регуляр­
ного представления Lj являются производящими относительно-
подходящих пар пространств (Са, С»')- В силу леммы 3.2.1.3 
они будут производящими и для подходящих пар пространств 
(33а, 33а1), более того, в [21], [46] доказано, что они являются 
производящими в пространстве S°°(R") в том смысле, что 
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fkx b ^ R ^ c S " ^ ) (3.4.2.3) 
для любого символа /GS°° (R"). 

В последующих главах —4-ой и 6-ои, мы будем, без каких-
либо оговорок, использовать доказанные в этой главе утвержде­
ния, при этом везде неявно предполагается, что встречающиеся 
мультииндексы а, [5 . . . и индексы т, т1 , . . , пространств шкалы 
выбраны таким образом, что все написанные выражения опре­
делены (т. е. выполнены условия типа (3.3.2.3), (3.3.2.4)). Ра­
зумеется, в приложениях теоремы о квазиобратимости к кон­
кретным задачам необходимо каждый раз аккуратно проверять 
выполнение этих условий. B общем виде (т. е. для произвольной 
•функции s(i, т)) делать такую проверку вряд ли оправданно. 

§ 3.5. Операторы, символы которых —- функции 
на многообразии 

3.5.1. Если М — некоторое многообразие, ие диффеоморфное 
•евклидову пространству, то дифференциальные (и исевдодиф-
•ференциальные) операторы, заданные на М, допускают, вообще 
говоря, лишь локальное (но не глобальное) задание в виде 
•функции от операторов умножения на независимые .переменные 
и операторов дифференцирования. Одним из путей (преодоления 
.этой трудности является определение подлежащего рассмотре­
нию оператора в локальных системах координат с последующей 
«склейкой» на пересечениях. В этом параграфе мы кратко 
•опишем обобщение понятия ^-отображения, 'которое позволит, 
в частности, дать глобальное определение лсевдодифференци-
алы-юго оператора как функции от упорядоченных операторов 
умножения на х и дифференцирования, не иопользующее опера­
цию склейки. По-видимому, применение вводимого понятия 
не ограничивается этим частным случаем. 

3.5.2. Пусть Mn~k — гладкое компактное многообразие раз­
мерности a — k с локальными координатами (yk+i, • • •, уп), 
Ст(Мп~и) — алгебра и раз непрерывно дифференцируемых функ­
ций на Мп~'1, Л, Ак — производящие операторы в шкале {Ех}, 
Г —представление алгебры О (Л'!""6) линейными непрерывными 
операторами в шкале {£-}. (Можно вместо О (M"~*) рассматри­
вать пространство С (2) непрерывных функций на компакте Q). 

Рассмотрим тензорное произведение Cm(Mn~k)®g^,(U") и по­
полним. его по некоторой норме; получившееся пространство 
•обозначим через §Ра,т (RA X M""*). Предположим, что отображение 

fi'Ju • ..,yk)®g(y^b ...,yn)-+T(g) « / ( A , АА)>> (3.5.2.1) 
продолжается по непрерывности на все пространство 
$&.т (Rft X M»-k). Образ функции / ( f t . . . . , уп)Л,т (Rfe X M""*) 
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'1 п 
при этом отображении обозначим через f (Аи . . . , Д.). Разумеет­
ся, это чисто формальное обозначение, поскольку сами символы 
Ак+\, ..., Ап не определяют никаких операторов в шкале {E-}> 
имеет смысл лишь выражение g (AkJr\ Are) —оно по опре­
делению означает: 

ft+1 п def 
£(-4й+1 A,,) — F(£). (3.5.2.2) 

Пусть теперь существуют такие операторы L1, . . . , Lk, про­
изводящие В ПОдХОдЯЩИХ Парах ПрОСтранСТВ (33а,т, 5Ba',nt'), ЧТО 

At « / ( Л - А„)» = (^/)(Аь • •. . Л„) (3.5.2.3) 
Тогда при естественных предположениях 'Справедлива следую­
щая 

Т е о р е м а 3.5.2. 1. Символ композиции двух функций от 
упорядоченных операторов может быть вычислен по формуле: 

smbK/,. (А, Л,,)» «/2(л\, ЛЛ)» = 
= / . (11 . . . . . Ln) (g (//, уп)), (3.5.2.4) 

где функции от Lk+U ..., Ln таковы: 
ft+1 n def 

h(Lk+l LJ = T0(k), (3.5.2.5) 
T0 (h) - оператор умножения на функцию h (уи..., уп). 

Глава 4 

ТЕОРЕМА О КВАЗИОБРАТИМОСТИ 

§ 4.1. Асимптотически квазиоднородные функции • 

4.1.1. Мы уточним здесь класс асимптотически квазиодно-
родных функций, которые 'будут нами использоваться. 

О п р е д е л е н и е 4 .1 .1 .1 . Функция f(z)=:f(zi, ..., zn), 
z^Rn, называется (яь . . . , яп) — квазиоднородной степени г 
(Здесь я ь . . . , пп, г — вещественные числа), если для любого 
А>0 справедлива формула 

/ ( V 4 №zJ = Vf(zu...,zn). (4.1.1.1) 
О п р е д е л е н и е 4.1.1.2. Функция cp(2.. zn) называется 

(ли . . . , л;„)-малой порядка s, если имеют место оценки 

<^{yr^i\zi\2'a'+\ys~lal, N = 0,1,2, (4.1.1.2) д~~ср (г) 
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О п р е д е л е н и е 4.1.1.3. Функция f(zu...,zn) называется 
асимптотически (тс-,..., «„)—- квазиоднородной степени г, если для 
любого сколь угодно большого s имеет место представление: 

f (~-ь.. ., £„)= 2 /ft (2ь . . •> z„) + q>, (21 z„), (4.1.1.3) 
ft=0 

где фДг,,. . .,zn) — (щ •*,,) — малая, порядка s функция, 
/• (г- , . . . , 2„) — (it, it„) —квазиоднородная функция степени г4 

/• = / " 0 > r 1 > r 2 > . . . 
Определения 4. L 1.1— 4.1.1.3 почти дословно переносятся на 
случай функций со значениями в нормированном или счетно-нор-
мированном пространстве. 

4.1.2. Лемма 4.1.2.1. Пусть функция /1 (у, I) 65м (R2rt) и 
(i-j,..., тс̂ , тс̂  . . . , к'п) — асимптотически квазиоднородные сте­
пени относительно переменных (уи..., ук, !,ft+1 И„) в смысле 
определения 4.1.1.3. Пусть имеют место неравенства TUJ> . -1 , . . . 
. . . , 1гА.>тсй, ък+1>\ т-„>1. Тогда функция Ж (a, h, x, р) 
определенная формулой (1.56), удовлетворяет условиям, кото­
рые наложены определениям 1.5. Более того, для любого N 
имеет место разложение 

rN 

Ж (со, h,x,p)=={sum}Ae^;(a, х, p) + hN3£{N)(<i>,h,x,p), (4.1.2.1) 
/«о 

где Ж^) (-J-, h> х, р) удовлетворяет тем же условиям. 
Доказательство леммы 4.1.2,1 заключается в элементарных 

выкладках, и мы его опустим. 

§ 4.2. Задача о -̂квазиобращении 

4.2.1. Пусть Ах,..., Ап — производящие операторы в банахо­
вой шкале {Et}, причем операторы Аг Ак являются также 
i переводящими с шагом 1 в шкале {Et}. Пусть также Д —ог­

раниченная область в пространстве Ц.п~к с координатами 
(i//i+l>. • . > Уп)-

О п р е д е л е н и е 4.2.1.1. Через №NK обозначим множество 
таких символов / (г/1 уп), что для любой функции србС^ (Я"""*), 
supp фэД, имеет место включение 

( - + 2 - / ? ) Ф(У*+Ь.-••»«)/(г/i Уп)ьК.*..л$а) (4.2.1.1). 

а через Миы — множество операторов в шкале, имеющих вид 

Т = Т(Аи...,Ап), Т(У1 УЛ&ИНА. (4.2.1.2) 
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Задача о Д-квазиобращении формулируется следующим об­
разом (здесь и далее мы будем для определенности говорить 
только о правом J^-квазиобращении; задача левого .J^-квазиоб-

• ращения формулируется аналогично) —для заданного оператора 
1 л 

/ ( Л ь . . . , An) найти такую последовательность символов 
'•Ojv(yu- •.,Уп)> N—\,2... что справедливы включения: 
« / ( A \ , . . . ,A„)» <0N(AU. . . X ) » = l + TN, TNe^NA (4.2.1.3) 

Определение 4.2.1.2. Последовательность операторов 
1 л ' 

Ом (Ai, . . . . An) называется правой Д-квазиобратной последо-
1 л 

вательностыо для /(Ai, . . . . Ап). 
4.2.2. В точности так же формулируется задача о Д-квази­

обращении для более общего ^-отображения, построенного 
в § 3.5. Следует только заметить, что поскольку мы наложим 
на МпЧг условие компактности, может выполняться равенство 
А = Мп~к. 

4.2.3. Пример 4.2.3.1. Пусть выполнены условия при . 
мера 1.9. Тогда, если TQ^u&, то для хбС^Д) • 

xTq>£Wl+N (Чп), если cpeWt (R") suppcpgA, (4.2.3.1) ! 
то есть Т является сглаживающим оператором в области Д. 

§ 4.3. Условия поглощения и формулировка | 
теоремы о квазиобратимости 

4.3.1. Мы сформулируем достаточные условия квазиобрати-
1 л 

мости оператора /(A1 Ап), предполагая, что символ/1 (г/, i") 
1 п 

оператора /(L1 Ln) является асимптотически квазиодно­
родной функцией относительно переменных Z..-1 yk, 5А+1,.. . ...„. 

Однако, прежде всего, мы сформулируем доказанную в [21], 
[46] лемму о вычислении символа /1 (у, Щ. 

Лемма 4.3.1.1. Символ /1 (у, £) можно вычислить, если 
известны символы Lx (у,.;) Ln (у, \) операторов регулярного 
представления по формуле: 

/ 1 ( ? л ) = / й Ь-1. (---3.L1; 
где 

——- д 2 д 2 2 г 1 

Li = Li \У\ + I -Щ-, • • -, У к + i "-5-Г"1 У/i+U • • • • Уп> %1> • • • » £/;> 

'^тЬ'-'-^тк)- (4-зл-2) 
4.3.2. Пусть &£ (со, h, x,p) — функция, заданная форму' 

лой (1.5.6). 
Определение 4.3.2.1. Функция 
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h 
96 tU (со. A, x, p) = ^ihRJ&€j (ш, x ,p) (4.3.2.1) 

(обозначения те же, что в формуле 4.1.2.1) называется суще-
1 Л 

ственным гамильтонианом оператора f(Au ...,An). 
Таким образом, в отличие от (левого) гамильтониана, вве­

денного в определении (1.6), существенный гамильтониан содер­
жит помимо нулевого члена разложения функции Ж(со, й, x,p) 
по степеням h все члены этого разложения с &у<1. Обозначим 
через 2 множество точек (co,x,p), таких, что 

p = 0 , x i = . . . = x f t = 0 , (xft+ i xn)6--». 

^o(a>,x,p)=0, (4.3.2.2) 
а через 2e, е>0-область, состоящую из точек вида 

{(co,x,p)|dist((co,x,p), 2)<e}. 
О п р е д е л е н и е 4.3.2.2. Будем говорить, что для опера-

1 Л 

тора / (Ai An) выполнены условия поглощения, если суще­
ствуют е > О, Т > 0 и непрерывная функция 

- — -.(co.x.p), 0 < ' ( u ) , x , p ) < 7 , (ш,л",р)б2е (4.3.2.3) 
такие, что 

а) траектории g(q0, p0, a, t), p(q0, p0, a, t) системы Гамиль­
тона 

q\t=a = q0, P\t=o = p0, («>, <7о. Л))62Е 

определены при 0 < t < - (со, qQ, Ро) 
б) 1 ш Х и < 0 (4.3.2.5) 

на этих траекториях; 
Im^esS(u-1«,.?(-7o.Po.--.4co.(7o.Po)). p(<7o> Ро.-.- (-.-7о. Ро)»-< - е -

(4.3.2.6) 
1 п 

Т е о р е м а 4.3.2.1. Пусть оператор /(Ai An) таков, 
что его гамильтониан удовлетворяет условиям поглощения. 
Тогда существует Д-квазиобратная последовательность для one-

1 п 
ратора f(A1 A„), символы GN(yu .. .,уп) квазиобратных опе­
раторов из этой последовательности лежат в пространстве 
%ь (R") (или в ^/T(R*XM'^ft), если рассматривается обобщен­
ное ^-—отображение). 



Глава 5 
ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ С КОМПЛЕКСНЫМ 

ГАМИЛЬТОНИАНОМ 

§ 5.1. Вводные замечания 

5.1.1. В этой главе мы построим асимптотическое mpn h{to}Q 
решение задачи Коши для 1//г-;псевдодифференциального урав­
нения на гладком многообразии Мп, что позволит нам дать в 
главе 6 доказательство теоремы о квазиобратимости, сформули­
рованной в главе 4, и построить явиое выражение для квази-
обратного оператора. Рассматривается следующая задача: 

^ihd^ + k^ = 0{hN), t£[0,T\, N>2 (5.1.1.1) 

"Ф. |/—-о—=-ф0 (.̂ с. А). 
Здесь Ж — 1/А-псевдодифференциальный оператор на много­

образии Ж", %(х, А) — заданная функция наЖ п Х(0, 1]. Задача 
(5.1.1.1) представляет и значительный самостоятельный интерес. 
Она, например, естественным образом возникает в квантовой 
механике, как задача нахождения квазиклассического прибли­
жения волновой функции (см. [25]). Для оператора Ж с вещест­
венным главным СИМВОЛОМ Ж0(х, р, t) решение этой задачи 
«в целом» было построено в книге [23]. Решение 
(5.1.1.1) представляется в виде ty-= .̂ ftp. где ср —функ­
ция на отвечающем задаче (5.1.1.1) лагранжевом многообразии 
в Т*Мп, X — введенный в [23] канонический оператор. Позднее 
был построен эквивалент канонического оператора в общей 
теории дифференциальных уравнений— интегральный оператор 
Фурье [43], [40]. Связь интегральных операторов Фурье 
и канонического оператора исследовалась в большом коли­
честве работ, например, [.51], [26], [29] и др. Мы здесь отметим 
лишь, что применяя развиваемую в работе общую теорию 
квазиобращения к задаче о нахождении асимптотики по глад­
кости, мы получим выражение интегрального оператора Фурье 
(который в данном случае играет роль квазиобратного) через 
канонический оператор. 

В простейшем «неособом» случае канонический оператор 
представляет собой оператор умножения на быстроосциллиру-
ющую экспоненту eiSf-XJ)ih, где S (х, t)—-вещественная гладкая 
функция, удовлетворяющая уравнению Гамильтона —Якоби 

Функция Ф находится из уравнения переноса — обыкновенного 
дифференциального уравнения на траекториях системы Гамиль­
тона, отвечающей гамильтониану Ж0. 
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Теория задачи Коши с комплексным гамильтонианом За­
является значительно более сложной. Уравнение (5.1.1.2) не 
имеет, вообще говоря, вещественного решения, а понятие ком­
плексных решений не определено (если Ж0 — неаналитическая 
функция). Оказывается, однако, что мнимую часть S2(x,t) 

::\ о 

функции S (x , t) и ее градиент ~ можно считать (в некото-
ром смысле) малой величиной и заменить в уравнении (5.1.1.2) 
МЛх, --—, t\ на конечный отрезок ряда Тейлора по степеням 
dSa с / \ 
—:, а равенство нулю —на сравнение с нулем по модулю o2(x) 
в некоторой степени. Аналогичным образом модифицируется и 
уравнение .переноса. Комплексный вариант теории каноническо­
го оператора был построен В. П. Маеловым в книге [21], инте­
гральные операторы Фурье с комплексной фазой—Мелином и 
Шестрандом [48], [49]. Отличным от [21] методом изложена 
комплексная теория канонического оператора в книге [27]; 
следует упомянуть также работы [17], [18], [33]. 

В заключение этого пункта отметим, что мы не пытались 
дать здесь сколько-нибудь полную библиографию работ, по­
священных задаче Коши, и многие, в том числе очень важные, 
работы как например [45], остались .неупомянутыми. 

5.1.2. Нашей целью в этой главе является дать возможно 
более короткое и в то же время полное с точки зрения доказа­
тельств изложение теории .канонического оператора для задачи 
Коши с комплексным гамильтонианом. В частности, топологи­
ческие аспекты теории канонического оператора, связанные с 
индексом лапранжева многообразия, рассматриваются лишь в 
той мере, в какой это необходимо для задачи Коши. Изложение 
отличается от принятого в книге [21] в двух аспектах: а) рас­
сматривается задача Коши на многообразии, б) в разложении 
по степеням мнимой части функции 5 рассматривается не толь­
ко старший член, но и младшие члены до порядка N, что позво­
ляет сильно упростить многие формулы и доказательства; одна­
ко в отличие от работ [27], [48], где также используются 
младшие члены разложения по lmS (в [48] даже все члены!), 
мы рассматриваем не комплексное .лагранжево многообразие, 
а вещественное многообразие с лагранжевым комплексным 
ростком, что позволяет, в частности, формулировать условия 
квазиобратимости в терминах бихарактеристик вещественной 
части гамильтониана. 

Отметим, что использование разложений, содержащих млад­
шие no ImS члены, наряду с техническими преимуществами, 
обладает и свойством избыточности, которое для некоторых 
применений 'канонического оператора, выходящих за рамки 
данной работы, может оказаться неудобным: единственность 
представления функции с помощью канонического оператора не 
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имеет места, то есть из .совпаде-кия асимптотики при /г—>-0 функ­
ций /i и /2 не вытекает совпадение отвечающих им многообра­
зий с лагранжевым комплексным ростком L\ и Li- Развитая в 
[21] теория, «апротив, удовлетворяет условию единственности. 

5.1.3. В заключение этого параграфа введем некоторые 
обозначения, которые будут постоянно использоваться в после­
дующем изложении. 

а) Пусть /—некоторое подмножество множества {1,2, . . . , п.}. 
Через / будет обозначаться его дополнение /=={1, 2, . . . , п}\1, 
а через | / | количество элементов в I. Если х, увЯп, то через 
•x/GR'71, UfOR1'1 мы обозначаем вектора, составленные из ком­
понент вектора х с номерами из I и компонент вектора у 
с номерами из I, соответственно, а через (х/, z/--)6R" — вектор, 
компоненты которого суть компоненты векторов xi, ут объеди­
ненные в общую последовательность и расставленные в порядке 
возрастания номеров (последнее существенно при вычислении 
якобианов). Мы используем также обозначение для суммиро-
вания: xAf — ^xfilt и т. д.; единственным исключением елу-

-6' 
жит выражение -——--, которое всегда означает матрицу 

d i f размера | / | X111, а не ее след tr дх
 J . 

б) Для функций cp(x)6L2(R") определим l/h-преобразование 
Фурье по переменным хг(1с{1, . . . . п.), Аб(0, 1] — параметр); 

[Fx .* q]{xr, - r ) = - — - ш е Ф(*)-*•*/• (5.1.3.1) 
RI'I 

Обратным к (5.1.3.1) является преобразование (f=f(x/, -.г)): 

-Т|7Г Г L _*_-
\FX -., л ( * ) — - — - _ eb**x4&i.*r)d\T (5.1.3.2) 

1 ' (2nhfy2 J_ 
Rl.fl 

Доказательство взаимной обратности преобразований 
(5.1.3.1) и (5.1.3.2) с помощью замены переменной сводится к 
формуле обращения для обычного (преобразования Фурье (см. 
[31]). 

в) Пусть agR", Q:R"->C", a->• Q (a) -гл'адкое отображение, 
якобиан det---=т--0. Мы введем оператор формального диффе­
ренцирования по Q: если /(a)-гладкая функция, то мы поло­
жим 
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-$-/м-(-£Г& ^-*> 
г, 1дО dQ тт 
Здесь —--—матрица, транспонированная к •—-. Нетрудно 

проверить, что компоненты оператора ------ коммутируют между 
собой: 

* а а д ^ й* (6.1.3.4) 6Qi .JQy dQy dQ£ dQjdQ; 

Если значения Q(a) вещественны, условие det-—-=--=0 означает, 
что Q — Q{o) есть невырожденная замена переменных, и в этом 
случае (5.1.3.3) — формула преобразования производных при за­
мене координат: 

^L,-H^T^«<* (5.1.3.5) 
Доказательства некоторых результатов этой главы, техни­

чески наиболее •сложные, вынесены в Дополнение, для того,. 
чтобы избежать чрезмерного загромождения основного текста. 

§ 5.2. Псевдодифференциальные операторы 
в пространстве Н(Мп) 

5.2.1. В пространстве гладких финитных функций от пере­
менных х = (хи.. .,x„)6R", непрерывно зависящих от параметра 
Лб(0. 1], введем семейство полунорм, параметризованное Аб(0, .1$ 
и k&+. 

ИФН**-"-! 4(x,h)(\ + x*-fMxf<p(x, h)dx (5.2.1.1> 

и норму 
| |ф||* = sup ЦФЦА.Й. (5.2Л.2> 

Ag(0,ll 
п п 

Здесь х2= {х,х) = 2 л : г > "•.«•—^ "Т - — оператор Лапласа, 
рассматриваются только такие функции cp(x,A), ДЛЯ которых 
supremum (5.2.1.2) конечен. Через H'l(jt") обозначим пополнение 
по норме (5.2.1.2) пространства финитных функций и через. 

со 

Н (Rrt) — пересечение f]Hk(Rn). Последовательность {ф.}?!, 
функций из Н (R") сходится к 0 по определению в том и толь-

/-+0О 

ко в том случае, если для всех kgZ+ ||ф/||й->-0. Нетрудно пока­
зать, что Н (R") естественно отождествляется с пространством: 
функций ф(х,/г) таких, что у(х,1г) непрерывно зависит o r 
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Аб(0, 1], при каждом фиксированном А принадлежит пространству 
Шварца S(R") и для всех k£Z+ имеет конечную норму (5.2.1.2). 
Полезным является следующее 

Предложение 5.2.1.1. Пусть <p(x, h) 6#(R-"), у(х,Л) = 0 
при \x\>R, где R не зависит от А. Тогда имеют место 
неравенства 

^IMII*.*<IMk*<*illMlk*. (5.2.1,3) 
где ||[ ф||| *,*=-= J Ф(ЛГ, А)(1—А-Дж)*ф(л:, h)dx, константы с > О и 

с! > 0 не зависят от А (но, разумеется, зависят от R). 
Доказательство предложения 5.2.1.1 несложно, и мы не бу­

дем приводить его здесь. Таким образом, если известно, что 
носитель функции ф лежит в фиксированном шаре, МОЖНО 
использовать любую из полунорм ||Ф||Й,Л и |||ф||к'<- Норма 
(5.2.1.2) удобна тем, что она инвариантна относительно 1/А-
преобразования Фурье, введенного в § 5.1, действительно, 

Г Ф(.л;, A)(l+.K--A-A,)*q>(je, h)dx = . 

= j ( F ^ ~ ? ) (*,. ir, A) (1 + x 2 + ^ r - * V - r ) '(PT-*rV) 
Rn 

(x 7 , £- A) dXjd\T, 
что следует из формулы Планшереля и формул умножения на 
независимую переменную и дифференцирования преобразования 
Фурье. Ит'ак, преобразование Фурье —изометрический изомор­
физм #(R") на #(R«). 

Определение 5.2.1.1 Пусть cp(x, А) —заданная функция. 
Будем говорить, что ф(х, h) = 0(hN), где N — вещественное 
ЧИСЛО, если для всех k$Z+ выполнены оценки 

\Ы\*.ь<скк" (5.2.1,4) 
или, что эквивалентно, ф ^х,„ ' 6// (R"). Пусть функция ф за-

h 
висит также от параметров соб-З, где Q —некоторое подмноже­
ство в R-, Будем говорить, что ф(х, А) — 0(1гы) равномерно по 
cogQ, если выполнены оценки (5.2.1.4), причем константы ск не 
зависят от ш. Аналогично определяется локальная равномерность 
по ю оценки ф = О (А ). 

Если функция q>(x, h)£H(R") таков'а, что ц>(х, h) = 0{hN) 
для любого Л/, то будем писать, что ц>(х, А)— О (/О. 

Определение 5.2.1.2. Пусть ср (я. А) —заданная функция. 
Будем говорить, что у(х, h) = 0(hN), где N — вещественное 
число, если для любого натурального I и любого мультииндек-
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са а справедлива оценка 
•ЭаФ 

sup (1 + x2y 
*6R" дха (x, Л) <Ci,a-h •V-i-sl A6(0, l] (5.2.1.6) 

Как и выше, определяется (локальная) равномерность по 
параметрам co6Q. Впоследствии мы увидим, что оценки типа 
(5.2Л.4) .приспособлены для описания решения задачи Коши 
«в целом», в то время как оценки (5.2.1,5) хорошо описывают 
решение всюду, за исключением малой окрестности проекции 
множества «фокальных» точек «а многообразии с лагранжевым 
комплексным ростком. Следующее предложение устанавливает 
связь между этими двумя типами оценок. 

Предложение 5.2.1.2. Справедливы следующие импликации: 
(а) ф = 0(А^)--^ф---(3(А^); 

(б) ф-0(Алг)--^ф = о(АА'_' 
в) ф = д(А°°)^ф — 0(А~). 
Доказательство (а) вытекает непосредственно из определе­

ния (5.2.1,1) нормы || ф 1U./.. Докажем справедливость утвержде­
ния (б). Нетрудно видеть, что утверждение ф — 6(h^) эквива­
лентно следующему утверждению: 

f (1 +л2) 'ф(х, А)(1 — А2Д^((1 +ху<?(х, h))dx<ck,[k2N (5.2.1.6) 
R" 

( ы-?-\ для любых натуральных k, I, а утверждение ф — 0,А 2 J — 
следующему утверждению: 

п 

sup дха ((l+x^(x,A)) <Ct,0 • A * " -
- |oc| 

(5.2.1.7) 

для любого натурального I и любого мультииндекса а. Доста­
точно показать поэтому, что (5.2.1.7) следует из (5.2.1.6). 
Обозначим/, (л;, А)-=(1 + л2)'ф(х, А). Делая замену переменной 
x = hy и обозначая gt(y, A)=/-(Ay, А), мы получаем из (5.2.1.6), 
что выполнены оценки 

J Si (У, Щ (l —--")*& {У. Щ dy<cktih 2ЛГ-И £ = 0 , 1 , 2 . . . (5.2.1.8) 

(5.2.1.8) представляет собой квадрат обычной Соболевской нор­
мы, поэтому мы можем применить теорему вложения Соболева 
(см. [35]) и оценить все производные функции gi(y,h) 

sZ\^l'{,J-h) N-— 
<ci,a-h 2 

делая в (5.2.1.9) обратную замену у — -----, 
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получаем (5.2.1.7). 



Предложение 5.2.\.2 доказано, поскольку (в) следует из (а) и (б). 
Пусть К с R" — компактное множество. 
Определение 5.2Л.З. Функция ср (х, h)QH (R") называется 

сосредоточенной на множестве К, если, какова бы ни была 
окрестность U множества К, существует функция фи (х, /z)6H(R"), 
зиррфиС-^, такая, что ф —фу —0(h°°). Если функция ф сосре­
доточена на множестве К, мы будем иногда записывать этот 
факт следующим образом: з^зиррфсАГ. 

Пример 5.2Л.1. Пусть ф(л;-, $•--) —гладкая финитная функ­
ция, S(x/, -.j-) —гладкая функция, ImS (x/, i-j-)>0. Тогда 
функция 

f{x,h)^FiT-.xr [e*8^1 '1т\(х;, 6Г)| (5.2.1.10) 
принадлежит пространству Н (Rn) и сосредоточена на замыкании 
множества 

Г* (S, Ц>) == {х№ | ЯЕГ: (xIt S-)esupp Ф; 

Im5(x l t £г) ==0; хг=—Ц-(х,, Ег)|. (5.2.1.11) 

Действительно, функция е ср(хг,1г) принадлежит Н(Щ, 
так как все производные (А-Д..../|£_у(е*.А-?ф) ограничены при А----0 
и имеют компактный носитель, не зависящий от h. Следова-
тельно, f(x,h)£H(Rn). Пусть теперь СУ —окрестность множе­
ства rx(S,y), ей (х) — гладкая функция с носителем в U, рав­
ная единице в некоторой меньшей окрестности множества 
TX(S, Ф). Положим fu{x, h) = eu (x)./(x. А). Тогда разность 
f (x, h) — fu(x,h) можно, используя подходящее разбиение еди­
нице, записать в следующем виде; 

f(x,h) — fu(x,h)=> 

~^ф^е (Ь ЧЛХЛТ)<ИТ+ 

причем на носителе функции фх ImS(x/, &--•)----0, а на носителе 
функции ф2 -—— [xr-ij- + S(x/, Sj-)1 =т-= 0. Tax как 9i (х, •;--•) ==0 
при (х/, -.--) вне некоторого компакта, то lm S имеет на но­
сителе ф! (х,-.--•) минимальное значение, равное с > 0 . Отсюда 
следует, что при h{to}0 первый интеграл экспоненциально убы-
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вает, так же как !и его производные, и, следовательно, он 
равен О (А00). Второй интеграл можно интегрировать по частям, 
подводя экспоненту под знак дифференциале, сколько угодно 
раз, так как на носителе подынтегрального выражения гра­
диент показателя экспоненты не обращается в 0. При каждом 
интегрировании по частям будет возникать множитель А. Отсюда 
следует, что второй интеграл также есть О (А°°). 

5.2.2. Определим теперь псевдодифференциальные операторы 
в пространстве Н(R"). Пусть Ж(х, p. А)--гладкая функция 
от переменных x6R", p6R", A{in}[0, 1] (левый конец интервала 
включается!), удовлетворяющая оценкам 

JL**LX{x,Pth) 
дха др$ dhV v r ' 

<^,3,v ( 1+lxl + IPl)m. (5.2.2.1) 
для любых мультииндексов а, р, у и некоторого целого числа 
т, не зависящего от а, {3, у. Для любой функции ф(х, А)6 
6H(R") положим 

-Я" п 

|^Ф](х, А) = Г*6 
(2я/г) и/2 е* Ж{х, 6, А)<р(5, А)Л, (5.2.2.2) 

R" 

где ф(-1. К) = Fx^{(f(x, А)} — преобразование Фурье функции 
Ф(х, А). 

Предложение 5.2.2.1. Оператор Ж, определенный 
формулой (5.2.2.2). является непрерывным оператором в про­
странстве Н (R"). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как для любого натурального 
N имеет место тождество 

\Шу\(х, A) = 
ЯП 

- 4 

(2пА)' и/2 е л -(1 + je- + fc-)'vX 

X' -———тгФ(?. h)d\-
(1 + *» + БТ 

-у . 

= ̂ C,V(l + x 2yj> 
/ - 0 R" 

.t- .•%?(*, g, h) N_,~ .. , 

2 ^ ( 1 + л:2Л-(-А-Д^-/ф 
./-о 

(x, A), (5.2.2.3) 

где #-(*, p, A) - f{xJp'% и так как оператор -А2Д, 
и оператор умножения на (1 + x2) непрерывны в Н(Я.п), то 
предложение достаточно доказать для случая, когда фигури-
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рующее в оценке (5.2.2.1) число т — сколь угодно большое 
по модулю отрицательное. Возьмем m < - 2 n . В этом случае 
функция (5,2.2.2) может быть преобразована следующим 
образом: 

R-" 
0 „ 

ХЯ?(~. teJ, А) Ф (5, h)ctidvdw = 

^щп[ж^,-а), h)euy{x + hw,h)dvdw, (5.2.2.4) 
R-" 

где ,^(«, да, h)--=----—^ е-'(•"«+!--) .5̂  (х, .,, Л) dxdS — «обычное» 
R-" 

преобразование Фурье функции Ж. В силу оценок (5.2.2.1) 
о 

и свойств преобразования Фурье функция Ж(ъ, w, h) непре­
рывна и убывает при | v \-\-\w |-> оо быстрее любой степени. 
Нетрудно видеть, что функция eixv^(xJrhw, h) для любого 
kQZ+ представляет собой непрерывную функцию параметров 
1(1), w) со значениями в Нк (R"), причем имеет место оценка 

||в-™Ф (* + •—'. А)||*<.5'(1+|'о| + |а-|)*.||ф(д:1 А)||*. (5.2.2.5) 
Отсюда следует, что интеграл (5.2.2.4), определяющий Жщ, 
сходится в пространстве Нк (R'!) для любого k^Z+ и справед­
ливо неравенство 11.̂ f-ф|[л.-=<const-j|qp(|A., Предложение доказано. 

Определение 5.2.2.1, Оператор Ж вида (5.2.2.2) назы­
вается псевдодифференциальным или, точнее, 1/А-псевдодиф-
ференциальным оператором в пространстве Н (R"). Функция 
Ж(х, р, h) называется полным символом оператора Ж, а функ­
ция Жо(х, р) = Ж(х, р, 0)—-главным символом или гамильто­
нианом оператора Ж. 
••• П р е д л о ж е н и е 5.2.2.2. Пусть функция cp6//(R'!), 
К с R" — компакт, sing supp фс/С, Ж — псевдодифференциальный 
•оператор в Н (R"). Тогда sing supрЖуаК (это свойство —ана­
лог известного свойства псевдолокальности [34]). 

Доказательство. Так как Ж/ = 0(11са) для любой функции 
/==&(/г~) то достаточно показать, что если функция ц>(х, h) 
имеет носитель внутри компактного множества К (не зависящего 
от К), функция е(х)£С™ равна единице на д., то (1 — e(x))X 
Х[Жц>](х, h) = 0(/гга). Воспользуемся тождеством (5.2.2.3). 

Так как оператор —h-kx и оператор умножения на (1-f-x2) 
удовлетворяют требуемому свойству, то достаточно рассмот-
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реть случай оператора с убывающим СИМВОЛОМ (т<—-2п) как 
и в доказательстве предложения 5.2.2. Г В этом случае верно 
равенство 

{\-е{х))\Щ\{х, А) = 

^щщ-п[(\-е(х))Ж(хЛ, к)ц>(у, h)e^{x~y)dydL (5.2.2.6) 
R-« 

Так как -—(i;(jc — у)) = х — </-?--О на носителе подынтегрального 
выражения в (5.2.2.6), мы можем сколько угодно раз интегриро­
вать (5.2.2.6) по частям, подводя экспоненту под знак диффе­
ренциала. Повторяя эту процедуру n-\-N раз, получаем 

. / ^ ( 1 . 

(1-е(*))[Я?ф](*, h) = 

•е{х))Жт{х, \, К у) у (у, h)e^l{x'y)dyd^ 
R2rt 

где функция Ж(ы) (x> P> h, у) удовлетворяет оценкам 

<Ca M ( l + | x | + |p|)'"X 

XO + l x i r ^ (5.2.2.7) 
при увК, .x6st-pp(l —е). Отсюда сразу получаем --.-.(1—-е(.х))Х 

А 
Х\Щ\{х, h)QHN(Rn) и, в силу произвольности N,(1 — е(х))X 
Х\Щ\(х, h) = 0(h^). Предложение доказано. 

5.2.3. Пусть Ж"—-гладкое я-мерное многообразие, {(U,-, Wi: 
:Uj~+Rn)} — локально конечный атлас многообразия Мп. Мы будем 
называть Ф̂  допустимыми системами координат на Мп, а (Uj, Wj) 
допустимыми картами. Для упрощения изложения мы будем счи­
тать, что выполнены следующие предположения (которые 
на самом деле не являются существенными для наших целей): 
а) многообразие Мп ориентировано; б) допустимые системы коор­
динат согласованы с ориентацией многообразия М" и, более 
того, якобианы отображений перехода от одной допустимой 
системы координат к другой всегда равны единице. 

Кроме того, мы наложим на атлас {Ujr
 vFy-} условие, которое 

является весьма существенным: функции перехода ftj (x) = 
=—- (W-o-IrT-1) (JC) удовлетворяют оценкам 

•̂ n;(1 + |x|)<|/ i/(x)|<c2 i/(l + |x|)> cUJ, c2ij>0 

\£bfij(x)\«bif> I« |>1- (5.2.3.1). 

Из этого условия, в частности, следует, что если supptpcU^nUy,-
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9oWr-gH(R"), той (poW-.gH(Rn). Поэтому естественно следую­
щим образом определить пространство Н (Мп). 

Пусть {е;} —разбиение единицы, подчиненное покрытию {Uj}* 
Мы предполагаем, что функции ejoWj1 ограничены вместе 
со всеми своими производными. Через Н (Мп) мы обозначим про­
странство функций у(х, К), xQMn, зависящих от параметра 
/•6(0,1] и таких, что для всех j-.^ejoWJ1^!(Rn). Последова­
тельность функций {<.-•/}J_,1 называется сходящейся кОвЯ(M"), . 
если для каждого / последовательность {е/ф/оЧ?,?1}/!. сходится 
K0BH(R") . 

Разумеется, в том случае, если Мп — компактное многообра­
зие, пространство Н (Мп) и сходимость в нем не з'ависят 
от выбора атласа {(£/,•, Ф";.)}. 

5.2.4. Теперь мы можем определить псевдодифференциальные 
операторы в Н (Мп). 

Определение 5.2.4.1, Непрерывный оператор Ж:Н (А1п)-> 
->Н (Мп) называется псевдодифференциальным, если для каждой.: 
допустимой карты (U;, lFy) и функции ф6//(Л?"), сосредоточенной. 
на компактном множестве KcUj, справедливо соотношение 

$Ф=-ф1+д(/о. (5.2.4л> 
где 

i — (* 

Ф1 (x) - ek (х) . - ^ i 2 j e* х1Ж] {х, 6, Л) Fx^ \ek (x) q> (x, Н)Щ, h)dt-
Rn 

(5.2.4.2). 
В формуле (5.2.4.2) x = (xu .. .,x„) — координаты в карте 

[Uj, Wj}, Ж){х, !-, h) — определенная в L/;XR"X[0, l] функция,. 
удовлетворяющая оценкам (5.2.2.1), которую мы будем называть. 
полным символом оператора Ж в лддальных координатах 
(хи...,х„), eft(x) —гладкая финитная функция, supp^cU,.,. 
ek = \ в окрестности К. Из предложения 5.2.2.2 следует, что 
справедливость равенства (5.2.4.1) не зависит от выбора функ­
ции ek (x) с указанными свойствами. При рассмотрениях в локаль­
ной системе координат мы часто будем опускать сомножитель 
ek (x) в формуле (5.2.4.2) и ей аналогичных, если это не может 
привести к недоразумениям. 

Предложение 5.2.4.1. Пусть Ж—-псевдодифференциаль-
ный оператор в пространстве H(R"), x—X(x) — замена координат 
с равным 1, якобианом в R", удовлетворяющая оценкам (5.2.3.1),. 
х=Х(х) — обратная замена. Тогда оператор ц-+[Ж (уоХ)\°Х 
также является псевдодифференциальным, причем его символ 
G (х, р, К) удовлетворяет следующим условиям: 
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. О0(х(х),^Ц^Ур)^Ж0(х,рУ, (5.2.4.3) 

Gsub(-^(x). ( ^ 1 ) " p ) = ^sub(x. P). (5.2.4.4) 

где ^ s u b ( x , p) —субглавный символ оператора Ж, который мы 
•определяем следующим равенством: 

п 

-*,„„(*, Р) = ъ2ш^(*> P)-t*5K-(x> Р>Ь)\н~<>- (5-2.4.5) 

Доказательство предложения 5.2.4.1 содержится в До-
яюлненни. 

С л е д с т в и е 5.2.4.Г Пусть Ж — псевдодифференциальный 
•оператор в пространстве Н(М"). Тогда на кокасательном рас-
•слоении Т*Мп корректно определены функции Ж0 и ЖаиЪ — 
гамильтониан и субглавный символ оператора Ж- Действитель-
.-но, функции 

x = X(x), рЦ-^§-(х)Ур (5.2.4.6) 

.представляют собой хорошо известные функции замены коорди­
нат в •кокасательном расслое-нии [9]. 

3 а м е ч а н и е 5.2.4.1. Введенное нами определение псев-
.додифференциального оператора выглядит наиболее естествен­
ным для компактного многообразия Mn, так как мы фактически 
интересуемся лишь действием оператора на функции, сосредо­
точенные ва компактных множествах; тем не менее мы рас-
-сматфиваем некомпактные многообразия, потому ЧТО именно с 
этим случаем мы встретимся при доказательстве теоремы о 
квазиобратимости. 

5.2.5. При доказательстве теоремы о квазиобратимости нам 
•потребуется обобщение определения псевдодифференциального 
оператора на случай непрерывной, но не гладкой зависимости 
-символа от Аб[0, 1], которое мы сейчас и опишем. Пусть 
Ж(x, p , t . К) — гладкая функция от переменных x£Rn, p6R". 
-Аб[0, 1] непрерывно зависящая от параметра t6[0, 1] и удовлет­
воряющая оценкам (5.2.2.1) равномерно по х. Мы определим 

шсевдодифференциальный оператор ~ Ж в #(R"), отвечающий 
•символу Ж, формулой 

i — Г 
[Ж<?\{х, A ) - — - ™ е**Ж{х, k, к, А)ф(i., h)di, 

(znti) <J 

<¥(x,h)6H(Rn). (5.2.5.1) 
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Предложения 5.2.2.1 и 5.2.2.2 немедленно .переносятся на 
оператор (5.2.5.1), так как оценки .производных символа по h 
при их доказательстве не используются. 

О п р е д е л е н и е 5 .2 .5 .1 . Функция 
3e0(x,p,h) = 9e(x,p,h,Q) (5.2.5.2) 

называется главным СИМВОЛОМ оператора (5.2.5.1), а функция 
п 

%пъ(х, Р, h ) = 4 2 -дШт^- Р' h' ° ) _ 

— субглавным символом оператора (5.2.5.1). 
Заметим, что главный и субглавный символы оператора опре­

делены неоднозначно, так как если функция Жх (х, р, г, h) 
удовлетворяет всем описанным выше условиям и Жх (х, р, к, /z) = 
= Ж(х, р, h, К), то операторы Ж и Жх совпадают. 

Псевдодифференци&льные операторы в пространстве Н (Мп) 
определяются в точности так же, как и в п. 5.2.4, однако 
теперь уже нельзя утверждать, что Ж0 и Ж&иЬ—инвариантно 
•определенные функции на Т*Мп. Тем не менее, используя не­
однозначность определения этих функций, мы можем «подправить» 
их таким образом, что полученные функции уже не будут 
зависеть от выбора системы координат в Т*М". Доказательство 
ЭТОГО факта легко получить из предложения 5.2.4.1, используя 
разбиение единицы, введенное в п. 5.?. Далее везде пред­
полагается, что символы Ж (х, р, х, К) в различных системах 
координат выбраны таким образом, что главный и субглавный 
символы обладают СВОЙСТВОМ инвариантности. 

5.2.6. Пусть Ж = Ж{^) — псевдодифференциальный оператор 
в пространстве Н{Мп), зависящий от параметров cugR*, Мы 
будем говорить, что Ж непрерывно зависит от параметров ш, если: 

а) Ж (ы) непрерывно зависит от ш, как оператор в Н (Ма). 
б) Полный символ оператора Ж (ю) в любой . допустимой 

.локальной системе координат зависит от ш непрерывно и локаль­
но равномерно по ш удовлетворяет оценкам (5.2.2.1). 

в) (5.2.4.1) .выполняется локально равномерно по со для 
каждой функции ф, удовлетворяющей указанным в определении 
5.2.4.1 условиям. 

§ 5.3. Формулировка задачи Коши 
для псевдодифференциального оператора в Н(Мп) 

5.3.1. Пусть Ж — Ж (ш, t)— псевдодифференциальный оператор 
в пространстве Н(М"), непрерывно зависящий от параметров 
•iGlO, Т], w6&, где 2 —-компактное подмножество пространства R'. 
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Под задачей Коши мы будем понимать задачу определения. 
функции i|) = i|)(x. It, со, t)eH(Mn), непрерывно зависящей от пара­
метров t6[0, T\, u)gQ и удовлетворяющей соотношениям 

-ih д'Нх'д]' м' t] + [ff(a>, t)q](x, й,ш, 0 - 0 (5.3.1.1> 
op(x, h, ш, 0) = ^-(x, А, со), xG-M", 

где i|)o(x, h, со)—заданная функция из пространства Н(Мп) „ 
'Непрерывно зависящая от параметров а. Мы будем строить не­
точное, а асимптотическое решение задачи (5.3.1.1). 

Определение 5.3.1.1. Пусть N>2 — заданное натураль­
ное число. Функция tyN(x, h, со, t)QH(Mn), непрерывно завися­
щая от параметров со, t называется асимптотическим решением 
задачи (5.3.1.1) с точностью 0(hN), если равномерно по соб2». 
tG [0, Т] выполнены соотношения: 

-ih^-(x, h, и, *) + [&(ш, t)^N\{x, h, a, t) = 0{hN) (5.3.1.2> 

ypN{x, h, со, 0 ) - t 0 ( x , А, со) = 0(/г"_1). (5.3.1.3) 
Мы будем рассматривать задачу (5.3.1.2) — (5.3Л.З) только 

для .начальных данных чро (х, h, ш) специального вида. Общее 
описание рассматриваемого класса начальных данных будет 
дано в § 5.7; здесь же мы укажем ТОЛЬКО, ЧТО ЭТОТ класс вклю­
чает функции вида 

•ф0(x, h, <±>) = е <p(x, со), (5.3.1.4) 
где S(x, со) — гладкая функция на Мп с неотрицательной мни­
мой частью, ц>(х, со) —финитная гладкая функция на Мп. В ча­
стности, при S(x, <в) = 0 мы получаем начальные данные такого 
вида, который используется в доказательстве теоремы о квази­
обратимости. 

5.3.2. Пусть 
&e0{q,p,h,a, t) = H (q, p, h, со, t)-\-iH (q, p, h, m, t), / r . q o n 

(q,p)eT*M- (5.3.2.1). 
— главный символ оператора 3t{<a,t), Сформулируем пред­
положения относительно функции Жй, при которых на от­
резке [0, Т] будет построено решение задачи (5.3Л .2) —(5.3.1.3) 
с начальными данными вида (5.3.1.4) (для начальных данных. 
общего вида предположения формулируются в § 5.7). Пусть 
АсТ*Мп X 2 — множество точек (q, р, ш) таких, что (q, и) gsuppcp,. 
I m S ^ , со) —0, £==-—-(<.'. «О. (Заметим, что последнее условие в-, 
силу (5.2.4.6) не зависит от выбора локальных координат). Мы 
предполагаем, что выполнены следующие условия: 
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(а) Существует окрестность U множества Д и непрерывная 
положительная функция т — x(q, p, ш), (q,p,io)QU такая, что 
решение q = q(q0, p0, «, t), p = p(q0, pQ, ш, t) системы Гамильтона 
*(она инвариантно определена на Т*М [9]): 

Р=>-Ц-{Я'Р>°-<*>*)• q = ^L{q,p,0,u,t) (5.3.2.2) 

с начальными данными (qQ, p0, со) QU существует при 0 < t < 
< T ( ^ 0 , p 0 , и); 

(б) H(q, р, h, со, i ) < 0 при q = q(q0, p0,(a,t), p=-p(q0,p0,m,t), 
{Яо, Ро. ю) 6U, t (-7o> po, ffi) > t > 0. 

(в) Существует число е > 0 такое, что если х (<70, p0, <в)<Т, 
то Я (<7 (?0, po- №. * (-70. Ро. «-))> Р (ft. Ро. -о. t (<7о> Ро. а)). А, со, х (q0, 
р0,(й)Х—е. 

З а м е ч а н и е 5. З. 2. I. Из теоремы о непрерывной зави­
симости решения системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений от параметра следует, что если условия (а), (б), (в) 
выполнены, то при достаточно малых /г'тем же самым усло­
виям (возможно, для меньшей окрестности U и другого е > 0 ) 
удовлетворяет .и система 

P - - - f ( ? . A » l » , < ) l q=-^(q,p,h,(a,i). (5.З.2.З) 

Доказательство этого факта несложно и мы оставляем его 
'читателю. 

З а м е ч а н и е 5.3.2.2. Более простой, но и более ограничен­
ный вариант условий (а) — (в) можно сформулировать следующим 
образом: существует окрестность U множества Д такая, что 
при 2.6 [0, Г] существуют траектории системы с началь­
ными условиями из U, причем Н (q, p, h, со, <•.)<0 на этих траек­
ториях. 

5.3.3. Чтобы упростить обозначения, мы примем 'следующее 
•соглашение. Мы, как травило, будем опускать аргумент у рас­
сматриваемых функций; все встречающиеся оценки подразуме­
ваются -равномерными по coGQ. Так как доказательство равно­
мерности во всех 'случаях 'несложно, мы опускаем его из сооб 
ражеиий экономии места. Также мы -не будем отмечать каким 
.либо образом зависимость главного символа от К; таким обра 
зом, многие из функций, которые будут построены нами, , 
действительности зависят от h неявным образом -из-за того, что 
от h зависит главный символ; однако эта зависимость равно­
мерно непрерывна на всем отрезке [0, 1], включая точку 0, и 
потому никоим образом не сказывается на справедливости по­
лучаемых нами оценок. 
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дуа КЮ <c!!ia(f(y)y-M. (5.4.2.1). 

Индекс у y Os
y(f(y)) показывает, производные по каким пере­

менным оцениваются, что существенно, если имеется еще зави­
симость от параметров (по которым дифференцировать не надо), 
Если путаница невозможна, индекс у будем опускать. Естествен­
ным образом определяется оценка Оу (/) в том случае, если 
Ж — открытое подмножество некоторого многообразия, а также 
понятие равномерности оценки О* (/) по параметрам. Нетрудно, 
показать, что оценка Os

y(f) обладает следующими свойствами: 
(а) При фиксированной функции / множество функций вида 

Os
y(f) —идеал в кольце гладких функций в области -25; 
(б) Если g.-O'-OO, g2 = 0**{f), то £.g2-=0*+M/); 
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§ 5.4. Комплексное уравнение Гамильтона-Якоби . 
и уравнение переноса \ 

5.4.1. Решение задачи (5.3.1.2)—-(5.3.1.3) мы будем искать в | 
форме линейной комбинации функций вида \ 

Ф(АГ, t, A) = F r -_^ r V \(xi, Sr, t, h)\, (5ЛЛЛ) 
N i 

<?(x/, %T, t, h)= {sum}(—iAy .--_,(.*/, %r, t), 

Ic{\,2,...,n} (5.4.1.2) , 
Здесь S (xj, %T, t)=Si(xi, %T, t) + iS2(xi, £•--, г!) —гладкая > 
функция, S2(x/. •»/-• -)>0> 9J(XI> -r> t)—гладкие финитные функ- | 
ции, х-= (х, xn)~-локальные координаты на многообразии . 
Мп, отвечающие некоторой допустимой карте (U, W), множество [ 
FX(S> <Р) (см> пример 5.2.1.1) содержится в U. Умножая (5.4.1.1) I 
на срезающую функцию e----------(x), каки в определении 5.2.4.1, 
получаем корректно определенную функцию на Мп, с точностью 
до 0(/г°°) не зависящую от выбора срезающей функции. При 
рассмотрении в фиксированной локальной системе координат 
сомножитель £fr-—— (x) писать не будем. 

5.4.2. Получим, прежде всего, некоторые оценки для функций 
вида (5.4-1.1). Введем сначала следующее определение: 

Определение 5.4.2.1. Пусть /(г/) —непрерывная неотри­
цательная функция, заданная в области 25<zRft, g(y) — глад­
кая функция в области Ю. Будем говорить, что g(y) — Os

y(f(y)), 
где s — натуральное число, если для любого компакта АТс2) и 
любого мультииндекса а, | а | < s выполнена оценка 



(в) Если h(y, z)|2=0=-O*(/) и g = Oi(f), то h{y, g(y)) = 
- о ; (Л; 

(г) Если g(y) — Os
y(f (у)), у — г/ (а) — произвольное гладкое 

отображение со значениями в 25, то g(y{a)) = Os
a(f(y(o.))).. 

Доказательство (в) следует из тейлоровского разложения функ­
ции h(y, z); см. лемму Д. 1.1. 

Следующее простое свойство неотрицательных функций 
оказывается очень полезным при построении асимптотического 
решения задачи Коши. 

Лемма 5.4.2.1. Пусть / (у) — гладкая неотрицательная функ­
ция в области 25. Тогда д^- = 0 1 {У7Ш))-

Доказательства леммы вынесено в Дополнение. 
Получим теперь некоторые оценки для функции вида еп ср_ 
Лемма 5.4.2.2. Пусть S{x) = S, (x) + iS2(-x) — гладкая функ­

ция, S2(x)>0. Тогда верны следующие утверждения: (а) Пусть 
ср;- (x), j = 1 Л/ — гладкие финитные функции, р;-, j = 1, . . . 
. . . . N — попарно различные вещественные числа, 

i ЛГ 

/ = 1 

f(x, h) = 0(hs) тогда и только тогда, когда для всех j таких,. 
что ¥>j<s cp;.(x) = OJ-B-(S-(x)). 

(б) Если Ф (x) = Ф-(х) + М>2 {х) — гладкая функция, Ф2(х)>0,, 
Ф(л;) — S(x) = Os(S2(x)), s > 1, Ф2(.х;)^2(-*-) — гладкая не обра­
щающаяся в 0 функция, то для любой гладкой финитной функ­
ции <р (x) 

ет3{х)ц> (х) - е*Ф{х\ (х) - О (А---). (5.4.2.3). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) Пусть ср;. — 0J_P-/ (S2(.^)). Мы имеем:. 

с 5 / 1 Y ; V Л ^ ^ т» <сб—T)i L -5-^v J J 

V- a! APy-lYl/7v(jC| A ) . ? f - ^ ( x ) - ^ 5 < " V ) , 

/ (x, h) -= e* 5 W 2) A%, (-x). (5.4.2.2> 

. ^ 7 ! (a — v)! 

где F7(x, А) —полиномы от А с гладкими коэффициентами. Оц 
ним каждый из членов получившейся суммы. 

-) lal — i,Y|<--: — Pj. Тогда 
AI,--'7>Y(*lA).?rv,(-*)-^S<*> 

, P;-lYl ,0 , V..--P/-M-HYI -

< 

<const-A"- •(•M-*)) ; ' r -e * < 
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< const • /Гlvl • max г"*гМ+м. e~=Cons t. Л'-1*1 

->o 
2) |a| —|y |>s —py., то есть p — | f | > s — |a|. Тогда 

}ir^F4{x, h)-^f-^ (x)eFS(Jr>|<const-AP/'~lYl<const.Aj4a|. 
-s p Учитывая финитность функции <pj получаем: eh h J<Pj — О (ks); 

.остается заметить, что для случая $j>s эта оценка выполнена 

.автоматически. Обратно, пусть / (х, h) — 0(hs). Тогда при всех 
•he(o, 1] 

N 

2h Ч с*) 
j=i 

<c-h°-es'(x)l\ (5.4.2.4) 

Без ограничения общности можно считать, что s>0 , 0.>О, 
7 - 1 N. 

Пусть M— irmx S2(x) + 1. Устремляя в (5.4.2.4) h --> hk = 
н 

= е" 1 NSi{x)lM, k = 0 N— \ и суммируя по k, получаем 
N 

^lkj-1-Cj-(S2(x)fJ
4,J(x) 

У=1 
<c(S2(x)y, (5.4.2.5) 

/v-i 
где Х, = Л С; = е N*iM Р-. ~c^2iC-M~s-exp{s(k- 1 - JV) + 

ft=0 
J
rMeN+1 A}—не зависящие от х константы. (5.4.2.5) можно пе­

реписать так: || Av (х) || < с (52 (x))s, где 
1 . . . 1 \ 

Х1 . . . \ \ 
: : \, v^(cl(S2(x))\l(x),... 

1 J V - l ' " -, -V-'l / чА1 . . . Ajy / 

A = 

...,^(S2(x))%.v(x)). (5A.2.6) 
Поскольку числа \t попарно различны, определитель Вандермонда 
det-4-7--0 и поэтому || -v (x) \\ < const (S2 (x))s, то есть 

l9,(x)|< const •(S2(x)/_P/ (5A2.7) 
константа в (5.4.2.7) не зависит от х. 

Оценим теперь производные функций <p; (x). Это нетрудно 
сделать по индукции. Действительно, 

% (*• - 4 - 2 ""^^ + &>Г'Ъ # > S (5-4.2.8) 
У-1 / - 1 
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Применим к (5.4.2.8) ту же процедуру, что и выше. Если для 
данного j не существует такого k, что {-,==• р.,—1, мы сразу 
получаем для -—-• оценку 

•Эф/ - Р Г 
дх{х) <cons t -^ (х) ) 

Если же такое k существует, то мы получим оценку 
(5.4.2.9) 

j£L{x) + i,k{x)*S£L <const•(S2(JC))' p- '1 (5.4.2.10) 

Комбинируя (5.4.2.10) с (5.4.2.7) для ц>к(х), снова получаем 
.(5.4.2.9). Точно также оцениваются и все последующие произ­
водные. (б) Очевидно, справедлива формула: 

-^ih дх 
а Г 1 TSM тгФ(-"). <f(x) — e'l^~'(f»(x)\= 

^ M ^ ' - l } . (5.4.2.11) 
0<а . .. . 

Здесь Д (x) = Ф (x) — S(.x), Ep-i (.x, h) —ПОЛИНОМЫ от Л с гладки­
ми финитными коэффициентами. Поэтому достаточно показать, 
что 

7S(X) I 
•ih дх 

гД(лг) - . } <.-i3.hi-1 (5.4.2.12) 
на носителе функции <p(x. Л). При |р|----0 по формуле Тейлора 

Jk3^ {Js-ьм_ J = ^х)_еУ{х)
 = jM±). Д[вФМ+(1-в)5т = 

IS(X) Jzc-SM ^Ф(х) 
А 

Здесь ве[0, 1], c= min (Ф2(*)/52 (•*•)), 1тФ(х)>0. Так как 
.*gsi.ppcp 

|A(x)|<const-(S2)'!. то. повторяя оценку, проведенную в п. (а), 
получаем, что 

М-0 .cxcSM.Jr*<x) const / С ч , - 4'] <const-A*--, (5.4.2.13) 
и (5.4.2.12) доказано для ||-|=-0. При |(- |>1 мы имеем 

J W — ih- дх 
><*> - 1 all 

Ф(Х) 2л 
7<Р 

IvI-IPI-i X 

* ^ ^ - Х , 8 (-*.*), ах^-Р 
(5.4.2.14) 

где х о(x, Л) —полиномы от h с гладкими коэффициентами. 
Формулу (5.4.2.14) нетрудно доказать индукцией по ]р|. Так 
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как при 5>|y|—• |р] ду-М(х) | ^ _ / О Ч * _ м _ | р , 
: + - <c(S2) . то, повторяя 

дху р ] 
проведенную в п. (а) оценку, получаем (5.4.2.12). Лемма дока­
зана. 

Лемма 5.4.2.3. Пусть функции S (л:/, \т, t), ср,- (х7, $---, t), 
j — 0, . . . , N удовлетворяют указанным в п. 5.4.1. условиям, и 
пусть сверх того Ф; (х;> %т, t)—0"_y'(S2(x/,^r> t)) при j<s. 
Тогда функция (5.4.1.1) удовлетворяет оценке 

ф (х, t, h)=0(hs). (5.4.2.15) 
Доказательство немедленно следует из леммы 5.4.2.2, предло­
жения 5.2.1.2 и того факта, что преобразование Фурье —изо­
метрический изоморфизм Н (R*) на Н (R"). 

Замечание 5.4.2.1. При построении решения задачи Ко-
ши мы будем использовать, кроме Os(S2(x)), и более тонкие 
оценки Os(V S2(x)). Нетрудно видеть, что имеет место импли­
кация 

9-=02"(KS"2)=^9-Di(S2), (5.4.2.16) 
а обратная импликация не имеет места, за исключением случая 
s < l (при s < l обе оценки утверждают одно и то же, а при 
s = l достаточно применить лемму 5.4.2.1 к функциям S2(x) и 
S2(-xO + £<P(x)> где .- — достаточно малое число). 

Замечание 5,4,2.2. Нетрудно видеть, что поскольку 
функция я|э (x, t, К) интересует нас лишь с ТОЧНОСТЬЮ ДО 0(h°°),. 
мы всегда можем считать, что носитель функции (5.4.1.2) со­
держится в сколь угодно малой окрестности множества Г,-,,-_ — 
----•{(JCj.,.;---, t)\ S2(xr, ij, t) = 0}. В частности, условие неравенст­
ва нулю ®2(A:)/S2(x) (п. (б) леммы 5.4.2.2) на самом деле несу­
щественно, потому что в окрестности Г.г-,1- оно следует из. 
соотношения Ф — S = 0s (S2). 

5.4.3. Выясним теперь, как оператор —ih-rr-\-M, где Ж — 
псевдодифференциальный оператор, действует на функцию-
вида (5.4.1.1). Для того, чтобы сформулировать соответствую­
щую теорему, нам понадобится следующее. 

Обозначение 5.4.3.1. Пусть / (у) = / (ух ут),. 
У= {Уи • • •. ym)6Rm — гладкая функция, z = (г. zm)£Cm. 
Обозначим для каждого натурального s 

T*f(t/, z) = T*f{yu ZU y2, z2\ . ..;tjm, 2 j = 

- S i.-*-$-W. ФЛЛЦ 
| « i=0 иУ 

Таким образом, Tsf (у, z) — это отрезок из s членов формально­
го ряда Тейлора для функции / . 
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def 

Условимся также, что Tsf(y(o), z(a)) = {Tsf(y, .г)}|„_„(е0. 
Если некоторые компоненты вектора z равны 0, то их можно 
опускать, например, Tsf(yu 0; у2, z2) = Tsf (г/1; у2, z2). 

Теорема 5.4.3. 1. Пусть &С~псевдодифференциальный 
оператор с полным символом Ж(х, р, t, h), функции S (.*-, %т, t), 
Ф (x-, S—, t. Л) удовлетворяют условиям, указанным в п. 4. Г 
Тогда для любого натурального N имеет место следующее 
разложение: 

[_̂ ^ + ^ ]Р 5 _^ г { е И^'-Г' ' ) С р ( ^ / , [•_.. t, A)} = 

= FtT^r{J*S(*"*r't)&l")<p(.x,, £- t, h) + 0(hN)}. (5.4.3.2) 

Здесь .5s(jV) = S°(Ar> (А) —дифференциальный оператор, который 
имеет следующее разложение: 

• V - 1 

. 5 - W = 2 ( - i A ) ^ y , (5.4.3.3) 
/-о 

где 5-̂  —дифференциальные операторы порядка < / , не завися­
щие от h (точнее говоря, не зависящие от h явно (см. 5.3.3)). 
Операторы % и S8. имеют вид 

% dt 

+ Т™-Ж(х,; - f • -1дф §, 1Щ; V; *). (5.4.3.4) 

<ж д i (тм-ад**Л д (т™~-здЖ, д 
дг. • -̂  dprJdXj \ дх]-) d%j- ' 

+ 2 [^[dxjdx,'1 dp^pj^^ydlj-dlj-1 дхтдхт 

ъ^.^-тёЗА+Ф dl-dxj dpjdXj-J ' \ dxjdpj 

-1гдёщЬ}~ТШ^™ь- (5.4.3.5) 
В формуле (5.4.3.5) опущены аргументы у функций 

7,2.v-3__»j T2N-3 —г и Т_ д_. подразумевается, что они те же, 

что и у функции T2N~XMQ В (5.4.3.4). Операторы &>jt jф\ не 
содержат дифференцирований по t. 

Доказательство теоремы 5.4.3.1 мы приведем в Дополнении. 
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5.4.4. С л е д с т в и е 5.4.4. 1. Для того, чтобы функция 
(5.4-1.1) удовлетворяла 'соотношению (5.3-1.2), достаточно, что­
бы были выполнены следующие соотношения: 
dsixj, £ А г dst ds*. dst .as2. t . A _ 

= 0^r)(Vsl); (5.4.4.1) 

2(--А)-Э-Д(-«/. -г. -. A) — O w ( / S 2 ; Л). (5.4.4.2) 

Здесь мы обозначаем через 02Af(l/S2; h) любую гладкую финит-

ную функцию i{X[, %T, h, t)=^2lhkxlt{xi, %т, t) такую, что 
У=О 

X*(x/, tr> !() = 0 ( ^ / - ) ( / 5 2 ) при k<N\ функция ср задается 
формулой (5.4.1.2). 

Доказательство немедленно следует из леммы 5.4.2.3 и за­
мечания 5.4.2.1. 

З а м е ч а н и е 5.4.4.1. Нетрудно видеть, что соотношения 
(5.4.4.1)-(5.4.4.2) не являются необходимыми условиями (5.3.1.2)— 
вместо О ш (К.->г) в правой части этих соотношений можно было 
бы поставить 0^ (Бъ); кроме того, если соотношения (5.4.4.1)—-
(5.4.4.2) (ИЛИ их ослабленный вариант) выполнены, то в правой 
части (5.3.1.2), как это следует из теоремы 5.4.3.1 и леммы 5.4.2.2, 
•будет стоять выражение E-, ^х^(0(к^)), что в силу предложе­
ния 5.2.1.2 является более жестким условием, что 0{hN). 

О п р е д е л е н и е 5.4,4.1, Уравнение (5,4.4.1) называется 
комплексным уравнением Гамильтона—Ягоби (в JV-ом прибли­
жении). Уравнение (5.4.4.2) называется комплексным уравне­
нием переноса (.в /V-OM .приближении). 

5.4.5. В заключение этого •параграфа мы сформулируем не­
которые утверждения технического характера. Прежде ©сего, 
мы докажем лемму-, которая .показывает, что, при довольно 
сильных ограничениях, у «почти что замкнутой» 1-формы су­
ществует «почти что 'первообразная» функция. 

Лемма 5.4.5.1. Пусть непрерывная неотрицательная функ­
ция g (<x, t), agROT, г.6[0, оо) монотонно неубывает с ростом t. 
Пусть также заданы функция /-(а) и 1-форщ со в R"X[0, оо) 
Такие, что выполнены следующие условия: 

dco = 0*a(g), d /o -co |^o -O s
a (g ) . (6.4.5.1) 

(Запись ш-=0-(g), где ш —дифференциальная форма, по опреде­
лению означает, что все коэффициенты формы ш равны 0s (g)). 
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Тогда функция 
t 

/ (a , t) = / 0 ( o ) + f оо .(5.4.5.2) 
о 

(интеграл берется по отрезку прямой а = const) удовлетворяет 
соотношению 

df-n^OsJg). (5.4.5.3) 
Доказательство. Пусть i-gR-71 — произвольный вектор. Обозна­

чим через I — Г£,т,ла, т > 0 двумерную поверхность в R"X[0, со) 
состоящую из точек вида (a + s-S, .-')• SG[0, -с], г^е[0, ^]. Мы 
имеем: 

fdco--=j(da — d(d/))=f(cu — d/) — j ' (a-df)-
Г Г дТ (а,0) 

- j ' ( a» -d / ) = x-[a> (a. 0) —rf/(a, 0)] (Е)— 

- * [ш (а, *)-<*/(а, *)](•;) + о (х-) (5.4.5.4) 
(интегралы по двум из четырех отрезков, образующих контур 
дТ равны 0 в силу (5.4.5.2)). С другой стороны, в силу неубы­
вания функции g и оценки (5.4.5.1) 

\ dcu<c.x(max g(a + sl;, t))s = cig (a, t)*-\-o (т.). 
r -gio.ti 

Сопоставляя это с (5.4.5.4) и еще раз пользуясь (5.4.5.1) и не­
убыванием функции g, получаем 

- \®(*,t)--df(a,t)}(Z)<c-g(a,ty + o(\). (5.4.5.5) 
Переходя к пределу лри T{to}0, .получаем требуемую оценку для 
коэффициентов формы со—df в силу произвольности .-. Для 
оценки производных от коэффициентов формы (5.4.5.3) доста­
точно заметить, что если (3 — произвольный мультишдекс, то 
поскольку в (5.4.5.2) интеграл берется по отрезку прямой 
a = const, 

£„-,0_Jta^+J.». ,5.4.5.6) 
где форма <в<1-> получается из ш применением ко всем коэф­
фициентам оператора (-—•) • Таким образом, для оценки 

df—g-/)—M < W =(d/)<8> — -°(В> можно применить только что опи­
санный метод. Лемма доказана. 

Прежде чем формулировать следующую лемму, введем 
новое обозначение, которое обобщает обозначение Tsf. 
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Обозначение 5.4.5.Г Пусть Qi(a), Q2(a) — комплексные 
n-мерные гладкие вектор-функции переменных agR", и пусть 
det-—-(о.) не обращается в 0 в некоторой области 25, s —нату­
ральное число. Через Rs[Qi{to}Q2] мы обозначим оператор, 
действующий на определенные в -25 гладкие функции от a 
по формуле 

/?-[Qi-*Q-]/(<-)--- _ W ( Q 2 ~ Q l ) B -WfM- (5-4-5-7) 
IBI=o V l 

Здесь —j оператор формального дифференцирования, опре-
деленный в § 5. Г Отметим два частных случая: 

(а) Qi —Q2l R-[Qi{to}Q2]—тождественный оператор 
(б) Q- — вещественная вектор-функция,/(a)-=g,(Q1 (а)). Тогда 

/?-[Qi-*-Q-]/(a) = 7"fif (Qi(a), Q2(a) — Q1(a)). (5.4.5.8) 
Доказательство этих фактов несложно и предоставляется 

читателю. Пусть g(a) непрерывная неотрицательная функция 
Лемма 5.4,5.2. Верны следующие утверждения: 
(а) Пусть выполнены предположения, при которых определен 

оператор /?,s[Qi->Q2]. пусть, кроме того, Q1 — Q2=01(g). Тогда 
для любой гладкой функции /(a) 
-^-Ri[Q.->Q2]/(-.) = /^-^[Q1{to}Q2]5 | r /(a)+0-(g). (S.4.5.9) 

В частности, если det----------4=0, то 

ggr^-lQi---Q2l/(a)-=/?-[Q1{to}Q-]--|r/(a) + 0-(ff). (5.4.5.10) 
Если Qi(a) вещественно, то 

--4--" ' /(QiHQ-W-Qi (*))---
-'^T^(Ql(a),Q,(a)-.Q1(a)) + Os(g). (5.4.5.11) 

(б) Пусть Qi, Q2, / зависят от параметра t; det-.— -7--0 
и det d£-*0, Qx-Q2=Ol

a{g). Тогда 

---̂ -[Qi-*Q2] [--I--0igg--]/M) + O-fe). (5.4.5.12) 

Если Qi(a, t) вещественно, то 



-§fT'f (Q1 (a, t), Q2 (a, t) - Q, (a, t); i) =-

=-Q2Ts-^(Ql(a,t)lQ2(cJ)-Ql(a,t);t) + 

+ Т*4£-(--Ы-.. *), Q2M)-Qi(a, t); *) + -><£)• (5.4.5.13) 

(в) Пусть выполнены предположения, при которых опреде­
лены операторы / ^ [ Q i - x ^ ] , -^[•Зг-^'Зз] и пусть Q1—-Q2 — Ol(g), 
Q2 —•3з=01(£)- Тогда для любой гладкой функции / (a) 
R4Q2+Q*]&lQi+Q2]f(*)=Rs[Qi-+Q*]f(*)-\-OM{g). (5.4.5.14) 

(г) Пусть Qi (a) — Q2 (a) = О1 (g. (a)), Я (a ) -A (a)— O1 (g И ; 
A (a) — вещественная функция, /(a) = k (A (a)), det - p . --£= 0. Тогда 

•tf-[Qi{to}Q2]r-k(A(a), Я (a)-A (a))— " 
- Г ^ ( А ( а ) , /?MQi^Q2lH(a)~A(a))-f-0^1(g(a)). (5.4.5.15) 

В частности, если H(a) = A (a), Qx (a) —вещественная .функция, 
то 

^ / ( Q b Q 2 - Q l ) = ^k(h(Qi) I ™ ( Q b Q 2 - Q i ) -
- A ( Q 1 ) ) + o ^ ( g ' W ) . (5.4.5.16) 

(д) Если .-(е.). га (a) — вещественные функции, w (a)----O1 (g(a)), 
«о(a)— Ov(g'(a)), TO для любой функции / ( x ) 

T*f (q (a), ® (a) + в (a)) - -Г» / (? (a) + w (a), ti (a)) + 
+ 0 + 1 ( g » ) . (5.4.5.17) 

<e) Если Qi(a)—Q2(a) = Oi(g(a)), d e t ^ - ^ 0 , то 

^ " I Q i ^ Q ^ / W - ^ l Q i ^ Q ^ / H — G ^ ^ W ) (5.45.18) 
для любой функции / ; если /(a)==0*(g(a)), то и 

Rs IQi-+ Q 2 ] / (a) = 0* (g-(a)) (5.4.5.19) 
для любого s. Формулы (5.4.5.11), (5.45.13), (5.4.5.16) верны 
и без предположения, что d e t - ^ - - ^ 0. 

§ 5.5. Комплексный лагранжев росток 
и комплексная система Гамильтона 

В этом параграфе мы определяем геометрические объекты, 
которые в §§ 5.6 и 5.7 будут использованы как основной инстру­
мент для построения решения задачи Коши. 

5.5.1. Рассмотрим сначала простейший случай. Пусть Т*R"» 
i-s R2n — кокасательное расслоение пространства Rn. Координаты 
в ~*Rn будем обозначать (<~, p) = {qu . . . . qn, pi,...,p.tt), где 
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(.7i, .. ., qn) — координаты в Rn, (pi, . . . , pn) —'координаты в 
•слое 7,j*Rn. 

О п р е д е л е н и е 5.5.1.1. Многообразием с лагранжевым 
комплексным ростком (точнее, s-ростком, где « — фиксированное 
натуральное число) в T*Rn, зависящим от параметров собй, 
где 2cR'---некоторое подмножество, называется следующий 
набор объектов: 

(а) Гладкое многообразие L размерности п. Локальные 
координаты на L обозначим а = (а1 а„), 

(б) Гладкая по а и непрерывная по ш функция 3) (а, ш) на 
L X S j удовлетворяющая условию 25 (а, ш)>0. Функцию 25 (а, со)» 
следуя [21], мы будем называть диссипацией, а множество ее 
нулей обозначать через Г. 

(в) Гладкое по а и непрерывное по ш отображение 
i:LXS->7*Rn> («. <и)->(-7(а. «о), Р (а. ">))• (5.5.1.1) 

(г) Гладкое по а и непрерывное по ш отображение LX&{to} 
->C2 n , (a, d)){to}(P (а, ш), Q(a, ш)), удовлетворяющее условиям: 

W (а, ш ) ^ Р ( а , № ) - p ( o , a)) = 0 1 ( K S ) t 

г (a, u))sQ(rx, со ) -? (а, ш) = 01У<Ю) 

Здесь и всюду далее 0'(УЗУ) означает ОЪ,(УЮ~)\ дифферен­
цирование по параметрам (в том числе по t6[0, T], если t 
входит в число параметров) в оценках не производится. 
Индекс а нигде далее не пишем. Все оценки (локально) равно­
мерны по параметрам. 

г а п к с | 5 ^ _ ) , - Ш £ - ) — л при (а, ш ) еГ (5.5.1.3) 

[Р, Qhk-O^ (/¥), (5.5.1.4) 

где \Р, Q]jk — «скобки Лагранжа»: 

(д) Функция W(a,'co), гладкая по а и непрерывная по ю 
такая, что 

dW=PdQ+Os+1(V3)) (5.5.1.6) 
Функцию W (а, со) мы будем называть ^-функцией. 

Зависящее от параметров многообразие с лагранжевым 
комплексным ростком будем называть также семейством 
многообразий с лагранжевым комплексным ростком, параметризо­
ванным (062 и обозначать 2б = {Збш}<в6о-=(̂ » ^. 25, i, Р, Q, W). 
Иногда мы будем опускать слово «семейство» и писать просто 
«многообразие с лагранжевым комплексным ростком». 
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Пусть Q' с 2 — некоторое подмножество, 3/— {-й^}^.— 
семейство многообразий с лагранжевым комплексным ростком,. 
параметризованное ш62'. 

Определение 5.5.1.2. 3' называется ограничением (суже­
нием) 3 на подмножество 2', или подсемейством семейства 3„ 
если выполнены следующие условия: 

£.'•=£., 25 ' -% х £ у , i' = iUxQ. , (5.5.1.7). 
/ - ' - - - W = <>+2 (УЩ, Q -Q|£ x n . —O^2 (УЩ, 

W'-W\ixQ'=0*+2(V&). (5.5Л.8У 
Мы будем иногда применять термин «сужение» и в случае,. 
когда L—-открытое подмножество в L. 

Теперь мы определим понятие многообразия с лагранжевым, 
комплексным ростком в Т*Мп, где Мп — многообразие. Пусть: 
заданы многообразие L, множество параметров 2 и диссипация 25 
на LX2. 

Определение 5.5.1.3. Будем говорить, что задано семейст­
во 3 многообразий с лагранжевым комплексным ростком. 
в Т*Мп, если 

(а) Задано локально конечное открытое покрытие {VyJ/gV 
множества Г. 

(б) Каждому множеству V3 сопоставлена некоторая допусти­
мая карта T*U ] многообразия Т*Мп. Допустимой к&ртой. 
на Т*Мп мы называем карту вида T*U, где U — допустимая 
карта на Мп (см. 5.2.3). Координаты в T*U суть (^ qn,. 
Р\>--->Рп)> где (<7. <7„)•—допустимые координаты в О, 
a (pi, . . . . p„)—-двойственные к (<.•*. д„) координаты. 

(в) Для каждого J& задано многообразие V;- = (V,., 2, 3)f,. 
ij, P{j), Q{J), Wyi) с лагранжевым комплексным ростком в T*Uj 
(локальные координаты (q, р) задают вложение Ч?f:T*UjCT*Rn). 

(г) На пересечениях VjClVk выполнены условия согласования. 
i, = ift (5.5.1.9) 

23у = 25й = а), Wj = Wk (5.5.1.10V 

-(Js£3))+ c"e / 3>- (5-5лл,)' 
Здесь (а, a>)->(q(й)(а, со), р (а, ш)) — формулы, задающие отобра­
жение ik в локальных координатах (q{k), р{к)) в T*Uk. Равенство. 
(5.5.1.9) означает, что корректно определено отображение i:Lx 
XQ-+T*Mn, t\v =ik. (5.5.1.10) означает, что HaLX2 глобально-
определена функция W, W\vk — Wk. На самом деле достаточно 
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потребовать, чтобы было \r/—Wft==0J!+2 (1^.25). Тогда можно 
•определить с помощью разбиения единицы функцию W такую, 
•что W—Wk = Os+2(Y2)). Более подробно формулы (5.5.1.11) 
•выглядят так: 

Qu)[a, ^---(Г^ср,.*) (?(А)(а. Ш). Q(ft>(*. Ш)-<7(й)(а. «)) + 
+ 0-+2(KIJ), (5.5.1.12) 

Ри)(а, со)-—Т^(—^-)_1(^(й) (а, ш), Qw (а, ш)-

-^ )( а ,ш))р ( , )(а1ш) + 0-+2(1/Ж). 
Здесь cpjft — отображение перехода от координат ^ «а Мп к 
координатам q^. Проверим корректность определения 5.5.1.3. 
Для этого нужно показать, что условия согласования непроти­
воречивы на тройных пересечениях VjClVftflV- га ЧТО условия 
'согласования «е противоречат условиям (5.5.1.2) — (5.5.1.4), 
(5.5.1.6). Непротиворечивость условий согласования на тройных 
пересечениях следует непосредственно из леммы 5A.5.2, (г). 
Далее, .поскольку на пересечении T*Uj[\T*Ub. имеют место тож­
дества [9] 

Л*А*)=.°</Ал'' dP(k)^d4w = dPu)^d9Uy (5'.5.1.13) 
Мы получаем, используя лемму 5.4.5.2, (а), что 

PwdQw~PU)dQU) + 0^(Vm, _ 
[Pw,Q,*)]rm=[P(/),Q(y)U+0-+»fl/^, 

поэтому условия согласования не противоречат (5.5Л.4) 
и (5.5.1.6), непосредственно из (5.5.1.11) и определения опера­
ции Ts+l следует, что (5.5.1.2) не противоречит условиям согла­
сования, наконец, из леммы 5.4.5.2, (а) и формул (5.5.1.2) следу-
•ет, что при (а, м)бГ 

где А-—матрица Якоби диффеоморфизма ср ,̂ и поэтому 

—=№.ЗД--—-№-.^ 
.Корректность определения 5,5.1.3 показана. 

Пусть Q—подмножество множества S. 
Определение 5.5.1.4. Семейство X' многообразий с лагран-

жевым комплексным ростком в Т*Мп называется подсемейством 
• семейства .5? если из покрытия {у)} можно выбрать подпокрытие 
{VQJ} такое, что V"0Jf]Vjf]Q', одна и та же допустимая карта 
\T*Uj сопоставляется и V'0/ и V]г и каждое семейство Р"0/ 
.является Сужением семейства Wj. , ' , . . , . 
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З а м е ч а н и е 5.5.1Л. Все рассматриваемые функции на Lx 
X {Omega} достаточно считать определенными в произвольно малой 
окрестности множества Г. 

З а м е ч а н и е 5.5.1.2. В дальнейшем параметры ю, как пра­
вило, будем опускать, подразумевая при этом, что они присут­
ствуют. Множество Vj будем для краткости называть допусти­
мыми системами координат. 

5.5.2. ПустьfflQ(л:, р, t) = H {x, р, t)-\-iH{x, p, ^—некоторый 
гамильтониан в Т*Мп, {.2̂ }<g[o,.-i — семейство многообразий с 
лагранжевым комплексным ростком в Т*Мп. 

Определение 5.5.2.1. Семейство {£t} ассоциировано с гамиль­
тонианом Ж0, если выполнены следующие условия: 

(а) Функции q(a.,t), p(a,t) задающие отображение i:LX 
Х[0, Т]-+Т*Мп, удовлетворяют системе Гамильтона, которая 
инвариантно определена в r*M"([l]) 

q=Hp(q,p,t), p=-Hq(q,p,i). (5.5.2.1) 
(б) Диссипация удовлетворяет условию 

t 

3} (а, 0 -25 (а, 0) — j H (q (а. t), Р («, t), t) dx. (5.5.2.2) 
о 

(в) В каждой допустимой системе координат соответствую­
щие функции Р(а, t), Q(a, t) удовлетворяют комплексной систе­
ме Гамильтона 

P=-T**l%g*-{q,Q-q\p. Р-р;Ц + 0<+*(УШ) 
дх _ (5.5.2.3) 

Q^T^-^-(q, Q-q; p, P-p; *) + 0-**(У_-) 
(г) W—-функция в каждой допустимой системе координат 

удовлетворяет соотношению (дифференциал по переменным a, t) 
dW=PdQ-T*M(q,Q-q;p,P-p; t)dt + 0*+l{V®~)- (6.5.2.4) 

Определение 5.5.2.2. Пусть .3̂ 0(x> P> 0 — гамильтониан, 
-•-•о» {%t}t£io,T\ — семейства многообразий с лагранжевым комплекс 
ньш ростком в Т*Мп. Семейство {£t} называется сдвигом 5£ 
вдоль комплексной системы Гамильтона, отвечающей Жо, ест. 
семейство {Xt} ассоциировано с Жй и 20 — сужение {Xt} на 
{t = 0}. 

5.5.3. Георема 5.5.3. Г Пусть -Ж- —многообразие с лагран­
жевым комплексным ростком. Пусть траектории системы (5.5.2.1) 
с начальными условиями (q (0), р (0)) = (q0 (а), р0 (а)) == i0 (а) суще­
ствуют при 6̂[0> Т\ и Я (q, p, i )<0 в окрестности множества, 
заполняемого этими траекториями. Тогда существует сдвиг 
{Xt} многообразия iS0 вдоль комплексной системы Гамильтона, 
отвечающей Ж0(х> Р> t). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала «локальную» си­
туацию, когда Mn —R" и r*R";=-.R2", задана всего лишь одна 
допустимая система координат. Найдем, прежде всего, решения 
системы (5.5.2.3) с начальными условиями P\i=o = P0(a), Q|?=o = 
= Q0(a). Для функций г (а), w(a) (5.5.1.2) эта система может 
быть переписана следующим образом: 

(z \ = (Mpqz + Жрр® + 1НР (д, p,t) \ 
\w) \-Mqqz~Mqpw-iHq(q,p,t)) 

+ < (* j , 5 (a, z, »)(£) > +0^(VWh {Dl^ASo) (5-5"ЗЛ> 
Здесь В (a, z, и;) —полином от компонент z, w с гладко завися­
щими от а матричными коэффициентами. Пусть A (a, t)—матрица 
2лХ2п, удовлетворяющая соотношениям 

А - ( %» 1РР)А, А | « - £ . (5.5.3.2> 

Лемма 5.5.3.1. Функция Ш(<~, t) = A(a, f)i\^^{a, t), где 
вектор-функция YJ (•*+-) (а, )̂ определяется рекуррентным образом: 

' v ; .3 v ' J\—Hq(q{a,x),p(a,x),x)J ' V--V' 

--(«(a, 0-=^A--(a, *) ( _ # P ) (a> •)-*«+ 

+^A-1<A7)(*--), Я(а, A7](---i)).^71<*-i)>rft + p J 1 
и 

Ы s + 1. (5.5.3.3) 
удовлетворяет системе уравнений (5.5.3.1) и оценке [т\==Ох(УЩ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем прежде всего, что ")(-) (a, t) = 
— О1 (УЩ- Мы получаем, пользуясь неравенством Коши — Буня-

ковского и леммой 5.4.2.1, а также тем, что •—• >0: 

и 

Далее, пользуясь формулой 
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... 
•7j(*+i)_^(*).= f A - - { < A-qW, 5 (a, .A{cdot}yj(*)) Л--.*> > — 

о 
— <Ат)(*), 5 (a, А--(*"1>)---1(*-1,>}^ 

и уже полученной оценкой для 7,(°), легко доказываем по индук­
ции, что 7](ft+-) — 7)(ft> —Oft+2(-25). После этого непосредственной 
подстановкой нетрудно убедиться, что функция A(a, t).-.-i(-+1>(a, t) 
удовлетворяет уравнению (5.5.3.1). Кроме того, из полученных 
оценок для 7,(°) и 7)(*+-)— 7)(ft) следует, что (щ.| = 01("|/®). Лемма 
доказана. 

Таким образом, построено решение системы (5.5.2.3), удов­
летворяющее условию (5.5.1.2). Проверим выполнение условий 
(5.5.1.3), (5.5.1.4). Пусть (a0, t0)er. Из формулы (5.5.2.2) и не­
положительности функции Й следует, что (а0, t)gr при i6[0, ^0]. 
Пусть переменная P6R". Выберем матрицы A, В таким образом, 
чтобы функции P ( a , p, t) = P{a, t) + A$, Q(a, p, 2.) — Q ( a . t ) + E P 
удовлетворяли условию 

j (a, p, r j = - a e i д7~Гр) 
а=-Со 

что возможно, так как условие (5.5.1.3) выполнено при t=--0, 
a = a0. Из леммы Д. 1.3 следует, что 

- % — ^ — /(а, Р, - ) ( | / ^ ( * . Q - * Р.Р-П * ) - " 

-ТздЩт{д' Q~q' P' P~~P] t))+°sn(V^) = Osn0r^)> (5.5.3.4) 
откуда, так как (a0, t)& при t6[0, t0], J (a0, p, г,0) —./(a0, p, 0)-~--0 
и, следовательно, rank!-----(a0, /0), -^(a0, t0) 1==/г. Вычислим 
теперь —[.Pi Q]jk- Мы имеем, пользуясь леммой 5.4.5.2 

+ О " ( ^ = _ Г* - £ § | g - - Т * Щ ; £-+0-+- (1/5) (5.5.3.5) 

dt \da,j I dpdx daj • dpdp day ' Ч ' ' 

dt 1И> У!/.-— daj dt [da,k)~T~ dah dt [ daj j dak dt { daj J 

d£D что получается непосредственно из (5.5.3.5) и, так как -—->0, 
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отсюда сразу следует (5.5.1.4). Рассмотрим теперь 1-форму 
«>=PdQ-T^M(q,Q-q;p,P-p;l)dt. (5.5.3.7) 

Докажем, что do — 0-+1 (VW). Действительно, непосредст­
венным вычислением получаем (используя лемму 5.4.5.2) 

da = dPAdQ — cl(Ts+lffl(q, Q — q; р, P — p; t) ДЙ = 
= 21-° , QUdaj^da. + ^P-^dtAdaj^ 

jtk J • 

+ 2 -щ <5-*-,л<« -•-!-• (-""Ж) <.«/Л<я= 

--?«-™-£)&+(г~£Ш--.л*-- . 

+ 0-+-("КЮ==<->+1(К®). (5.5.3.8) 
Положим 

t 
W(a, 0 = ro(a) + jco. (5.5.3.9) 

о 
(Интеграл берется по прямой a —const). Из леммы 5.4.5.1 сле­
дует, что выполнены соотношения (5.2.5). Таким образом, тео­
рема доказана для «локальной» ситуации. Перейдем к рассмот­
рению общего случая. Построим прежде всего решение систе­
мы (5.5.2.1) и функцию (5.5.2.2). Нетрудно видеть, что можно 
выбрать локально конечное покрытие {V}) множества T c L X 
X [0. -Г] таким образом, чтобы каждое множество V& {Vj} пред­
ставляло собой прямое произведение 1/ = \/1ХА, где V\—откры­
тое подмножество в L, Л —либо полуинтервал вида (0, /.], или 
t, Г], либо интервал вида (t-, t2). Пусть K — VjXA. V = VX ХА» 
/f]^¥=0- Покажем, что соотношения (5.5.1.12) сохраняются 
Фи сдвиге вдоль системы (5.5.2.3), то есть, что если при 
ag^iПVi, .̂ 06ЛПА выполнены соотношения (5.5.1.12) и наборы 
функций (P(a, t), Q'(a, г.)) (соответственно (Я (a, t), Q(a, z.)) удов­
летворяют каждый своей комплексной системе Гамильтона 
(5.5.2.3), то соотношения (5.5.1.12) выполнены при аб1/,-П1Л, 
t.gAnAn(to> °°). Д л я этого вычислим 

-£- {Q (a, t) - Т^Х (q (a), Q (а) - q (а))} = 7™ Щ- (q, Q - q; р, 

P-p;t)-T^ -g- (q (a), Q (a)-q(a)) X 7*+1 *§-(q.Q-q\ P. 
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так как 
P - p ; t) + 0-'+2(V/"2) ) = 0^2(К.2)), 

д&е (v,„\ (<дх\~\. \ дХ , .. дЖ , ч 

\ дх др 
= T4*(20-h){g,Q-r,p,P-Pii) = 

= T^^-Q> Q-r,P, P-h t)+o^(\n5)t 
dp 

согласно пункту (г) леммы 5.4.5.2 (здесь мы обозначили через к 
диффеоморфизм WoW-1). Отсюда мы получаем: 

Q (a, t)-T**lX (.7 (а, t), Q'(a, t)~q (а, t)) = 
= Q (a, t) - T-+2X (q (a, t), Q (a, t) — ? (a, 0) + О * ( К Ю — 

=o e +-(KS") . (5.5.3. io> 
Аналогично показывается и справедливость второго из соотно­
шений (5.5ЛЛ2). Построим теперь функции P(a,t), Q (a, i) для 
каждого из элементов V покрытия {V,-}. Без ограничения 
общности можно считать, что если ^{V/}, V — V] X(ti, h)* 
то точки вида (a, t-), agV- лежат внутри координатной окрест­
ности на Т*Мп отвечающей V. Пусть 2,0с:{УЛ—множество' 
всех Ve{Vj} вида V = V, X\0, t). Пусть V=1/-X[0, t) 6Е0, 
V-c IJ Vu!, где V0i — покрытие, отвечающее многообразию 

с лагранжевым комплексным ростком Х0. Пусть {e^j^j — разбие­
ние единицы, отвечающее локально конечному покрытию окрест­
ности V1 окрестностями V0j. Положим для aQVl 

'^^U2]e/(.)^(«) QoW/ = _ J ^ W l Q o ; ( a ) / ' 

Poji*) где {Q0i /J]-функции, определенные на пересечениях V1 fl VQj 

формулами 
-o;(a) = r^(('-g-)"1(.7,Q-^)-A 

Q 0 ; . (a) - r^X( ?~,Q-^) , 
где .7, C.J, Р - функции, определенные в V0;, а X (x) - функция 
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замены координат, отвечающая переходу от V0J к V,. С по­
мощью системы (5.2.4) мы теперь можем определить функции 
•(Р (а, ;•:), Q (а, t)) для всех У&0, причем проведенные выше рассуж­
дения показывают, что условия согласования (5.5.1.12) на пере­
сечениях окрестностей VgE- выполнены. Пусть теперь E-c{V,-} — 
множество всех V&{V]}, V — V1 X(ti. h) таких, что 1/-Х{^}с 
с: U У. Точно такие же рассуждения позволяют определить 

функции (Я, Q) для VGEi; затем можно рассмотреть множество 
Т.2 и т. д. Так как покрытие {У}} локально конечно, то (мы 
•считаем L паракомпактным и счетным в бесконечности) {Vj} = 
— U Sft и указанная конструкция дает возможность построить 

*-о 
функции (Р, Q) для всех УВ{У^-

Для завершения доказательства теоремы осталось построить 
функцию W (a., t). Обозначим через о-у заданную в У 1-форму 

<uv=*PdQ-T^m(q,Q — q\p,P — p\f)dt. (5.5.3.11) 
Форма щ удовлетворяет условиями draw— О-"1"1 ("|/"25), соглас­
но (5,5.З.8); (QV~QV)\VV==OS+1{V3)) ИЗ (5.5.1.14); поэтому, 
если {ек} —разбиение единицы, подчиненное покрытию {Vj}, то 
форма 

©= ^ , ev®v (5.5.3.12) 
vG{Vj} • 

удовлетворяет условиям: 
{<й-шу)\у=0^{У"3)) (5.5.3.13) 

da = ^i(devAav-\-evdcay) — 2 eyd.ay + (2с?еИЛю + 

+ 2 V K - ( - ) - = 0 , + 1 ( V r - 5 ) . (5.5.3.14) 
v 

Определим теперь W (a, t) формулой (5.5.3.9), где ю задается 
формулой (5.5.3.12). Из леммы 5A.5.2 следует, ЧТО выполнены 
соотношения (5.5.2.4), и теорема доказана. 

5.5.4. Мы сформулируем здесь важное свойство миогообра-
ЗИЙ с лагранжевым комплексным ростком. 

Лемма 5.5.4.1. Пусть а0еГп1Л Ve{V-}, (P,Q) —вектор-
функция, задающая лагранжев комплексный росток в системе 
координат, отвечающей V. Существует такой наоЪр индексов 
/ с { 1 , 2 , . . . , n} , что 

д (Qj, Рт) det д^~^^=°- (5-5 А 1) 
Доказательство см. в [21], [46], [1]. 
Эта лемма носит название «леммы о локальных координа-
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тах», .смысл .которого станет ясен в следующем параграфе. 
Результат леммы можно сформулировать и следующим обра­
зом. Обозначим для V6{Vj} через Uv, - открытое множество 

г d(QJtPr) ) 
Uv,i = W | d e t — i ~ - — = £ 0 . (6.5.4.2) 

(Здесь P,Q — функции, задающие росток в системе координат, 
соответствующей V). Тогда 

TaijUvj. (5.5.4.3) 
v,i 

Множества Uv,i будем называть зонами на L. Если / = 0 , то 
зона Uy.i н&зывается неособой. Точки абГ, не лежащие ни 
в одной неособой зоне, называются фокальными точками. 

§ 5.6. Решение задачи Коши «в малом» 

В этом параграфе мы построим, .используя конструкцию се­
мейства многообразий с комплексным лагранжевым ростком, 
решение задачи Коши (5.3.1.2) — (5.3.1.3) с начальными услови­
ями типа (5.3.1.4) «в малом», то есть для малых t>0. 

5.6.1. Пусть X — многообразие с комплексным лагранжевым 
ростком, точка o.06rnU./,/. Оказывается, что мы можем в этом 
случае определить с ТОЧНОСТЬЮ ДО О-"1"1 (УЗУ) оператор Rs

Xl,i~, 
который сопоставляет гладким функциям на L, определенным 
в окрестности ТОЧКИ а0, гладкие функции на R", определенные 
в окрестности точки (х], ^ ) — (-7-(а0). Pj (-О)-

Л е м м а 5.6.1.1. При сформулированных выше предположениях 
существует определенный в окрестности точки <х0 диффеомор­
физм a->-(jc/(a), -.--(a)), который мы будем называть у-отображе-
нием такой, что 

xi («) - Qi (a) = Oi (V®), tT (a) — PT (a) = О- (ГЩ• (5.6. 1. l} 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 
Xl (a) = Re Q/ (a) + X Im Q, (a), . . . . , „ 
S -> )=ReP r (a ) + HmP7-(a). (b.b.1.2) 

Якобиан отображения (5.6.1.2)—полином от %. Поэтому, если он 
равен нулю в точке а0 при всех A,6R, то он равен нулю и при 

д (Q,, Рт) 
% = i, что противоречит условию det —- (ао)=/=0. Таким 
образом, можно выбрать X&R. так, чтобы (5.6.1.2) было диф­
феоморфизмом в окрестности точки а0. Условие (5.6.1.1) выпол­
нено, так как 

Im (Qf, PT) = Im (zIr wT) = O- (V®). 
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Пусть теперь .? (а) — функция, определенная в окрестности 
точки <х0б£. Положим 

[Л/ЛГт](*/.б7)--{-^[(^)^(?г)]^в)} , (5.6.1.3) 
a-=-i(.r;,l;--) 

где а (Х{, Чу) — решение системы уравнений x/==x/(a), kr = •;-- (a), 
определенное в окрестности точки (xj (a0), •---• (a0))--= (<?7 (a0), p7 (a0)). 
Положим также 

d(x/,-;r).= 25(a(x/,^)). (5.6.1.4) 
Лемма 5.6.1.2. Пусть (x?] (a), &£• (a)), (xf (a), i-f (a)) два 

разных •у-отображения, определенных в окрестности точки а0. 
Тогда построенные с их ПОМОЩЬЮ операторы (5.6.1.3) и функ­
ции (5.6.1.4) в окрестности точки (qT (a0), pT (a0)) удовлетворяют 
соотношениям: 

d(:)(x/> 4T)<cd{2)(xr, tr), d<2)(x/. 5г)<с-*(2)(*/, 5Г) (5.6.1.5) 

[ ^ V ] ^ ' г̂) = [^/\-ср]^' ^r) + °sn(Vd) (5.6.1.6) 
для любой функции ср. (Мы не ставим индекс у d в форму­
ле (5.6.1.6), так как согласно (5.6.1.5) в качестве d можно брать 
любую из функций d(1) или d<2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим для краткости (х/, %т) — у, 
(Q/, -РГ) = К. Мы имеем d(1) (y^ (а)) = 25 (a); d(2) (у(2> (a)) = 
= .25 (a<2> (у*1-1 (a)))--=25 (a-fa (a)), где а(а) — решение уравнения 
t/(') (a)=— //(2) (a + a(a)); это уравнение в точке a0 имеет решение 

ди<2) 
a(a0)=-0; так как det- da Ф 0, то существует решение 

CU=-=CXQ 

o(a) в окрестности точки а0. Покажем, что <-(а)-= 01(]^Ж(а)). 
Действительно, по лемме Д.1.1, r/(1)(a)= i/(2)(a)+-|— (а) а (а) + 
+ <а(а), F(a)a(a)>, где F (а) — гладкая матричная функция; 
отсюда 

|hWII<c(||^4«)-y(2)(«)ll+ihWII2) 
в окрестности точки а0. Так как о(а0) = 0, то в некоторой 
меньшей окрестности точки а0 || о (а) || < -----, откуда || о (-.)]]< 
<2с || y<]. (а) — у(2> (а) || < const К2) (а) в этой окрестности. Опять 
пользуясь леммой Д.1.1, получаем 

25 (a + -(a)) = 25 (а) + <а(а). -Ц- (а) > + < а(а), G(a).c(a) ) . 
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Так как а (а) == О1 (К® (а)), ^ = о1 «У.® (а)) по лемме 5.4.2.1, 
то 25 (а + -за) < const 33 (а), то есть доказано первое из нера­
венств (5.6Л.5); меняя #(-) и г/<2> местами, получаем доказа­
тельство второго из неравенств. Докажем (5.6.1.6). Мы имеем 

\Rsy(l\Wl)ip))=RslY-*y(l)W, \Rf\W2)(<*))=R'W^-ywXw 
[Rf\\ (t/W (a)) --= T* (Rf\) (yW (a), yl*> (a) - yW („)) + 

+ 0 + 1 (j/d) — ̂  [г/Ш {to} yW] "••» [Y{to} y(D] ф + 0 + 1 (J/d) = 
= #-[r{to}«/<2>]<p + O i+1(Kd), 

последнее равенство в силу п. (в) леммы 5.4.5.2. Лемма доказана. 
О п р е д е л е н и е 5.6.1.1. Пусть <Х06ГГТ-Л--,/. Функция 

Sr(xf, zT) = #£ir{W-PrQr}, (5.6.1.7) 

определенная в окрестности точки (д7 (а0), рг (а0)) называется 
действием (точнее, (x/, £,у-)—действием), отвечающим много­
образию X с лагранжевым комплексным ростком в окрестности 
точки a0, a функция 

Ф/(о) = 5(^ / (а ) , 5-(о)) (5.6.1.8) 
— (Xf, tT) — фазой в окрестности точки <х0. В случае 1—0 
индекс I будем опускать. Заметим, что в отличие от действия 
фаза не обладает свойством независимости от выбора у-отобра-
жения. 

О п р е д е л е н и е 5.6.1.2. Многообразие с комплексным лаг­
ранжевым ростком называется диссипативным в точке a0gr flUv,/. 
если в некоторой окрестности точки (q/ (a0), рт (а-)) мнимая часть 
(X/, ^-действия (5.6.1.7) удовлетворяет неравенству диссипа-
тивности 

c-d(x/, i . r )>S/ 2 (x/ , \r)>cxd{xi, tr) (5.6.1.9) 
с некоторыми константами с, ci>0. Многообразие с комплекс­
ным лагранжевым ростком называется дисснпативным, если оно 
диосилашвно в каждой точке множества Г. Из леммы 5.6.1.2 
следует, что свойство диссипатинности не зависит от выбора 
^-отображения, в § 5.7 будет показано, что если точка «-.--Г 
лежит в пересечении зон, то выполнение неравенства диссипа­
тивности для одной зоны влечет эа собой его выполнение и для 
другой зоны, так что определение 5.6.1.2 не приводит к противо­
речию. 

Рассмотрим теперь вопрос о том, как по заданной гладкой 
функции S (хг, •;•--) с неотрицательной мнимой частью S2 (x/. •=/-)• 
определенной в окрестности точки (x/0, Sj0), построить диссипа-
тивное многообразие с комплексным лагранжевым ростком X 
такое, что функция S (Х/, %т) представляет собой (с точностью 
до 0+2(|/"d))(x-, Sr) — действие, отвечающее X. 
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Конструкция X не единственна, и мы лишь докажем суще­
ствование £. 

Лемма 5.6.1.3. Пусть a->(x/(a), !=-- (a)) — произвольный диф­
феоморфизм некоторой области L на окрестность точки (xro, S/o)-
Формулы 

g-(~.)-x-(~.) /»/(o)=—;(^(а)' И а ) ) (5.6.1.10) 

?г(-)=-|:(л '(«). И«)) М«НМ<-) 

Q/(•--)---•-*-(«) P / ( a ) = ^ ( x / ( a ) . ? г («)) ,g 6 > 1 n ) 

Qr (a) = - | г ( * - («)• «г (a)) рг (a) = -г (a) 
.S.5(a) = S2(X/(a), 5- (ex» (5.6.1.12) 

W(*)=S(xj(a), E r ( a ) ) - 5 r ( a ) #7 (x / (« ) • И " » (6.6.1.13) 
s / 

задают диссипативное многообразие с комплексным лагранжевым 
ростком, и S (Xf, %y) — (xi, Sj-) -действие на X (утверждение 
леммы верно при любом s). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценки (5.5.1.2) следуют из лем­
мы 5.4.2.1. 

Далее, из (5.6.1.11) следует, что dS = PrdQr — QjdPT, отку-
хъ. легко следует, что [Р, Q]-ft--=0, dW = PdQ. Лемма доказана. 

5.6.2. Пусть теперь {Xt} — семейство многообразий с лагран­
жевым комплексным ростком, ассоциированное с гамильтонианом 
..^0(x, p, t) и пусть (a0> t0)£TOUVli. 

Лемма 5-6.2.1. (х/, •;--) —действие S/(xr, •;•--, t), построен­
ное по {£t} в окрестности точки (a0> t0), удовлетворяет урав­
нению 

dS/ m .„ / dSn dS, dSr dS, \ 

= 0-+-(yr.J). (5.6.2.1) 
С л е д с т в и е 5.6.2.1. Если семейство {!£t} диссипативно в 

точке (a0, t0), то S/{xi, S- t) удовлетворяет комплексному 
уравнению Гамильтона — Якоби (5.4.4.1) при S—2N — 1. 
_ Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем доказательство для случая 
/ = = 0 ; общий случай сводится к этому, если переобозначить 
Pr{to}Qr, Рт-^-Чт' tr~*xr> Qr-*---0/"- Ят-*—Рт> W — PrQT-^ 
->W, легко проверить, что в новых обозначениях мы снова по­
лучаем многообразие с лагранжевым комплексным ростком. Пусть 
Ф(а, t ) - x-фаза в окрестности точки (a0, t0). Мы имеем: 
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—-(Х(а,г), t) = - ( a , 0--ГГа]-Ф(<-. ' J -

д( dt дх Rs^[Q^x]W(a, t)~ 

-/?^[Q-^l{a4+fj^}^(«. <) + 0-+»(VrS) (5.6.2.2) 
согласно п. (б) леммы 5.4.5.2. 

Далее, из (5.5.2.4) получаем 

= -Т*Ж(д, Q-q; p, P-p; t)+0*+I(]/"25), (5,6.2.3) 
— (x(a, t), *)=-

.= -^[Q-j-jcir-'.^C.-,, Q-q; p, P-p; t) + 0^ (yljj). (5.6.2.4) 
Справедливы формулы: 

Q(a, г!) = ^[x{to}Q]x(a. t) (5.6.2.5) 
p(a> t).=-/?-[.jc-j-Ql7)(o, О + О-^ЧК®) (5.6.2.6) 

где 
?)(«, t ) -=^[Q-^ l -P( a . - ) -=# ' [Q-^ lge +0™(\fW)~ 

= — (* (a, t), t) + 0-+- (K5). (5.6.2.7) 
(5.6.2.5) следует непосредственно из определения Rs, (5.6.2.6) 
и (5.6.2.7)-из леммы 5.4.5.2 пп. (а) и (в). Пользуясь пунктами 
(г) и (д) леммы 5.4.5.2, мы можем написать: (^---Revi, 7]2 —lmv)) 

R*[Q + x]TW(q, Q-q; p, P-p; t) = 
= Rj[Q^x]T^(x, Q-x; тц, Р-ъ\ t) + 0^(V®) = 

= Т'Ж{х, R'[Q->x\Q-x\ 7ц, Rs^Q^x]P-rll; t) + 0-*l(V~)---
= Т*Ж[х; щ, i^\ О + О+ЧК®)-
•=Т<ж{х\ §' . ф; t) + 0^{V3). (5.6.2.8 

Подставляя (5.6.2.8) в (5.6.2.4), получаем (5.6.2.1). Лемма дока­
зана. 

5.6.3. Мы покажем теперь, что свойство диссипативноста 
сохраняется при сдвиге вдоль траекторий комплексной системы 
Гамильтона. 

Лемма 5.6.3.1. Пусть {Xt} — семейство многообразий с ла. 
гранжевым комплексным ростком, ассоциированное с гамильто­
нианом Ж0 и пусть (a0, t)£Uv,i при te[*o. tj], (a0, t-)er (а, следо-
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вательно, и (а0, t)$T при tf<tO. Предположим, что многообразие 
%tt диссипативно в точке <х0. Тогда семейство {£t} диссипативно 
во всех точках (а0, i), .̂ 6l̂ o- t1]. 

З а м е ч а н и е 5.6.3.1. Требование, чтобы все точки отрезка 
(а0, t), t6[̂ o> -1] лежали в одной и той же зоне, на самом деле, 
несущественно и будет снято в § 5.7. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разбивая, при -необходимости, отре­
зок [̂ о, ti] «а конечное ЧИСЛО подотрезков, мы может считать, 
что в окрестности множества {а0} X [to, t\] существует -у-отобр a -
жение вида (5.6.1.2). Как и в лемме 5.6.2.1, достаточно рассмот­
реть случай / = 0 . Пусть Ф(а, t) — х-фаза вида (5.6.1.8) в 
окрестности С/гз {ао} X [U, t\], отвечающая заданному диффео­
морфизму a{to}x(cc, t). Используя обозначения, введенные в 
п. 5.6.2, мы можем записать 
| ? ( « , О — т]^, t ) | f ( a , t)-TW0(x; vjb IT]-; t) + 0*<УЩ. (5.6.3.1) 
Обозначим -,-vj—p, y = x-q; 1 = 0 ' (УЩ, y = 0I(V/'S), g2.= {cdot}.3. 
Мы имеем 

^(..0-=i-n(^(..o)-im{(P+e)§f + 
Л~{р^)%-Жй{х, р-Ии t)-UftQp{x,p + \u t)b2 + 

+4-<^.^oP,(x-P + ̂ .-)^2>}+03(KS) — 
= Hp(q,p, t)$2 + d£t2-H(x, P-+51, t ) -

-Hp(x,p + Zu t)^ + ^-(k, &PP(x, p + lu 0«2> +03(K®) = 
Ё1 
-3/ 

-Ф(а, tf}42-H(x, p + lu t) + 03(V23), (5.6.3.2) 

где 
<?=Hp{q, pJ)-Hp(x, p + luQ + ^Ufipix.p + b.Wt^Oifyty. 
Далее 

^ - ^ • ^ ^ ^ O . O - ^ ^ + O ^ O ^ . (5.6.З.З) 
поэтому, вводя векторное поле 

мы можем переписать (5.6.3.2) в виде 
!£-= -Н(х,р + Ьи t) + 0*{V¥). (5.6.3.5) 

Докажем, что существует такая малая окрестность U- точки а0, 
что все траектории -поля ----- проходящие через точки (a, tj), 
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«6Uo определены и лежат в U при i6[t0, tx\. Пусть / ? > 0 - т а . 
•кое число, что M.9 = [t0i ti]X{--||o- — Ч |<R}cU . Уравнения, за-

d дающие траектории поля ------, имеют вид 

£-•• ТГ-№Г(»(--0 + 5 С--)). " (5-6.3.6) 
Так как при t6[to> --i]> ф («о. 0="7)1Г(а<ь 0 = 0 (потому что 
<а0)21)сГ при ^б [̂ о» ^il). то при (а, t) EM*. ~j-1 < CR | а — а01 . 
Положим U0-{а | | а - а 0 |<г} , где 0 < r < R выбрано так, чтобы 
было выполнено неравенство eCft<,il~t<')r</?. Тогда стандартные 

d рассуждения показывают, что траектории поля ------.проходящие 
через точки (а, .-.-), agU-, не могут выйти на боковую границу 
цилиндра М%, и требуемое утверждение доказано. Оценим те­
перь производную ------- (Й5 (a, Z?)). Мы имеем: 

dl 

= -H(x,p + lut)+ (gxauH(x,p + kut),[x~q)) + 

+ < (жГ^ ( 9 , р ' t ] ' ^r) +°4V®)=-H(x,p+zu t)+ 
+ < grad#(x, p + U, t), ОНУЮ > +ОНУ&). (5.6.3.7) 

Здесь мы воспользовались тем, что х — ReQ + HmQ) 

'--^•j <-Й(х, р + 6„ t) + c ( ( - # ( * , р + Еь t))1/2.S31,2 + S ) < 

<с-(Я (x,p + i.-, t) + m<c-(££- + 3)\ (5.6.3.8) 

Аналогично показывается, что 
I <ЭФВ 

(При выводе (5.6.3.8) мы воспользовались формулой (5.6.3.5), 
неотрицательностью функции — Н (х, p-Hi, t) и неравенством 
Коши —Бундовского). Из оценок (5.6.3.8), (5.6.3.9) и леммы 
Д.1.2 следует, что неравенство диссипативности выполнено на 
множестве точек (a, t), лежащих на траекториях поля -—, про-
ходящих через U0X{-i} и удовлетворяющих условию 2?0<z.<^i. 
Лемма 1 доказана. 

5.6.4. В этом пункте мы изучим более подробно уравнение 
переноса (5.4.4.2) в предположении, что действие S (x / I £ r , t) 
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отвечает семейству {Xt} мйогообразий с лагранжевым комплекс 
ным ростком, ассоциированному с гамильтонианом Ж0(х, р, t)~ 
Будем искать решение ср уравнения (5.4.4.2) в виде (5.4.1.2)> 
причем функции (fj(xJt ?/-1 t)> / = 1 N будем искать в виде 

VJK ',' ' 1Л1 \YJVJ(a,t) s=*2N-\. (S.6.4.1) 

Здесь Xj(a> t)—-новая неизвестная функция на LX[0> Т]. 
д C-V р 

J У j (a, t) = det- da • ( < - . - ) 
(5.6.4.2) 

— не обращающаяся в 0 в Uv,r функция. Мы считаем пока 
выражение (5.6.4.1) определенным в окрестности точки (.-//("-о. h)t 
Рг(ао>Щ* (ao. AOGrnUy.-. Функция Jylf{a,t) при этом одно­
значно определяется, если зафиксировать какую-либо непрерыв­
ную ветвь аргумента Arg./y,/(a, i) в этой окрестности. Пусть 
.9-у —дифференциальные операторы на L, удовлетворяющие со­
отношениям (9йj — операторы, определенные в теореме 5.4.3.1) 

' *',Е' l y •/„,/<«.•>/ 
Л х ) (<-• 0 ] + G*+2~2j ( У ~ ) • (5.6.4.З) П-+1-2/ 

\yjVJ(a,t) 
для любой гладкой финитной функции х(<~> 0. (Из леммы 5.4.5.2 
немедленно получаем, что операторы .3-,- существуют, единст­
венны и не_ зависят от выбора y-отображения по 
mod Os+2~2J (УЗ) ) и удовлетворяют соотношениям 

§>, - jy?,oR*»-*j Г (*Л {to} f £ A W o ^ + i - v Г /Q/_ j {to} 

*Л оУ^1
а

/+о-+а---'(/яг). (5.6.4.4) 
Уравнение (5.4.4.2) приводит к следующей рекуррентной системе 
уравнений относительно функций %j (a> О-

&iM*>t) = 0*{V&) (5.6.4.5) 
A-I 

•9-iX* = - 2 ^ * + w X / + 0 r f * ( V - " ) ' & = 1 -V- 1 - (6.6.4.6) 
/-o 

Лемма 5.6.4.1. Пусть семейство {Xt} многообразий с лаг­
ранжевым комплексным ростком ассоциировано с гамильтонианом 
Ж0 (х, р, t). Тогда оператор 3*\ имеет вид 

^- = It -T*~lge«*> W(*•-)• Q M ) - ? (a, 0; p ( a , -). 
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P{a,t)-p(*,t); t) + 0-(^25). (5.6.4.7> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор 9>х (5.4.3.5) для краткости; 

запишем в виде: 

J l dt^1 dpj lx" 
dS, dS, 

,1 a.#f0 

a*— •x/'i 
as, 

ag- ' dxj ' dxj 

dlT • dlr ' 
_^_. as, . a s , . . л д 

ax, а-лгг % 

где К — векторное поле. Докажем, что 
(5.6.4.8> 

V°R Ш) 
= - - ? ' --1 Q/ 

г̂ о*+o-(ys"). (5.6.4.9> 

Достаточно доказать (5.6.4.9) в случае 1=0', общий случай 
отличается от этого лишь переобозначениями. В коор­
динатах (a, t) векторное поле V записывается в виде 

" "о \ а 
at дх ' \ др }дх Имеем по лемме 5.4.5.2 

[ii~^+^^{X'^,i^t)i)Rs^Q^A= 

+0(l/S)=R^[Q-x]f £г-<>щ + [R^[X->Q][T^M0P (x\ •—*-, 
1 т г - *) ] ] щ]+°s {Г¥) ~ Re~'[Q * х] {-ш + (г S~x^p (*• Q~x;: 

р> р - р . f)-T<-4fe0p(x,Q-x; р, Р -р; /)) -щ} + 0> ( К $ ) = 

(5.6.4.1 0> =.#---[Q-*.*l — + o-(K25), 
что и требовалось доказать. Отсюда следует, что 

+о^(К^)= di 

R^ • j - i ШЭД + 
-* . а 1 r - i •-'«•V./ 

•Л-V 

-°7 

а* 

+о(К .$) . 
я- [(?)• 

(5.6.4.11> 

Воспользуемся леммой Д. 1.3. Так как 
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_д_ 
dt (,:^r/-];<>H°~№ 

•R •+1 
j V 

7-.j+i 

as, 

^ P/ 
x, as, as* 

d$T 

V; -)+ -Oi+2("K25), (5.6.4.12) 

т о 

д 
dt 

+ tr.T-+1 

•ttTsn 

ХЛ 

d*S 
Рт 

dprdpj dxjdxj 4ГТ-+-

tr Т*+1 

д1^ 

ъг&е 
dpjbxj 

d*S 

d*S 
dXj-др, dxjdlj-

_ _ f r 7-,с+1 -' • i " ' 

+ trF-+1 

dpjdXj d^j-dxj 

d*3V d-S 
dx-dxj-

s+l_ 6xT6pTlJv,r + 0^(V®). (5.6.4.13) 

'Подставляя (5,6.4.13) в (5.6.4.11) и используя явный вид функ­
ции (5.4.3.5), мы получаем (5.6.4.7), Лемма доказана и, таким 
образом, решение системы (5.6.4.5) — (5.6.4.6) СВОДИТСЯ К эле­
ментарному интегрированию. 

5.6.5. Получим теперь решение задачи Коши (5.3.1.2) — 
...(5.3.1.3) в специальном случае. Пусть {£t} — диссипативное се­
мейство многообразий с лагранжевым комплексным ростком, 
-ассоциированное с гамильтонианом Жй(х, р , t), полученное сдви­
гом из «начального» многообразия с лагранжевым комплексным 
ростком £0.Пусть а — локальные координаты на I в окрестности 
точки а0 и выполнены следующие условия: 

а) При всех 2.g[0, Г], либо (а0, i).$r, либо (а0, t)QUv,i, где 
•Uy,i — фиксированная (не зависящая от выбора t) зона на {Zt}. 

б) Начальные данные (5.3.1.3) имеют специальный вид 

*(*. *,. V r {>"'•• -'.-JJVfj*̂ .]}. 
•где S0 (x7, %т)~{хп ^т)~действие, отвечающее Х0, носитель 
функции Хо(а) содержится в достаточно малой окрестности U 
точки а0. 

Пусть {Wft}£_j — покрытие отрезка [О, Т] открытым интерва-
.лом, такое, что для каждого k либо UXW^fir—0> либо в 
UXWk существует y-отображение (a, t)->(x\k) (а, t), ^(a.t)). 
• (Такое покрытие заведомо существует, если окрестность U 
достаточно мала). Пусть также {eh(t)}r

k=\ — разбиение единицы, 
.подчиненное покрытию {Wk}. Положим 
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S(*-, V.- ) • - 2 ek(t)Sw(xr\r,i) + 

+ i {sum} e„(t), (5.6.5.1) 
{ft:t/xll/A(~ir=0} 

где Sw (xr \T, t) — (xp %Y)~ Действие, отвечающее UX^. 
Функция (5,6.5.1) определена в окрестности множества точек 
(qj{a.Q, t), pr(a0, t)), t£[0, T\, (a-, ^)gr и удовлетворяет комплекс­
ному уравнению Гамильтона —Якоби (5.4.4.1), что немедленно 
следует из леммы 5.6.2.1, леммы 5.6.1.2 и определения (Xj-, £/-) — 
действия. Кроме того, из леммы 5.6.1.2 следует, что 

S (х,, 5г. 0) - S0 (xf, lr) = 0*+2 {Yd), (5.6. 5.2) 
S(xt, \т, t)-Sw (x, , Sr, t) — 0*+2 (]/d), (5.6.5.3) 

в окрестности множества TnUX Wft. k— 1 r. 
Пусть $-•_•—• операторы, отвечающие функции S (xy, Е---, i), 

определенные в теореме 5.4.3Л. Определим операторы Щк) 

в UxWft, k==l г формулой (5.6.4.4.). (Для k таких, что 
- V X ^ n r = 0 , операторы д6]^ можно положить равными 0). 
Очевидно, в силу (5.6.5.3), утверждение леммы 5.6.4.1 остается 
в силе. Определим теперь операторы §> р j = \, ..., N в 
U X [О, Т] формулами 

.^1=—г-г*31Р.иь(•?(<-. t), Q(*. t)-q{*. t)\ 
г 

p(a, t), P(a, t)-p(a, t); t), ^ - - ^ ek{t)§>^\ (5.6.5.4) 

Для построенных таким образом операторов 3d] справедливы 
соотношения 

SPj^&f + O^-viV®) в UXW, (5.6.5.5) 
Положим 

Хо(«.- ) -= 
t 
1 Ts3t?suu(q(a, t ) , Q(a, т)—•?(«, x); p(-x, с), Р(^с, t)—p(a, t) ; x)dt 

=-e° Xo(«) (5.6.5.6) 
n 
1 r ^ s u b t ? . - - . •)• Q( a ' -)--7(^. -); "(a, t ) , P (a , T)-j-({alpha}, x);x)dx 

Xj(*>t) = ea X 
( I. - j r J .^ s u b(<7(a, Tt)> Q(a, ^)-.7(с-. ti); P(a. TO, P(a . t , ) - P ( a , t i) ;xi)dti *H e ° x 
• 0 
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х2(^;+>-Л-Ж ^)dx , У = 2 N - l . (5.6.5.7) 
-=о j 

Как нетрудно видеть, функции (5.6.5.6), (5.6.5.7) удовлетворяют 
уравнениям (5.6.4.5), (5.6.4.6) и имеют носитель в Ux[0,T]. 
ПОЛОЖИМ 

Щк) (х/, •;-, t, h) = Rx,,ir 

N-l 

2(--А)'хУ<«. О 
/ =1 

] / / , - , - (а, О 
(5.6.5.8) 

при t(Wk; здесь оператор R ^ s - r определен с помощью "•.'-ото­
бражения (а, t){to}(.x<{cdot}->(a, t), ^ (а, *)) определенного в UXW*» 
ветвь аргумента AxgJv, /(а, )̂ выбирается из условия непре­
рывности по t, так чтобы при t = 0 получить Arg/v, / (a). Для 
k таких, что UX^ftflT —0» можно положить фй = 0, Из свойств 
операторов R%]\- вытекает, что при t^Wkf]Wl 

<pw(x-, \г, t, /1)-чи)(хг , Г , t,h) = 0^(VW; h). (5.6.5,9) 
Положим 

г 

<р (Хр Ij-, î , А ) = 2 ей (О Ф(*) (хг £Г> -• А)- (5-6-5-10) 
• 4 = 1 

Из всего предшествующего вытекает, что функция 

Ц(х, t, А) = Р6г-> — {в*5(* / , 5"" , ' )ф(л /, £--,*, 4 (5.6.5.11) 

является решением задачи (5.3,1,2); из формул (5.6.5.2),, 
(5.6.5.6), (5.6.5.7) и леммы 5A.2.2 следует, что начальное усло­
вие (5.3.1.3) также удовлетворяется. Полученное решение не­
посредственно обобщается иа случай полиномиальной зависи­
мости функции хо(ос) от /г, в этом случае в правой части фор­
мулы (5.6.5.7) появляется дополнительное слагаемое 5Cjo(a) = 
— XJ(«, 0). 

§ 5.7. Метод стационарной фазы 
и решение задачи Коши в целом 

В этом параграфе будет построено решение задачи Коши 
(5.3.1.2) — (5.3.1.3) в целом, то есть при всех £б[0, Т]. 

5.7.1. Прежде всего мы докажем теорему, которая позволит 
нам сравнивать между собой функции вида (5.4.1.1). 

Пусть X — семейство многообразий с лагранжевым комплекс­
ным ростком в r*Rn, (a0, со0)6Гс£Х.З — фиксированная точка. 
Пусть якобиан 
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y(a,CD)-detg (5.7.1.1) 
отличен от нуля в точке (а0, ю0), x-действие S (x),-отвечающее 
окрестности точки а0, удовлетворяет условию диссипативности. 

Лемма 5.7.1.1. При указанных условиях якобиан 
7 (X, t) = {det -^ [Q - (a) - HP, (a), (Q r (а) - itPj (а)) cos t + 

+ (Рг («) + "Qr (а)> sin *]}|а=с,, Ш=Шо (5.7.1.2) 
отличен от нуля при всех т.>0, tgR. 

Доказательство будет дано в Дополнении. 
Пусть, кроме того, якобиан .7/(a, a0)=-det ^—'—• отличен 

от нуля в точке (а0, со.). Заметим, что 
7(0,0) = /(а0, со0); J0 (О,-|-)-=./-(а0, со0). (5.7.1.3) 

Отсюда и из леммы 5.7.1.1 следует, что J(x, t)^=Q в некоторой 
односвязной области %aW, содержащей точки (0, 0), (О, ~\ 
и полуплоскость t > 0 . Пусть выбраны некоторые значения 
аргументов Arg/(a0, со0) и Arg//(a0, со0). 

Определение 5.7.1.1. Значения аргументов Arg/(а0, ш0) 
и Arg//(a0, со0) называются согласованными, если непрерывные 
ветви Arg/(т, t) в области %, которые определяются этими 
значениями в силу (5.7.1.3), отличаются на 4n.k, где к — неко­
торое целое число. 

Нетрудно видеть, что понятие согласованности не зависит 
от выбора области %. 

Теорема 5.7.1.1. (метод стационарной фазы). Пусть X — 
семейство многообразий с лагранжевым комплексным ростком 
в T*Rtl, (a0, со0)еГ, /(a0, со0)----0, J/(a0, сй0)-^0, x-действие S (х), 
отвечающее окрестности точки (а0, со0) удовлетворяет условию 
диссипативности. Тогда 

(а) (Х[, ^-действие S/(x/, £--•), отвечающее окрестности 
точки (а0, <в0), также удовлетворяет условию диссипативности. 

(б) Существует односвязная окрестность '?? точки (а0, со0) 
и линейные дифференциальные (по а) операторы Vjt j — l, . . . 
...,N—\, определенные в W (Здесь мы считаем s = 2N— 1) 
такие, что для любой гладкой по а финитной функции ср с но-
сителем в V 

i 

FXt^T\e^x)R^ 9(a) 
V-/(a) J 

N—\ 

°*s'l',Xr)«MvmV+2/-ikVV<r) 
(5.7.1 A) 

+ 0{hN). 
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В формуле (5.7.1.4) предполагается, что в V выбраны непрерыв­
ные ветви Arg./ и Arg//, значения которых в точке (а0, со0) 
согласованы. _ 

(в) Если S1(x(a)) — S(x(a)) — 0-'+2_(]/"S)) (здесь x = *(<*)--
^-отображение), ф1 (а) — ф(а) — Osn(Y3)), то 

^{Х)ЯГ <р(«) ~^StWJRS+l ф(а) 

У У (а) 
= 0(/Л). (5.7.1.5) 

Нетривиально здесь то, что в правой части (5.7.1.5) стоит 
0(hN), а не 0(hN). Предполагается, что носители функций ф, 
Ф1 лежат в малой окрестности % = %, точки а0, в которой 
функция S- удовлетворяет неравенствам диссипативности. 

Доказательство будет дано в Дополнении. 
С л е д с т в и е 5.7.1.1. Если значения ветвей Arg/ и Arg/j. 

согласованы в точке (а0, шо), то они согласованы в любой точке 
(01, coi) 6ГГШ. 

Действительно, если бы это было не так, то, взяв функцию 
Ф с носителем в достаточно малой окрестности точки (a., coj) 
и равную 1 в этой точке и вычитая из (5.7.1.4) аналогичное 
равенство для окрестности точки (cti, coi), мы получили бы, что 

i 

**1("Лт)в$\т 
ф(а) 

VJiW\ = 0(h) 

U, или, с учетом леммы 5.4.2.2, eh /(9/"K//)|-.=.o(-*-,E-) — 0(h1/2)i что 
противоречит той же лемме. 

5.7.2. Теперь мы можем доказать теорему о сравнении 
функций вида (5.4.1.1) на многообразии Мп. (Параметр ш везде 
для краткости опускаем.) 

Теорема 5.7.2.1. Пусть X — семейство многообразий 
с лагранжевым комплексным ростком в Т*Мп, a.-grnUv'./r.U'p',.-. 
х = (хи • •., хп) и х = (хь ..., хп)~допустимые системы коорди­
нат на Мп , отвечающие V к V, соответственно, (Xj, |У)— 
действие SJ(XJ, tj), отвечающее окрестности точки а0, удовлет­
воряет неравенству диссипативности, выбрана некоторая ветвь 
аргумента Arg//(a) = Argdet в окрестности точки <х0. 
Тогда (а) (х/, £--)—действие5/(л:.-, 1Т), отвечающее окрестности 
точки <х0, удовлетворяет неравенству диссипативности. (б) Суще-

д {Qj> PT) 
ствует ветвь аргумента Arg Jj (a) = Arg det --—— и диф­
ференциальные операторы V]t j = \,...,N—l порядка < 2 / 
(.s== 2JV— 1) определенные в некоторой окрестности V точки a0 

по 



и такие, что для любой гладкой финитной функции с носите­
лем в V 

V / 

i „ --. -г 
ej(x)F1_^Je^x^W.1r. ^xj,b '"7 

Ф(а) 
yjj(a) 

1 

}• 

] /V-(°0 X 

j-=l 

л\ +o(r) (5.7.2.1> 

Здесь е/(х), e/ (x) — финитные срезающие функции, равные 
единице в окрестности множеств Г~ (Sj, R~^r [ч/VJA) W 

TX{SI, R^\r[(f/V7i\) (см. пример 5.2.1.1) соответственно, кон­
кретный выбор которых несущественен (ср. п. 5.4.1), равенст­
во (5.7.2.1) понимается как равенство функций на многообра­
зии Мп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы докажем более сильное (см. пред­
ложение (5.2.1.2)) утверждение, чем (5.7.2.1), а именно 

/ v 
Fx^Te,(x) IF, =Je*^^tev. 

*7~Ъ 

~*s«x»*T)$ftr 
/v-i 

Ф(а) 
YJj{a) 

+ 0(hN). 

1 + 2 i-lh)'Vj <р(а) + 
(5.7.2.2> 

Здесь x.= X(x)-—диффеоморфизм замены координат, обратный 
диффеоморфизм обозначим х = Х{х). 

Левую часть (5.7.2.2) можно записать в следующем виде 
*-f (И-1Л) 

\1\+\А 
(2nh) 2 

= 6 

exp {{ [Sj (X (х), t7) + X (х) ?7 - xrlT]} X е/ (л:) X 

ф(<~) xij?g:?J 1/У.у(а) 
dhjdxj--

">*/(-*) 

i f iTl '-*,_-*_ f e T ^ ^ ^ ' V ^ J C x ) ?7l X fi/(je) X 

L ->~*7 

xijCt7 
ф(«) 

J ЛГ—X.f(.r)J Xj = 0 
(5.7.2.3) 
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К выражению (5.7.2.3) мы применим метод стационарной фазы 
п. 5.7.1, для чего мы интерпретируем функцию 

5 (х, I-) йЛ S; (X (х), 1Т) +Х7 (х)1т (5.7.2.4) 
как х-действие, отвечающее некоторому специально подобран­
ному семейству (n + | / |)-мерных многообразий с лагранжевым 
комплексным ростком. Пусть а .— (а- а„) — координаты на L 
в окрестности точки а0 и пусть р пробегает некоторую окрест­
ность U нуля в R'-'1. Обозначим координаты в R""*"1-"1 через 
4 = (4>Рт)' а в r*R"+|,/| — через (<7,p), где p = (p,qT). Мы опре­
делим семейство многообразий с лагранжевым комплексным 
ростком 3?=(L~Q",2J', Cp~Q~,Vlf). Для этого положим L = LXU> 
5 = Q, 

25(а,р) = 2)(а). (5.7.2.5) 
•Отображение i:L-+T*RnJriJi зададим следующим образом: поло­
жим 

q(*,t) = Qj(*),qT(*) + V) (5-7.2.6) 
<7(a,P)=X(?(a,P)) (5-7.2.7) 

Р(*,$) = ('%Р)~\я(*,®>Р(*) (5.7.2.8) 

Ыа>Р) = Ы " ) (5-7.2.9) 
?(a,P) = (^(a,P),p7(a)p)) (5.7.2.10) 

p(a,p) — (p(a,p),p). (5.7.2.11) 
Далее, мы определим функции P(a,|3), Q(a,p) формулами: 

Q(a,P)-(Qy(a),Q7(a) + p) (5.7.2.12) 

Q (a, p) = 7-+-X(?(a, p), Q (a, P)-?(a, p)) (5.7.2.13) 

p {а, р) = Т*+- ( ( ' I f ]_1) (?(«. P). Q («. P)-? («, P))'-5 (a) (5.7.2.14) 

-57(«.P) = -57(«) (5.7.2.15) 

Q (a, p) = (Q (a, p), P 7 (a, p)) (5.7.2.16) 

P(a,p)-(P(a, p)/0). (5.7.2.17) 
W-функцию W (a, P) определим формулой 
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W(a, p) = U7(a) + pP~7(a). (5.7.2.18) 
(Строго говоря, функции (5.7.2.6) — (5.7.2.18) определены не на 
всем Zx-2. а лишь в малой окрестности точки a = a0, а---ш0, 
р = Ро, которая нас только и интересует.) Проверим, что эти 
•формулы действительно определяют семейство многообразий 
с лагранжевьш комплексным ростком и что функция (5.7.2.4) 
есть х- действие, отвечающее этому многообразию. Из формул 
(5.7.2.5), (5.7.2.7), (5.7.2.9), (5.7.2.13), (5.7.2.15) сразу ясно, что 
d — q = Ol(ViD). Аналогично, Р — о — О1 (Vlb"). Далее, из 
<5.7.2Л8) 

UW (а, р) - Р (a) dQ (а) + pd Р7 (а) + ?т (a) dp + 0 + 1 {VW) = 

= Р (a) dQ (a, p) + pdP7 (a) + G>*+1 (УЖ) =-• 

= Р(а, p)dQ(a, p) + prf£-.(a).+ 0-'+- {VE) = 

= Р(а, p)dQ(a, р) + 0-+1(Т /Ж). (5.7.2.19) 
(Здесь и ниже мы все время используем лемму 5.4.5.2). Вычис­
лим dPhdQ: 

dP (a, p)AdQ(a, P ) - d P ( a , p)AdQ(a, P) + 
+ dp Л dP j (a) = dP (а) Л dQ (a, p) + О ж (VlF) + 

+ d[3 Л dPj (a) = d P (а) Л d<J (a) + d P / (а) Л dp + 

+ dPAdP7-(a) + 0*+1 ( К Ю - О ^ Ч ^ Ю , (5.7.2.20) 

так как dP(a)Ad<3~(a)----(>+1 (К-®" )• Покажем, что 

га"--с(а(а^Р)' а(«?р)')=~ /г 'т '^1 в о к Р е с т н о с т и Т0ЧКИ ао- Для 

этого достаточно показать, что det-j---——• фО. Мы имеем: 
и=а-

дб , -3 (0 («. Р). Я (а)) 
d e t - A r = d e t • - J 

•д(а, Р) " (Э(а,Р) 

dctdQ(a. В) deta(g/C-).g-^(--) + P. ^ W ) 
dQ(a, P) ' --Ч0-' Р) 

Л.-.Л~ пч .3 (Qj (а) .-°г («)) 
-=(—l) | J |detag ( c c- P)-det. ^ ' J . (5.7.2.21) V ; dQ(<x, p) За 

(Мы опускаем подсчет перестановок столбцов, приводящий 
к множителю (-1)1-"1). Далее, 
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+ 0 ^ ( K F ) = 1 + G i+1(KF)- (5.7.2.22> 
dx 

(Напомним, что в п. 5.2.3 мы наложим условие det---- -= 1 на 
якобианы отображений перехода от одной допустимой системы 
координат к другой). Поэтому 

del^jj = (-lflJj(*) + 0^{V]b)., (5.7.2.23) 

в частности, det—•—— =—-Л/fao)-т-0 по условию теоремы. 
Пусть (kj, lj) = {xj{o), lj(a)) —^-отображение, которое 

определяет оператор /?j+
i | . Мы положим 

X (а, р)-=X (*, (a), q~7 (a) + р) (5.7.2.24> 

E7(a,i3)=-i7(a) (5.7.2.25 
x(a, P) = (x(a, р), | 7 (а , р))_ (5.7.2.26> 

Такие же, как и выше, рассуждения показывают, что-
d e l ; / . , -7--0, кроме того, х — Q = Ol\V§)), так что 
jc = x(a., j3) есть y-отображение. Покажем, что 

S(x) = S (х, i7) = R?1 {#} + 0'+2 .УЮ. (5.7.2.27> 

Действительно, 

T^S (x(a , p) ,Q(a,p)-x(a,p))-

--r*+1S.(Xy (•*(<*• P). Q(a> P)--«(*. P)); £r(a)> --W-.;--(«)) +• 
+ ^+1X7 (X (a, p), Q (a, p) — x (a, p)) • P--(a) = 

= r * « S . ( x » , Q » - x » ; f- (a), P 7 (a)-l7(a)) + 

+ (QT (a) + P) • P 7 (a) + 0 + - (V!))=W(a)-P7 (a) Q7 (a) + 

H-(g7(a) + p)P7(a) + 0-+2(>/"F) — \^(a, p) + Os+2(^F), (5.7.2.28>' 
откуда и следует (5.7.2.27). Обозначим 

S i (x )—Rf4^} . (.5.7.2.29)' 

тогда S i (x ) -S(x ) = Os+2{V¥). 
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Проверим теперь, что в точке (а0, 0) отличен от 0 якобиан 
д (0- (а, Р), Р- (а, р), р) 

j / y (« .P)=de t 
Действительно, 

с» (а. Р) 

d(Qf(a),P (a)) 
/ „ ( а , 0) = det—- -^---i W - ( a ) , 

a ^/(ao)¥=0 но условию теоремы. Пусть х(Р)бС", %(Р)=1 в 
окрестности 0. Из (5.7.2.23), (5.7.2.27), (5.7.2.29), п. (в) теоремы 
5.7.1.1 и примера 5.2.1.1 следует, что с точностью до 0(/гЛг) 
правая часть (5.7.2.3) может быть записана в виде 

- г 5 tO) Ф(«)Х(Р) 

/ det 
.-)Q(a.B) 
д(а, р) 

(5.7.2.30) 
выбор знака + или — зависит от выбора ветви аргумента 
Are det -. ,У -.-.; мы оставляем читателю рассуждения, использую-
щие множества Г (5, ф) (пример 5.2.1.1), которые позволяют 
удалить множитель е; (х) и ввести множитель % (р)). Применяя к 
(5.7.2.30) теорему 5.7.1.1, мы получаем, что при подходящем 
выборе ветви аргумента Arg Ju (a, p) это выражение есть 

тЧхгЧ )ns+l J>R 
Xj.lf.Xj 

N-1 

'+2 <-"^tf» У ' - 1 

+ 0(0. 
+ -*7-о 

(5.7.2.31) 

где 1/",—-дифференциальные по а и |5 операторы.порядки < 2 / , 

S (-*--> ?г> -*•/")== 

- C - . i - ^ - M - . P)Qr(«- Р)-РА?>. Р)]- (5.7.2.32) 
1 I J 

(Заметим, что оценка 0(hN), в отличие от 6(hN) выдерживает 
ограничение на подмногообразие), ".'-отображение, определяющее 
Rs+\ • можно выбрать так, чтобы было выполнено равенство 

гъ/ 
i7(a,p) = p. (5.7.2.33) 

При этом условии оператор R^t-, 'х- н е содержит дифференци­

рований по х7 и поэтому имеет место формула 

IoF> S+1 s+l 
/ ' & / ' "y / "/ 

8* 

(5.7.2.34) 
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где / — оператор ограничения на xj==|3 — 0. Применяя эту фор­
мулу к (5.7.2.31), (5.7.2.32), учитывая (5.6 Л .7), (5.7.2.29), 
а также то, что при (3 = 0 все производные q(a)x(P) по Р> начи­
ная с 1-й, равны 0 и поэтому V} действуют как дифферен­
циальные операторы ТОЛЬКО по переменным а, мы получаем 
утверждение теоремы. Теорема 5.7.2.1 доказана. 

О п р е д е л е н и е 5.7.2.1. Пусть X — семейство многообразий 
с лагранжевым комплексным ростком в Т*Мп, а06Г О Uv, / П UF, •/• 
Непрерывные ветви аргументов Arg //(a) и Arg/ / (a) называются 
согласованными в окрестности точки <х0, если для любой финит­
ной функции ф с носителем в малой окрестности точки а0 
выполнено (5.7.2.1). Если %cUv, /HUF, J — односвязная область, 
то непрерывные ветви аргументов Arg/у и Arg J j называются 
согласованными в %, если они согласованы в окрестности неко­
торой (и тогда любой) точки а-^Гп^. Если ГЛ% пусто, 
условимся считать, что произвольные ветви аргументов согласо­
ваны; это вполне естественно, так как в этом случае в фор­
муле (5.7.2.1) обе части есть 0(h°°). 

З а м е ч а н и е 5.7.2.1. Рассуждая, как и в доказательстве 
следствия 5.7.1.1, нетрудно показать, что если %dUv, /flUF, JC\ 
n U ^ . ^ T o и з согласованности в % Arg.// c Arg / j и ArgJj 
с Arg У*- вытекает согласованность A r g / / с kxgJK-

З а м е ч а н и е 5.7.2.1. Можно было бы дать и характериза-
цию понятия согласованности, аналогичную той, которая была 
дана в определении 5.7.1.1. Мы не делаем этого из-за недостат­
ка места. Не касаемся мы также топологических вопросов, свя­
занных с понятием индекса, поскольку ДЛЯ задачи Коши они не 
так существенны. Подробное обсуждение вопросов, связанных 
с индексом, содержится в работах [2], [21], [46], [27] и ряде 
других работ. 

Пункт (а) теоремы 5.7.2.1 и лемма 5.5.4.1 делают естествен­
ным следующее определение: 

О п р е д е л е н и е 5.7.2.2. Семейство X многообразий с лагран" 
жевым комплексным ростком называется диссипативным в точке 
а0бГ, если для зоны UVt /, содержащей точку a0, (xp If)—-дейст­
вие, отвечающее окрестности точки а0, удовлетворяет нера­
венствам диссипативности, и диссипативным, если оно диссипа-
тивно в каждой точке Г. 

Т е о р е м а 5.7.2.2. Пусть X — семейство многообразий с лаг­
ранжевым комплексным ростком в Т*Мп, Ж0(х, р, ^-—гамиль­
тониан такой, что его мнимая часть H(q, Р.> t ) < 0 в окрестности 
множества точек (q, p, t), лежащих на траекториях системы 
Гамильтона, отвечающей его вещественной части /-/ и начинаю­
щихся в точках (q0, pQ)& (L X S). Если X диссипативно, 
то семейство {2^},р.0> r.,получающееся сдвигом X вдоль отвечаю-
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