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УСПЕХИ МАТЕ МАТЖЧЕСЕЖХ HAVE 

КЛАССИФИКАЦИЯ ТРЁХМЕРНЫХ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 
ПО ГРУППАМ ДВИЖЕНИЙ 

Г. И. К р у ч к о в и ч 

Введение. Основные понятия 

Напомним некоторые основные понятия и факты теории непрерывных 
групп преобразований (групп Ли), которые мы будем употреблять в даль­
нейшем1). 

Рассмотрим n-мерное пространство Хп9 отнесённое к координатам 
(ж1, х2, . . . , хп)у и г-мерное пространство Gr параметров (а1, а2, . . . , аг).. 
Пусть /г (ж1, . . ., хп\ а1, . . ., ar) (i = 1, . . ., п) — п непрерывно дифференци­
руемых достаточное число раз функций от п независимых переменных х 
и г существенных параметров а. Последнее означает, что нельзя найти 
таких функций А1 (а1, . . ., аг), . . . , Ак (а1, . . ., аг), где к < г, что 

f(x\ ...,хп; а\ ...,аг) = Р1(х\ ...,хп; А\ ...,Ak). 

Уравнения 

я* = / Ч * \ . . . , * п ; а\ ...,аг)=Е/Цх;а) (I) 
( i = l , . . . , л) 

для каждой фиксированной системы значений а определяют преобразование 
точки М (х) пространства Хп в точку М (х). 

Как известно, уравнения (I) дают преобразования непрерывной г-мер-
ной группы преобразований Gr, если существуют такие функции 

<р*(а\ ...,аг; Ъ\ . . . , br) = ^(a;b) (ц = 1, . . . , > ) , 

непрерывно дифференцируемые достаточное число раз, что выполняются 
равенства 

fi(f(x;a);b) = fi(x; <p(a; ft)), 

и имеется такая точка е(е1
9 . . ., ет) из G , что 

f (х\ е)--=х1. 

г) См. Ч е б о т а р ё в , Теория групп Ли, Гостехиздат, 1940. Э й з е н х а р т , Не­
прерывные группы преобразований, ГИИЛ, Москва, 1947. 

1* 
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При этом функции ср̂  (а; Ъ) определены в некоторой окрестности точки 
е и удовлетворяют аксиомам группы, т. е.: 

1°. Имеет место ассоциативный закон 
ср^(а; ср(й; с)) = ср (̂ср(а; й); с). 

2°. е является единицей группы: 
ср̂  (а; е) = ср̂  (е; а) = ан-. 

3°. Для каждой точки а в области определения функций ср^(а;6) 
существует обратная а-1, т. е. такая, что 

ср^(а; а~1) = <р»1(а"1; а) = ^ . 

В результате Gr превращается в группу, а (I) дают преобразования 
этой группы в пространстве Хп. Кривая a^ = a^(t), проходящая через еди­
ницу е группы Gr, является одномерной подгруппой Gx группы Gr, если 
для любых её точек 

^ H ' I ) ; a(t2))=a»(t3), 
причём можно доказать, что при специальном выборе параметра t (канони­
ческий параметр) всегда t3 = t1

Jrt2- Сдвинемся по какой-либо одномерной 
подгруппе Gx из единицы е группы Gr в точку бесконечно близкую: 

(е1 + Х13 ,̂е2 + Х%, ...,er + Vht). 

Точке е^+Х^В/ группового пространства Gr отвечает бесконечно малое 
преобразование пространства Хп: 

х{ = х{ + ¥{х)Ы, (II) 
где 

(по |х — суммирование от 1 до г). 
Каждому бесконечно малому преобразованию Хп (II) можно сопоста­

вить дифференциальный оператор 

Х = %Цх\ ..., Х«)А.1+ ... +?{хг, ..., Х") 1-п = ?{x)di. 
В теории непрерывных групп доказывается, что между совокупностью 

всех операторов X = £г (х) д{ группы Gr, заданных с точностью до умноже­
ния на произвольную постоянную, и одномерными подгруппами группы Gr 
существует взаимнооднозначное соответствие. При этом траекторию одно­
мерной подгруппы в пространстве Хп, проходящую через заданную точку 

**(') = / 4 * 5 . • • • , * ? ; а1 (0, - . . , в г ( 0 ) , 
можно получить, интегрируя уравнения 

^ = ¥(х\...,х") (1 = Ц...,п) 

при начальных уравнениях х{ (0) = #j, если а?- (0) — е^-. 
Далее, среди операторов X группы Gr имеется ровно г линейно неза­

висимых (в смысле постоянных коэффициентов) операторов Хг, . . . , Х Г , 
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которые называются базисными, а любой другой оператор группы X может 
быть представлен как их линейная комбинация X = ХХХХ - ( - . . . + УХГ с по­
стоянными коэффициентами X1, . . . , Хг. 

Коммутатором [XY] двух операторов X = kl(x)di и Y — т\{ (х) д{ назы­
вается оператор Z=¥(x)dif у которого 

это значит, что для любой функции /(ж1, . . ., хг) 
[XY]f = X(Yf)-Y(Xf). 

Одна из основных теорем теории непрерывных групп преобразований (вто­
рая теорема С. Ли) говорит о том, что коммутаторы базисных операторов 
Х19 . . ., Хг группы Gr разлагаются с постоянными коэффициентами по 
самим этим операторам: 

[Х^] = св^Хв (III) 
(fl, V, 0 = 1 , . . . , г ) . 

Условие (III) является также и достаточным для того, чтобы г линей­
но независимых в смысле постоянных коэффициентов операторов Х19 . . ., Хг 
были базисными операторами некоторой группы Ли. 

Постоянные ca
v называются структурными константами группы Gr. 

При преобразовании параметров \аР' = а*' (а1, . . ., аг) группы Gr константы 
с3 преобразуются как компоненты один раз контра- и два раза ковари-
антного тензора: 

3, __ Г да0' да* да? "1 
С*'у'~~1да° да*' дау' Jav-=e* ° ^ 

да*' да* х 
где производные и —г берутся в точке е, в единице группы. 

да* да* 
Если в (HI) |[XIXXV] = 0, т. е. все структурные константы группы 

равны нулю, то такая группа абелева (коммутативная), её функции у* (а; Ь) 
таковы, что 

у*(а; b) = y*{b;a) 
для любых двух точек а, Ъ группы. 

Пусть М0 (х{
0) — некоторая точка пространства Хп. Совокупность пре­

образований группы Gr, оставляющих на месте точку MQi т. е. удовлетво­
ряющих условию х{

0 = /1(х0; а), образует подгруппу Нт группы Gr, кото­
рая называется стационарной подгруппой группы Gr относительно точки М0. 
Из (И) следует, что для операторов X = I1 (х) д1 стационарной подгруппы 
Нт должно иметь место £г (х], . . . , х%) — 0. 

Группа Gr называется транзитивной, если любые две точки Хп могут 
быть переведены друг в друга некоторым преобразованием группы. Нетраг* 
зитивная группа расслаивает Хп на совокупность поверхностей транзитив­
ности, на каждой из которых группа уже транзитивна. 

Совокупность всех коммутаторов группы [XY] и всевозможных их 
линейных комбинаций (линейная оболочка коммутаторов) отвечает некото­
рой подгруппе Gn группы Gr, называемой коммутантом группы. Взяв 
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линейную оболочку всех коммутаторов из GrjL, получим таким же образом 
второй коммутант GT.2 группы, содержащийся в первом, и т. д. 

Группа Gr называется разрешимой, если так построенная цепочка ком­
мутантов GrziGriZJ G>2 3 • •. ZJ Grk обрывается, т. [е. г > гг > г2 > . . . 
. . . > гк = 0. Последний коммутант Gr состоит только из единицы груп­
пы Gr Для неразрешимой группы с некоторого шага последующий ком­
мутант совпадёт с предыдущим, и цепочка коммутантов оборваться не 
может: 

Gr-Z)GriZD . . . Z)GrkEE,Grk+i= . . ., г > гг > . . . > rfc = rft+1= . . . > 0. 

В дальнейшем непрерывные группы преобразований мы будем рассма­
тривать в римановом пространстве Vn. Группа Gr является группой движе­
ний пространства Vnt если преобразования группы (I) сохраняют метрику 
пространства Vп\ 

ds2 = gij {х\ ...,zn) dxx dxj (IV) 
(i, / = 1 , . . . , п). 

Это значит, что имеет место тождество относительно х1, . . . , # п ; 
dx1, . . . , dxn; a1, . . . , аг: 

gtj {х\ . . ., хп) dx'x dxj = g{j (х\ ...,хп) dxx dx\ 
где хх выражаются согласно (I). 

Как показал Киллинг, для этого необходимо и достаточно, чтобы опе­
раторы группы Х = 1г (х)д{ удовлетворяли следующим уравнениям: 

Pdtfu + gibdf + g^-O. 
Эти уравнения непосредственно представляют собой условия того, 

что при бесконечно малом преобразовании (II) дифференциальная квадра­
тичная форма (IV) остаётся инвариантной. 

Заметим ещё, что каждое преобразование стационарной подгруппы Нт 
группы движений Gr риманова пространства Vn9 оставляя на месте точку 
М0(х{

0), должно сохранять квадратичную форму g{j (x0) dx% dx}, которую 
линейным преобразованием координат можно привести к каноническому 
виду: 

dx{2 + . . . + dxv* — ds*>+l2 — . . . — dxn\ 
Следовательно, совокупность линейных преобразований dxx = L)dx\ порож­
даемых подгруппой Нт в касательном пространстве точки Л/0, является 
подгруппой группы всех ортогональных (или псевдоортогональных) пре­
образований. 

§ 1. Постановка задачи 

Рассмотрим вещественное риманово пространство Vn> линейный эле­
мент которого задаётся дифференциальной квадратичной формой 

ds2^=gijdxidxj ( i \ / = 1 , . . . , л), (1) 
где g{J (х1, . . . ,#п) — метрический тензор, подчиняющийся только условию 
невырожденности: Det | g{j | ф 0. 
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Если GT — группа движений пространства Vn, то для любого её опера­
тора X(^,1(xl)f . . . , hn(x1)) должны выполняться уравнения Киллинга: 

Mbgij + gi&P + giAP-O (2) 

(dk — символ дифференцирования по xk), которые являются необходимыми 
и достаточными условиями для того, чтобы оператор движения X оставлял 
инвариантным линейный элемент (1) пространства Vn. Имеет место следую­
щая теорема ([1], стр. 252): 

Для того чтобы Vn допускало группу Gt движений, необходимо и до­
статочно, чтобы существовала координатная система, в которой все коэф­
фициенты gtj не зависят от какой-нибудь одной координаты, например 
от хх. Тогда координатные линии х1 являются траекториями движения 
а оператор группы X имеет компоненты £г —S*. 

Нашей задачей является отыскание всех трёхмерных пространств Vz 
непостоянной кривизны, допускающих группы движений G2, G3, G4. Как 
известно, группа G5 не может быть группой движений риманова простран­
ства Vz (частный случай при п — 3 теоремы Фубини), максимальную же 
группу G6 допускают пространства постоянной кривизны, и только они. 

Бианки [2] дал классификацию V3 с положительно определенной мет­
рикой, допускающих непрерывные группы движений. Отбрасывание требо­
вания dsl > 0 даёт существенно новые случаи, ибо в пространстве с не­
определённой метрикой могут появиться изотропные гиперповерхности F2, 
и тогда исследование затрудняется. , 

Например, теорема: «Если поверхности транзитивности группы Gr дви­
жений пространства Vn являются гиперповерхностями, то они геодезически 
параллельны» ([1], стр. 254) в случае риманова пространства с неопреде­
лённой метрикой остаётся верной лишь при условии неизотропности этих 
поверхностей. 

Метод нашего исследования будет вкратце таков: сначала выбиваем 
и фиксируем в группе Gr движений такую систему координат, чтобы струк­
турные константы имели наиболее простой вид (см. типы структур в § 2), 
затем в VSf которое является пространством представления группы Gr, 
выбираем некоторую систему координат, в которой либо операторы группы, 
либо метрический тензор имеют определённый вид. Далее остаётся проин­
тегрировать уравнения Киллинга и получить вид линейного элемента 
и операторы группы. 

Заметим, что, во-первых, все рассмотрения ведутся в поле действи­
тельных чисел и, во-вторых, указанные ниже формулы носят локальный 
характер, т. е., вообще говоря, система координат, в которой они написаны, 
может и не распространяться целиком на всё пространство Vs. 

Прежде всего докажем теорему, частным случаем которой при /г = 3 
мы воспользуемся в дальнейшем: 

Т е о р е м а . Пусть Gn(n-i) — нетранзитивная группа движений Vn с гео-

дезически параллельными поверхностями транзитивности Vnmml. Пусть урав­
нения этих поверхностей х1 = const их1 — длина дуги вдоль оргпоёоналШых 
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геодезических. В этой системе координат 
ds2 = ех dx{2 + g«p (х1, . . ., хп) dx« dx$ 

( ^ = ± 1 , а,Р = 2 ,3 , . . . , / i ) . 

Утверждается, что функции g^ таковы, что их отношение не зави­
сит от х1, т. е. 

g^=^(x1)g^(x2
f ...,хп). (3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из ТОГО, ЧТО Х1 = const поверхности транзитив­
ности группы, следует £* —О, а из уравнений Киллинга при г = 1 , 
/ = 2, . . . , п получаем д1Ъ2= . . . = д£п = 0, и следовательно, на всех гипер­

поверхностях Уп_г ж1 = const группа имеет 
одинаковую аналитическую запись. 

Так как Gn(n__i) ~ транзитивная группа 
х1—х\ 

я1-=х1 

I Геодезическая 
ха=х% 

Рис . 1. 

движений гиперповерхностей 7П_1? то эти Vn_t 
постоянной кривизны и стационарная под­
группа ff(n—i)(n_2) есть полная ортогональная 

г 
(или псевдоортогональная) группа от п — 1 пе­
ременного. 

Рассмотрим два Vn_± : xl = xl, x1 = x\t и 
возьмём на них соответствующие точки 

MQ (xl xl . . . , ж*) и Жх (а?;, я0
2, . . . , * ? ) . 

Стационарная подгруппа этих точек имеет одинаково записываемые опера­
торы и оставляет инвариантными две квадратичные формы: 

gai(M0)dz°-dx$ и giiiMJdztdz*. 

Приведём первую из них к виду 
^ 2 2

+ ш _ +dXV*~dxP+i*-~ .. . -~dx"2. 

Тогда матрицы бесконечно малых преобразований группы Н примут вид 
А : С 1|}(Р-1) 

С" : В }<*-*> * ^ •ч , it 
(р—1) (п—р) 

где .4 ж В -— кососимметрические матрицы порядка (р — 1) и (л — р) соот­
ветственно, а С и С" симметричны относительно главной диагонали ма­
трицы L. 

Выберем в группе Н базис матриц L: 

(<*i>Pi = 2, . . . , / ? ; а2, р2 = />+1, . . . , /г), 

где jÊ g означает матрицу с единицей на пересечении а-й строки ж (5-го 
столбца и нулями на остальных местах. 
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Так как форма gl$dxa dx$ = g^(M1)dx(f dx$ тоже остаётся инвариантной 
относительно Н, то 

ь:81,+ц81в=о, 
где L\ — элементы матрицы L. Применив это равенство для базисных матриц, 
получим g\§ = 0, если а Ф р, и 

# 2 2 = • • • ^ Й Р ^ — £ Р - И Р + 1 = . . . = — §?щ = <р, 

и, следовательно, 

ga
xp <foa efoe = ср (Ле2 + . . . + dxp - dxp+1 - . . . - dxn) = cp£aP (M0) dx* dxK 

Выбрав другие две соответственные точки тех же гиперповерхностей, 
получим аналогичный результат, т. е. 

gct$ \Х1У X у . . . , X ) = Ср \Хг, XQ, X , • . . , X ) ga§ ( # 0 , X , . . . , X ) . 

Но из транзитивности группы Gn(n._i) на Уп_г следует, что любые две еоот-
2 

ветствующие точки можно перевести во взятые одним каким-то* преобразова­
нием группы, и значит, вследствие инвариантности метрики множитель ср 
должен быть в любых соответственных точках тот же, что и для М0 и Мх. 
Это значит, что ср не зависит от х2, ...,хп. Фиксируя х\ и изменяя х\, 
получим: 

g«% (х\ х2, .. ., хп) = ср (я1, х]) g^ (xl, х2
} . . . , хп) = ср (х1) }«t (х2, ...,хп), 

что и требовалось доказать. 
(Частный случай этой теоремы при ds2 > 0 см. у Бианки [2].) 

§ 2. Классификация групп 6?2, 6г3, С?4 по возможным 
действительным структурам 

1*. Г р у п п ы G2 могут быть только двух типов ([1], стр. 75): 
I. [ХХХ2] = 0— абелева группа. 

II . [ХХХ2] = Хх — неабелева группа. 
2°, Все т р ё х м е р н ы е г р у п п ы G3 могут быть приведены к сле­

дующим существенно различным действительным структурам: 

А. Р а з р е ш и м ы е г р у п п ы 

I. [ХД 2 ] = 0, [X1Xs] = 0, [X2X3] = 0; 
И. [X1X2] = 0, [X1Xs] = 0, [Х2Х3] = Х1( 

III. [Х,Х2]^0, [Х1Х,] = Х1, [Х2Х3] = 0; 
IV. [ 1 , 1 , 1 = 0 , [ I 1 I 3 [ = I 1 , [Х2Х3] = Хх + Х2; 
V. [ В Д ] = 0, [Х1Ха] = Х1, [XtXz] = Xt; 

VI. [ХМ = 0, [ХМ = Xv [Х2Х3] = дХ2(дФ0я 1); 
VII. [ХМ = 0, [ХМ = X* [ХМ = - Хг + дХ2 {д* < 4). 
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В. Н е р а з р е ш и м ы е г р у п п ы 

VIII. [X1XS] = XV [X1X,] = 2Xi, [Х2Х3] = Х3; 
IX. [ХгХ2] = Х3, [ХгХ1] = Х2, [Х2Х3] = Х1. 

З а м е ч а н и е . В комплексной области различных типов меньше, так 
как тип VII можно преобразовать комплексной подстановкой в тип VI, 
а тип IX в VIII. 

Указанную классификацию подробно см. у Бианки [2]. 
3°. К л а с с и ф и к а ц и я с т р у к т у р г р у п п G4 в комплексной области 

дана С. Ли ([5]. § 137). Используя это, легко получить классификацию 
действительных структур G4: 

A. G4 р а з р е ш и м ы е , не с о д е р ж а щ и е а б е л е в о й Ga 

[ Х 3 Х 4 ] = ( с - 1 ) Х 3 ( с - л ю ­
бое число). 

= Х2 + Х3. 

I. [ХД 2 ] = 0, [Х1Х3] = 0. 
[X1Xt] = cXl, [Х2Х4[ = Х2, 

II. [ХхХ2] = 0, [Х1Х3] = 0, [Х2Х 
[ХХХ4] = 2Xlt [Х2Х±] = Х2, [^з^ 

III. [Х1Х2] = 0, [ В Д , ] = 0, [Х2Х 
[ В Д ] = 0, [Х2Х4] = Х3, [Х3Х 

IV. [ХгХш]=0, [ В Д Л - 0 , [ХгХ. 
[X1X4] = Z1 ) [Х2Х4] = 0, [Х3Х 

V. [ХхХ2]=0, [Х1Х3] = Х1, [Х2Х; 

[ХД 4 [ = Х2, [Х2Х4] = -Хг + дХ2, [Х3Х( 

(<72 < 4). 

= - х 2 . 

= Х2\ 
= 0 

В. G4 р а з р е ш и м ы е и с о д е р ж а щ и е а б е л е в у Gs 

vi. [хА]=о, ::[вд=с?хк 
(г, 4 = 1, 2, 3). 

С. G4 н е р а з р е ш и м ы е 

VII. [Х1Х2] = Х1, [ХД 3 ] = 2Х21 [Х2Х3] = Х3, [Х4Х4]=0; 
VIII. [ Х Д ^ Х , , [Х3Х1]=Х2 , [Х2Х3] = Х1г [Х {Х 4 ]=0 

(i = 1 ,2 ,3) . 

З а м е ч а н и е . Легко показать, что комплексной подстановкой тип III 
можно перевести в I при с = 0, а V в IV и VIII в VII. 

Случай В можно было бы разбить на несколько различных типов структур, 
однако в дальнейшем нам это не понадобится, поэтому все они объединены 
в один тин VI * v 
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§ 3. Движения в пространстве Vn 

1°. Через Vn мы условимся обозначать вырожденное риманово про­
странство, у которого матрица \\gij\\ имеет ранг n—i. 

Как и в Vn, уравнения Киллинга (2) являются необходимыми и доста­
точными условиями того, что оператор X (£г (х1, . . ., хп)) даёт движение 
в пространстве Vп. Но интегрирование (2) для данного Vп будет определять 
операторы X, зависящие от произвольных функций, а не только от произ­
вольных постоянных, как было в Vn. Поэтому все решения уравнений 
Киллинга, вообще говоря, не образуют конечной группы Ли. Отличие также 
состоит в том, что в Vn два разных оператора не могут иметь одних и тех 
же траекторий во всём пространстве ([1], стр. 253). В Vn дело обстоит 
иначе. Так как там Det\g^\ — О, то существует векторное поле и1 (х1, ..., хп) 
такое, что g{ju3 =0. Из того, что ранг матрицы ||Jgi;-1| равен п — 1, следует, 
что любое другое векторное поле wl(x1, ...,xn), для которого g{jwj = 0, 
должно быть пропорционально первому, т. е. wl = o(x1, ...,хп)иг. Поэтому 
все такие векторные поля имеют одни и те же траектории, которые мы 
назовём особыми. Итак, в Vn имеется единственное семейство особых линий, 
изотропных и ортогональных ко всему Vn вследствие g{ju3 = 0. Докажем 
два следующих предложения: 

1) Если оператор U = uipi Cp{ здесь и в дальнейшем означает символ 

частного дифференцирования по хг: /?г = ягт) » ^ля которого gijuJ = 0, 
является оператором [движения в Vn> то любой ему пропорциональный 
оператор W = wlpi, где wl = o(x1, ..., хп)иг, также является оператором 
движения Vn. 

Действительно, вычислим выражение 
™k dkgi, + gik djWk + gjk d{wk = 

= * (»k dk gii + gik d]U
k + gik d{uh) + gikuk d3a + gjkuk д,о. (4) 

Правая часть этого равенства обращается в нуль, так как выражение 
в скобке представляет собой левую часть уравнений Киллинга для опера­
тора U, a gikuk = 0 по предположению. Это значит, что выполняются урав­
нения Киллинга и для W, и следовательно, W — тоже оператор дви­
жения Vn. 

2) Если U и W—два разных оператора движений пространства Vn 
(т. е. не отличающиеся только на постоянный множитель) — имеют одни 
и те же траектории, то эти траектории —особые линии Vn. 

В самом деле, так как траектории U и W совпадают, то wl = 
— а^х1, . . ., хп) и1. По предположению а ф const, пусть дто Ф 0, тогда из (4) 
gikuk djO -\-gjhuk dio = 0. Отсюда получим при i= f = m gmkuk = 0, а затем 
при i = m, / = 1, . . . , т — 1, т + 1, . . . , п 

т. е. для всех i gikuh = 0, а это и значит, что траектории операторов U и W 
особые. 
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2°. Изучим случай, когда Vn допускает транзитивную абелеву 
группу Gn. За координатные линии х1 возьмём семейство особых траекторий, 
тогда и1 = Ъг

1У и из gi:ju} = 0 получим g1{=^0. Так как ранг матрицы ||gi;-|| 
равен п— 1, то Det | «̂р | =7̂= 0 (а, f) = 2, . . . , п). Из уравнений Киллинга для 
i = l, f = cL получим в этом случае gaodfc = 0, т. е. Зх£2= . . . =31£п = 0. 
Последнее означает, что координатные линии х1 образуют систему импри­
митивности любого оператора движения Vn ([1], стр. 102). Это геометриче­
ски очевидный факт, ибо семейство [особых линий остаётся инвариантным 
при любых движениях Vп просто в силу того, что эти движения сохраняют 
метрику пространства. Учитывая, что gH = 0, запишем остальные уравнения 
Киллинга (г = а, / = Р): 

Pdrfep + ^ dagai + gj, 0р£' + gPa с ^ = 0 _. (5) 
(а, р, а = 2, 3, . . . , п). 

Пусть теперь Vn допускает транзитивную абелеву группу Gn. Возьмём 
такую её подгруппу Gn-1, гиперповерхности транзитивности которой имели 
бы уравнения ср (ж1, х2, . . ., хп) = с, где <9хср Ф 0. Это всегда можно осуще­
ствить, так как между операторами X группы и сдвигами в какой-нибудь 
точке М0 существует взаимнооднозначное соответствие. Если Хх даёт едвиг, 
касательный к траектории х1 в точке М0, то для подгруппы Gn_1 {Х2, ..., Хп} 
поверхность транзитивности не касается в М0 линий х1 и, значит, 
дгу(М0) Ф 0. По непрерывности е̂ ср ^ 0 в некоторой окрестности точки MQ, 
в которой мы и ведём рассмотрение. Преобразуя координаты по формулам 
хг = ср (ж1, . . . , хп); ха' = х« (а = 2, . . . , п), получим в новой координат­
ной системе уравнения гиперповерхностей транзитивности подгруппы €п^ 
в виде xv = c. 

Линии х1' остаются при этом попрежнему особыми траекториями. Итак, 
операторы Gn-1 теперь имеют вид 

Х(0,?(х\ ...,хп), . . . ,*"(*>, . . . , *" ) ) • 
Сама Gn__1 действует транзитивно на поверхностях х1 = const, причём 

метрика ga$dx*dx$ на этих поверхностях невырождена. Поэтому преобразо­
ванием координат х2, . . . , хп можно привести группу к операторам Хш ==/?«, 
а метрику —к виду ds2 — ga$(x1)dx*dx$. Пусть Хг имеет компоненты 
(т)1, . . . , т | п ) . Из [X1Xcli] = 0 получаем дат]г = 0, a так как ^ « = 0, то 
т]а, . . . , т]п — постоянные, a 7i1 = 7\1 (х1). Значит, в качестве Х± можно выбрать 
т]1/?1, ибо -rf-pa принадлежит Gn-1. Множитель V ( Ф 0) можно свести к единице 
преобразованием координаты х1, так что в результате Х1 = р1. 

Таким образом, группа в выбранной системе координат имеет операторы 
Х{ = р{, откуда немедленно следует, что g^ — const. При этом особые линии 
являются траекториями оператора Хг = рх. Так как g^ постоянны, уравне­
ния (5) запишутся) так: 

g„dfi' + gi,d£' = 0. (6) 

Если Х(£ \ . . . , £п) — любой оператор движения рассматриваемого про­
странства Vn9 то X (0, S2, . . . , kn) есть оператор движения на гиперповерх-
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ностях х1 — const, ибо (6) для них являются уравнениями Киллинга, а сле­
довательно, Х(£\ 0, . . . , 0) есть оператор движения Vn, имеющий особые 
траектории х1. В качестве Е1 можно брать любую функцию от ж1,.ж2, . . . , хп. 

Таким образом, все движения нашего пространства Vn состоят из 
группы движений Gn(n—i) евклидовых Уп_г и произвольных сдвигов по особым 

2 
траекториям. В этом смысле группа Gn{n—\) является полной группой 

" Т ~ + 0° 
движений пространства Vn. Метрический тензор в выбранной системе 
координат имеет постоянные компоненты. 

В частности, при п = 2 отсюда следует: если V2 допускает абелеву G2, 
то систему координат можно выбрать так, что 

ds2 = cdx*2, X±=--pv X2 = p2. (7) 
Любой оператор движения этого пространства X = %р1 + ар2, где 

I (х1, х2) — любая функция, а — произвольная постоянная. 
3°. Пусть V2 допускает неабелеву G2, тогда последняя может быть 

приведена к структуре [ХгХ2] = Хг. 
Выберем особые линии за координатные линии х1, тогда уравнения 

Киллинга запишутся: 
0 ^ = 0, 

b1d1g22 + Pd2g22-r2g22d2P = 0. 
Допустим, что траектории оператора Х2 особые, тогда можно считать 

'Х2 = р1. В этом случае g22 зависит только от х2, и поэтому преобразова­
нием х2 можно добиться чтобы £ 2 2 = 1 . Из (8) получим, что I2 — const, 
а из [Х1Х2]^Х1 д^р^Ь^ + Рр» т. е. ¥ = 0. 

Таким образом, оператор X2 = k1p1 имеет те же траектории, что и Х2. 
Группа не транзитивна на F2, и поэтому в дальнейшем мы исключаем 
этот случай из рассмотрения. Если же траектории Х2 не особые, то, при­
няв их за координатные линии х2, получим Х2 = $1р2. Как видно из (8), 
$2 зависит только от х2, поэтому, преобразуя х2, можно сделать %1 = 1> 
а тогда d2g22 = 0. Из [X1Z2] = X1 получатся уравнения: 

интегрируя которые, имеем: 
Ъ\ = сх (х1) е~х , $1 = с2е~х (с2 — постоянная). 

Далее, преобразуя х1, сделаем сх = 1, и если с2 Ф 0, то, заменив х2 на 
с2х2 и отбросив в Хг постоянный множитель, получим окончательно: 

Х1=е-х2(р1 + ер2) (е = 0 или 1). 
В случае е = 0 Х± даёт движения по особым кривым. Если же е = 1 , 

то особые кривые не будут траекториями движения. Из (8) получаем для 
оператора Хх 

е~* dig22-2g22*e-x2 = 0, 

(8) 
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т. е. 
g22 = ce2*x\ 

Итак, метрика V2, допускающая неабелеву G2, приводится к 
ds2=ce2*xldx2\ (9) 

Группа: 
Х1 = е-**(рг + гр2), Х2 = р2 (е = 0 или 1). 

Любой другой оператор движения удовлетворяет уравнениям 
Э' I = о. I (10) 

4°. В каких случаях V2 допускает G3? 
a) G3 р а з р е ш и м а я . Приведём её к одной из канонических структур 

(см. § 2, 2°, A). G3 содержит [во всех случаях абелев нормальный дели­
тель G2{XV X2}. Предполагаем, что G2 действует транзитивно на V2. В этом 
случае систему координат V2 можно выбрать так, чтобы Хг = pv X2 = p2. 
Выше было показано, что среди операторов группы G2 должен быть опера­
тор сдвигов по особым траекториям, а так как эти траектории являются 
системами импримитивности группы G3, то этот оператор обязан порождать 
нормальный делитель группы G3 ([1], стр. 102). В группе типа I (абе-
лева G3) все операторы равноправны, поэтому можно считать, что именно Хг 
даёт сдвиги по особым траекториям. 

Легко проверить, что в группах типов II и IV имеется единственный 
одномерный нормальный делитель с оператором Хх, поэтому только Хл 
может давать сдвиг по особым линиям. В группе типа V любая одномер­
ная подгруппа из G2 есть нормальный делитель G3, но в структуре этого 
типа все операторы из G2 [равноправны, и поэтому можно считать, что 
именно Хг даёт сдвиги по особым линиям. 

В группе типа VII нет ни одного действительного одномерного нор­
мального делителя, поэтому этот тип отпадает сразу. 

В группах типов III и VI имеются только два одномерных нормальных 
делителя с операторами Хх и Х2, что легко проверить. 

Таким образом, во всех случаях можно считать, что Х1 = р1 даёт сдвиг 
по особым траекториям и Х2 = р2. Кроме того, в группах типов III и VI 
надо рассмотреть ещё один случай, когда Х2 = рг сдвигает по особым траек­
ториям, а Хг=^р2. Пусть сначала X1=pv Х2 —/?2и л;1 —особые линии У2, 
тогда согласно 2° третий оператор группы G3 должен иметь вид 

Х3 = Цх\ x2)pv 

Из [Х1Х3] = аХ1 + ЬХ2 следует д1%р1 = ар1+Ьр2, из [Х2Х3] — сХг + dX2 
следует d2lp1 = cp1 + dp2, где а, Ь, с, d — структурные константы группы С3, 
определяемые из структуры типов I— VI. 

Из последних уравнений: 
д^=-а9 <92£ = с, b = d^0. 
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Однако для типов IV и V d —i, для типа VI d = q^0, так что эти типы 
отпадают. 

Тип I отпадает также, ибо тогда а = с = 0, т. е. £ = const, и Х3 совпа­
дает с Х1У что невозможно. 

Для типа II b = d = 0, а = 0, с = 1, т. е. £ = х2. 
Для типа III b = d = 0, а = 1, с = 0, т. е. Ь = х1. 
Пусть теперь для группы типа III или VI Хг = р2, Х2 = pL и х1 — осо­

бые линии V 2, тогда Х3 = £ (хгх2) рг, и из [Х1Х3] = Х1 получим д21р1 = р2У 

что противоречиво. 
Таким образом, V2 может допускать разрешимую группу G3 только 

тогда, когда она типа II или III. В этих случаях 
ds2 = с dx2 , 

т2 Т) для I I I 

Траектории Хг и Х3 совпадают. 
б) G3 н е р а з р е ш и м а я т и п а VIII. Такая группа содержит подгруппу 

G2 {Xj, Х2}, поэтому можно выбрать координаты так, чтобы осуществля­
лось (9). 

При е = 0 Хг = er**Pl, Х2 = р2, Х3 -Цх\ х2) рг + ар2, и из [ХгХ3] = 2Х2 
получаем противоречие: 

е-*2д1Ьр1 + (Г**ар1 = 2рь. 
Значит, е = 1 . Из (10) следует, что Х3 = — д21рх-{-Ър2, где £ —функция 
только от х2. Используя [Х1Х3]==2Х2 и [Х2Х3] = Х3, имеем: 

е-*2 ( - д2£рг + д£р2 + Ьрг + tp2) = 2/?2, 

- ^22^1 + 5 2 ^ 2 = ~ 9 2 ^ 1 + tP* 
откуда 

9226 = в2Е = Е, в26 Е + 2в*я. 
Решение этих уравнений: 

\^е*\ 
Итак, пространство (9) с £=-1 допускает группу G3 типа VIII, 

у которой 
Х1 = е-я*{р1+Ря), Х2 = р2, X3 = e*2(-Pl + p2). (12) 

Так как здесь особые линии не являются траекториями движений ни 
одного оператора группы, то ни у каких двух операторов группы не мо­
жет быть совпадающих везде траекторий. 

в) G3 н е р а з р е ш и м а я т и п а IX. Возьмём за координатные линии 
х1 особые кривые пространства, тогда ds2 = g22 (хгх2) dx2 , и уравнения Кил-
линга имеют вид (8). 

Если траектории оператора Хг совпадают с особыми линиями, то 
можно считать, что Х±= рг, и тогда g22 — i. Такое пространство допускает 
только операторы вида 

Х = к{х1х2)рх-{-ар2, 
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где а —постоянная. Пусть Х2 = £р1 + ар2, X3 = ripl-jr bp2, из структуры 
группы получатся следующие уравнения: 

d1tp1 = T}Pi + bp2, 
— d17ip1-=$pi + ap2, 
(id17i-7id1i)p1 = pv 

откуда 

т. е. £2 + т ] 2 ~ — 1, что противоречит тому, что мы условились рассматри­
вать только действительные операторы. 

Если же траектории Хх не особые, то, приняв их за координатные 
линии х2, получим £J = 0, и из (8) £i = £i (х2). Изменяя х2, сделаем Ъ\~1У 

и тогда d2g22 = 0. Из (8) 

0 ^ = 0, Рд1§22 + 2§22д2? = о или Р = - I ааб»), 
^ 1 J n 6 2 2 

2 
Обозначив a ( ^ ) = — - т - т , получим, что любой другой оператор дви­
жения имеет компоненты (ад2%, £), где £ = £(#2). Пусть Х2 - а д2Ьр1 + %р29 

X3~ad2rip1-\-rip2, тогда из уравнений структуры группы получим: 
д2$ = ъ д27\= — S, £327j — T ] 5 2 S = 1 , 

т. е. снова £2 + 7 ] 2 = — 1 . 

Таким образом, группа G3 типа IX яе может быть группой движе­
ний пространства V2. 

§ 4. Пространства Кз, допускающие группы С?2 

1°. Группа движений пространства V3 не может иметь двух разных 
операторов с совпадающими во всём пространстве траекториями. Поэтому 
группа движений 

G*{Xi = tiPv * 2 = М ( » = 1 , 2, 3) 

пространства F 3 должна быть такой, что общий ранг матрицы 

||5*|| (i = l , 2, 3; а « 1 , 2) 

равен двум, иначе Х 1 = о(ж1, я2, # 3)Х 2 , т. е. траектории Хг и Х2 со­
впадают. 

Выберем систему координат так, чтобы ж1 = const были поверхностями 
транзитивности группы G2, и рассмотрим ту область пространства V3, 
в которой ранг || £« || равен двум для всех проходящих в ней поверхностей 
хг = с, т. е. исключаем те поверхности, на которых G2 не транзитивна. 
Согласно теореме, сформулированной в [1], стр. 269, в этой области можно 

г) Если д^22 = 0* то из (8) [д1%2 = д2%2 = 0, т. е. 52 = const, а так как Х± = р2, то 
эту постоянную можно считать нулём. Тогда -Х'я = 5р1, X3 = f\Pi и, значит, Х2 и Xs 
сдвигают по особым линиям х1. Поменяв нумерацию операторов Х± и ЛГ2, получим 
разобранный выше случай. 
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систему координат выбрать так, чтобы операторы группы не зависели 
от х1: 

Х(0 , ¥(х\ х3), ?(х\ х3)). 
2°. Предположим сначала, что поверхности транзитивности группы G2 

неизотропные, тогда из цитированной в § 1 теоремы ([1], стр. 254) сле­
дует, что это — геодезически параллельные поверхности. Если за х1 взять 
длину дуги вдоль ортогональных к ним геодезических, то 

ds2 = e±dx±2 + g,p (ххх2х3) dx« dx* (13) 
( ^ = ± 1 , a, p = 2, 3). 

Группа G2 будет группой движений V2 с метрикой 
ds\ = g<,$ dxadx®. 

Здесь могут быть два случая (§ 2, 1°): 
1) Г р у п п а а б е л е в а , её с т р у к т у р а [Х1Х2]=0. Система коор­

динат может быть выбрана так, чтобы Аг
1 = /?2, Х2 = р3. 

Из уравнений Киллинга получатся допустимые пространства: 

ds2 = e1dxi"-\-adx2 + 2[В dx2 dx3 -f- -[dx3 , (14) 

где a, [3, у — произвольные функции от х1, подчинённые условию 

2) Г р у п п а G2 н е а б е л е в а . Приведём её структуру к [Х2Х2] = Х1У 

а координаты выберем так, чтобы 

Х^е-^ръ, Х2 = рв, 
тогда из уравнений Киллинга (2) получим: 

ds2 = ег dx1 + a dx2 -f- 2 (ax2 -(- (3) dx2 dx3 -j- (ax2" + 2(3#2 -f- f) б?ж3 , (15) 

где a, p, у — любые функции от х1, удовлетворяющие условию невырожден­
ности метрики oq — Р2 ф 0. 

3°. Поверхности транзитивности группы G2 изотропные. Возьмём по­
верхность хг=0 и выберем на ней х2 и х3 так, чтобы линии х2 были 
особыми и группа имела операторы Хг — р2, Х2 = р3, если G2 абелева, 
и Хг = е~х* (р2 + sp3), Х2 = р3, если G2 неабелева (см. 2° и 3° предыдущего 
параграфа). 

Вследствие того, что поверхности х1 = const связаны координатными 
линиями х1, тем самым будет выбрана система координат^ х1, х2, х3 во 
всём пространстве, а операторы группы, как было замечено выше, от х1 

не зависят, поэтому остаются такими же на всех хг = с7 как на х1~0. 
Однако линии х2 на других поверхностях х1 = с уже не обязаны быть 
особыми. 

1) Г р у п п а G2 а б е л е в а . Из уравнений Киллинга d2gij^=d3g.j^=0y 

т. е. g{j зависят только от х1. Группа G2 на каждой из поверхностей 
х1 - с должна иметь оператор, сдвигающий по особым траекториям этой 
поверхности. Пусть на поверхности х1 = х\ оператор 

Х = p2 + cL(xl
0)p3 = X1 + a(xl)X2 

2 Успехи матем. наук, т. IX, вып. 1 

file://-/-adx2
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даёт сдвиг по особым траекториям этой поверхности, причём в соответствии 
с выбором ^ а(0) = 0. 

В силу того, что X (0, 1, OL(X])) сдвигает по особым траекториям по­
верхности хг = х\, должно быть: 

g22(xl) + a(xl)g2S(xl)^0, 
g23{xl)-±a(xl)g33(xl) = 0. 

Индекс нуль у х\ можно опустить, так как поверхность х1 = х\ произвольная. 
В результате получаем метрику V 3\ 

ds2 = gndx1 4- 2g12 dx1 dx2 A-2gl3 dx1 dx3 -f- g33 (a2 dx2" + 2a dx2dx3-I- dx3"), (16) 

где g.y и a —произвольные функции от х1, подчинённые только условию 
невырожденности метрики (16): Det | g{j \= — g33 (g12 — ag13)2 ф 0, т. е. 

g33 ф 0 и g i 2 ~ ^ i 3 + 0- (16) допускает абеле-
ву G2 {Хг = р2> Х2 = /?3}, действующую транзи-
тивно на изотропных поверхностях х1 с. В 
частности, если а (.̂ 1) = 0, то линии х2 будут 
особыми на всех поверхностях х i __ не 
только на начальной. Оператор Хг в этом 
случае даёт сдвиги по особым траекториям во 
всём пространстве, в то время как при а ф О 
оператор сдвигов по особым траекториям X — 
= Хг + a (x1) Х2 не принадлежит группе G2, хотя 
для каждого фиксированного х1 он ей при­
надлежит. Это значит, что G2 имеет разные 

операторы сдвигов по особым линиям на разных поверхностях х1 = с. 
2) Г р у п п а G2 н е а б е л е в а. Из уравнений Киллинга: 

02*11 = °> 02*12 = О 

02*22 = 0, 02*23 = £*23 + *22 > 

Интегрируя эти уравнения, получим: 
при s = 1 

ds2 = g n cte12 + 2*12 eta1 cfo2 + 2 (e*2gi3 — g12) dx1 dx3 + 
+ *22 dx** + 2 (g23e*2 - g22)dx2 dx3 + (g^e2** - \ 

при 3 — 0 
ds2 = g n tf#l2 + 2g12 cte1 dx2 -f- 2 (g12.z'2 +• g13) tfa;1 da;3 + 

4- *22 eta2* + 2 (g22£2 + g23) dx2 dx3 + {g22x
21 + 2g23x

2 

где *{?— любые функции от x1, подчинённые условиям: 

| * 22 

^ 1 3 = ^ 1 3 + ^12» 

02*33 = 2£*33 + 2*23-

Я)Чв^ •+gSi)dx*'; (17') 

•g3a)dx*3, (17") 

Det) Ь ij Ф0 = 0. 
I *23 *33 I 

Если координатные линии х2 особые на всех поверхностях ж1—const, 
то g22 = g23 = 0, g33ф0 и g12 ф 0, и в случае г = 0 оператор Х1 даёт сдви­
ги по особым траекториям. 
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В итоге этого параграфа имеем такую теорему: 
Т е о р е м а . Риманово пространство V3 допускает группу движений 

G2 тогда и только тогда, если существует координатная система, в ко­
торой метрика имеет вид (14) для абелевой группы G2 и (15) для неабе-
левой в случае неизотропных поверхностей транзитивности группы G2. 
В случае изотропных поверхностей транзитивности — соответственно вид 
(16) и (17). 

§ 5. Пространства V^ допускающие нетранзитивную 6г3 

1°. Разберём прежде всего случай, когда группа G3 имеет неизотроп­
ные поверхности транзитивности. В таком случае мы можем ввести в V3 

такие координаты, чтобы ds2 приняла вид (13). При этом х1 = с — геодези­
чески параллельные поверхности транзитивности группы G3, я1— длина 
дуги вдоль ортогональных к ним геодезических. Кроме того, в этой си-

dx1 

стеме координат £1 = 0 у операторов группы G3, так как -г- = k1 (хгх2х3) 

вдоль траекторий группы, а группа действует на поверхностях х1 = const. 
Учитывая это, из уравнений Киллинга для формы (13) при г = 1, / — 2, 3 
получим d1l2 — d1^s = 0, и следовательно, операторы группы X (0. Е2, I3) не 
зависят от х1. 

Применяя теорему § 1, можно утверждать, что 

ds2^e1dxi2 + ^(x1)ga^(x2x3)dxadx^ (а, р = 2, 3). (18) 

Группа G3 с операторами Х(0, с2(х2х3), Q3(X2X3)) является группой 
движений \ 2 с метрикой ga$dxadx$, которая должна быть постоянной 
кривизны. Если кривизна к Ф- 0, то будем считать к = 1 или k=—lt ибо 
остальные пространства V2 постоянной кривизны подобны этим (т. е. их 
метрики пропорциональны), а все подобные пространства допускают одну 
и ту же группу. 

Преобразованием координат пространства постоянной кривизны в дву­
мерном случае приводятся к одному из следующих типов: 

1) dx2" -\-e3dx3", евклидовы V2,k = 0. 

2) dx2 + s i n 2 x 2 d x 3 \ k = l. 

3) dx2" + e3 sh2 x2 dx3 , к = — 1. 

e3 = 1 для V2 с положительно определённой метрикой, е3 = — 1 для V* 
с неопределённой метрикой. 

Интегрируя уравнения (2) для пространств (18) и случаев 1), 2), 3), 
получаем следующие пространства V3 и их не транзитивные группы дви­
жений G3 с неизотропными поверхностями транзитивности: 

1. ds2 = e1dxi* + <?(xL)(dxl2 + e3dx*2). (19) 

Группа: 

Хх^р2, X2 = p3f X3-=ezx3p2-x2p3. 
2* 
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Её структура: 
[ХгХ2] = О, [XLX3] = — Х2, [Х2Х3] =-. е3Хг. 

2. ds2 = e1dxi -\- ср (х1) (dx2 -\-sm2x2dx3, ). 
Группа: 

Хг = р3, Х2 = sin я3/?2 + ctg .х2 cos xsp37 

Х3 = cos x3p2 — ctg я;2 sin х3р3. 
Её структура: 

[-Х'1Х2] = Х'з, [Х2Х3] = Х1, [Х3Хг] = Х2 . 

3. G?S2 = ех cfo;1 + ^ р ( ^ х ) ( ^ 2 - f e 3 s h 2 ^ 2 ^ 3 ). 

Группа в случае е3 = 1: 
Хг = р3, Х2 = sin £3/?2 + cth x2 cos я3/?3, 

Х3 = cos х3р2 — cth ̂ 2 sin #3/?3. 
Структура: 

[ХХХ2] —- Х3, [-Х*1̂ "з] = — ^2> [ ^ Д з ] — ~ ^ 1 * 
Группа в случае е3 = — 1: 

Х 1 = / ? 3 , Х2 — shx3/?2 — cthx2s]ix3p3, 
Х3 = ch x3p2 — cth ж2 ch x3p3. 

Структура: 
[ ^ А ] = ^з> [-Х1-Х3] =='^2> [Х2Х3] = Х1. 

Легко проверить, что подстановка 

(20) 

(21) 

У1== — (X1 + Z 3 ) , Г2 = Х2 , У3 —Х 3 —A'x 

= * ! - * : 3? ^2 = ^2> ^3 — ^ 1 + ^ 3 

при е3 = 1, 
при е3 = — 1 

приведёт группу в обоих случаях к одной и той же структуре: 
[YJ2] = YV [Y1Y3] = 2Y2, [F2F3] = F 3 . 

Функция ^(х1) в (19), (20), (21) —произвольная знакопостоянная 
функция, ибо в нуль она не может обращаться, иначе метрика простран­
ства Г 3 окажется вырожденной. Относя знак к ср (х1), в дальнейшем будем 
считать е1 — 1. 

2°. Определим, в каких случаях пространства (19) —(21) допускают 
более высокую, чем G3y группу. 

Выпишем таблицу компонент тензора Риччи для этих пространств: 

# 2 2 

#33 

1) 

(V)'+K*)' 

1 . 

#12 

2) 

= #13 = # 2 3 = 0 

3) 

•JT' + I 
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Отсюда легко получить корни тензора Риччи, т. е. корни уравнения 

* 8 

1 

1) 2) 

(ч'\ wv 

2 <p 

i cp" 

/*'Y w v 

2 ? <p 

Z cp cp 

3) 

f*'Y WY 
1 cp" 1 
2 cp cp 

1 cp" r l 
2 cp cp 

Если какое-либо из рассматриваемых пространств допускает более 
высокую группу, чем G3 (т. е. G4 или G6), то последняя необходимо тран-
зитивнаг) и, следовательно, корни тензора Риччи такого пространства 
должны быть постоянными. Из геометрического смысла корней тензора 
Риччи ([3], стр. 140) следует, что для пространства постоянной кривизны 
к1 = к2 = к3. Поэтому, если это условие не выполняется, то полная группа 
движений G4 или G3. 

Как видно из приведённой таблички, корни тензора Риччи являются 
функциями от х1, и значит, в общем случае G3 есть полная группа дви­
жений. 

В с л у ч а е 1) условие постоянства корней тензора Риччи влечёт за 

собой ?- = с = const, т. е. cp = e c x \ 
Действительно, 

откуда 

к - / V Y 1 f * ' Y - ф/ ,-и 1 f * ' Y 

1(^У=К + ~==к1-2к2== const. 

Но если ® = ecxl, то R.j = ~c2gij1 т. е. V3 является пространством 

Эйнштейна, что для п = 3 равносильно постоянству кривизны (см., напри­
мер, [3]). 

Таким образом, пространство (19) допускает либо G3, если-5-' Ф const, 

либо Ge, если ср = есх . В последнем случае это пространство постоянной 
кривизны. 

Разберём с л у ч а й 2). Если здесь потребовать, чтобы корни тензора 

Риччи были постоянны, то либо 9 = const, либо f - ^ - Y c p = — 2. Действи-

г) V2, на которых действует G3, не могут допускать более высокой группы, таг 
как' максимальный порядок групп движений V2 равен z i f i l l —з. 
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тельно, обозначив — = и, получим: 

кг = —и' — ̂  и2> 

к2= ~-к-и — ~и2-\— , иоо -1— = и + и2, 
* Z Л ср ' ср 

Исключая и' из этих уравнений, получим: 

— ~г-и - | — = к0—-тг кл, 
4 ср - 2 х 

1 ср' /* 1 1 Л откуда, дифференцируя: — — гш' — - v = 0, или и ( — и' Н— ) = 0 . Отсюда 
z о- V ^ ? / 

1 1 / ср' Л ' 

либо ^ = 0, т. е. ср = с, либо -̂ - к' - j - ~ = 0, т. е. I -j- ) с р = - 2. А если 

последнее выполнено, то 

Значит, при условии -у ( -J— J = const корни тензора Риччи постоянны. 

Нетрудно видеть, что это условие, если только о' =£ 0, необходимо и доста­
точно для постоянства корней тензора Риччи в рассматриваемом случае. 

Условие ( -±— j ср = —2 получается из — — -^( ^— Y — с дифференцирова­

нием. Значит, если ——<г ( ) ~с> т о К 0 Р Н И тензора Риччи равны и по­

стоянны, а так как при этом R..=zcg{j, то мы имеем пространство постоян­

ной кривизны. 

Уравнение —- — -у(~г ) = с легко интегрируется: 

а) с = 0, ? = ( ± ж 1 + с 1 ) 2 ; 

б) с = 2а2, о = -— (1 + sin 2а (± х1~\-с1)); 

в \ с = _ _ 2 а 2 CD = i - e 2 a ( ± a c 4 c i ) 4 - _ l _ e - 2 a ( ± x 4 c i ) L_ 
в; с ^a , ср — 2 е ^ 8a4 2а* * 

В с л у ч а е 3) совершенно аналогично получим, что либо 

Л1 = Л2 = Л8= ~[y( i") 2 + 7] =const 

и пространство постоянной кривизны, либо ср = const. 
2 1 / ср' V Интегрирование уравнения \--—lJ—)=—c дает: 

а) с = 0, <р = - ( ± ^ i + C l) 2 ; 

б) c = 2 a 2 , - c p - - ^ L . ( l _ s i n 2 a ( ± ^ 1 + c1)); 

в) с - - 2 a 2 , cp = y e 2 a ( i ^ + c i ) + ^ e - 2 a ( ± ^ + c i ) + - ~ . 

В этих формулах с1 — произвольная постоянная, от которой, впрочем, можно 
избавиться, приняв ±xlj

rc1 за новую координату х1. 
Если ср = const, то, отбрасывая подобные прсстранства, примем ср= ± 1 . 
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В случае 2) получим пространство: 

ds2 = dx1 ± (dx2 + sin2 х2 dx3"). (22) 
В случае 3) 

ds2 = dx22 ± {dx22 + е3 sh2 x2 dx*2). (23) 

Эти пространства допускают кроме соответствующих групп G3 ещё четвёр­
тый оператор Х4 == рг, перестановочный со всей G3 и являющийся операто­
ром параллельных переносов вдоль геодезических линий х1. Так как при 
этом &x = 0, fc2= ± 1, т. е. Лх =т̂  к2, то 7 3 не может иметь постоянной кри­
визны, и поэтому G4 является полной группой движений этих пространств. 
Подытоживая всё сказанное, имеем такую теорему: 

Т е о р е м а . Пространства V3> допускающие нетранзитивную группу 
движений G3 с неизотропными поверхностями транзитивности, имеют ds2, 
приводимую к видам (19) —(21) с соответствующими группами G3. При 
этом G3 — полная группа движений за исключением следующих двух случаев: 

а) V3 имеет постоянную кривизну (если — = с в 1) , — — — f?-—Y == с 

во 2) и — - — тг ( — ) = с в 3) случаях \ 

б) ср = с во 2) и в 3), тогда метрика пространства имеет вид (22) 
и (23), полная группа движений G4. 

3°. Перейдём теперь к изучению случая, когда V3 допускает нетран­
зитивную группу движений G3 с изотропными поверхностями транзи­
тивности . 

Предположим сначала, что G3 — разрешимая группа. Как следует 
из 4° § 3, допустимыми могут быть только группы G3 типа II или I I I . 
При этом на каждой поверхности транзитивности два каких-либо оператора 
группы должны иметь общие траектории. Систему координат в V3 выберем 
так, чтобы х1 — const были поверхностями транзитивности. G3 имеет абелеву 
подгруппу G2{Xlf Х2], поэтому можно, исходя из групповых свойств, вы­
брать х2, х3 так, что Х1 — р2 и Х2 = р3. На каждой поверхности V2 х1 = с 
один из операторов группы G2: 

Х = а (я 1 )Х 1 + Р(ж1)Х2 (24) 

должен давать сдвиги по особым траекториям данной изотропной поверх­
ности х1 = с. А так как особые линии являются системами импримитивно­
сти группы G3, то для каждого фиксированного х1 оператор (24) должен 
отвечать одномерному нормальному делителю группы G3. Следовательно, 
в случае группы G3 типа II он должен совпадать с Хг (а(хх)=1, ^(х1)=-0)9 

а в случае группы типа III —либо с Хх ( а = 1 , [3 = 0), либо с Х2 (а = 0, 
? = 1 ) . Поэтому надо рассмотреть следующие возможные случаи: 

Если группа типа I I , то 
а) Х1^=р2У Х2 = р3. 

Если группа типа I I I , то 
б ) Х1 = Р2> Х2 = Рз'> 
в) Хг = р3, X2 = p9j. 
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Координатные линии х2 во всех трёх случаях являются особыми траекто­
риями изотропных поверхностей V2 хг= с. 

а) Каждая поверхность х1 = с есть V2, допускающее абелеву G2 {Хг = р2, 
Х2 = р3}, поэтому (см. § 3) любой оператор движения: 

Х = Ър2 + ар8, (25) 

где ь — произвольная функция от всех координат, а постоянно на каждой 
поверхности хг = су т. е. а = а(х1). Пусть Х3 дополняет Хг и Х2 до базиса 
группы и имеет вид (25). Из структуры группы G3 типа II получим: 

^25 = 0 из [Х1Х3] = 0, 
a86 = i из [х2х8] = х1, 

откуда t = x3+ b (x1). 
В выбранной системе координат g22 = g23 = 0, ибо линии а;2 особые 

на поверхностях х1 = const. Значит, 

D e t | g i y | - - ^ § 1 2 

и, следовательно, g33 Ф 0 и g12 =̂= 0. 
Из уравнений Киллинга для операторов Хх и Х2 следует, что 

а для оператора Х3 

g12bf{x1) + g13a/(x1) = 0y \ 

отсюда 

Функция а (а;1) не может быть постоянной, иначе из (26) получилось бы 
g12 = 0, что невозможно. В частности, а(хг)Ф0. 

Таким образом, пространство 

ds2 = gu dx1 + 2g12 dx1 dx2 + 2g13 dx1 dx3 ~f g33 dx3 , (27) 

где g.j — функции только одной х1 и g12g33 Ф 0, допускает группу G3 

типа II с изотропными поверхностями транзитивности, имеющую операторы 
Xx = Pi, Х2 = р 3 , Х3 = (х>+Ь(?))рг + а(?)р3. (28) 

Функции а(хг) и 6 (ж1) определяются из (26'). 
Легко проверить, что преобразованием 

xi'~x1, х2' = х2, xs' = x3+b(x1) 

можно добиться, чтобы в формулах (27) и (28) было b(x1) = g13 (x1) =0. 
б) В этом случае группа G3 типа III и Хг = р2 даёт сдвиги по особым 

линиям х2. Х3 должен иметь вид (25), и из структуры группы получим: 

92Е = 1 из [Х1Х2] = Х1, 
936 = 0 из [ Х 2 Х 3 ] - 0 , 

т. е. S = х2 --}- 6 (я;1). 
Из уравнений Киллинга для Хг и Х2 получим d2ghj = d3g.;• = 0, а из 

тех же уравнений при г = 1 , / = 2 для Х3 g12 = 0, что исключено. 
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в) Здесь также группа типа I I I , и по особым линиям сдвигает опера­
тор Х2 — р2. Если Х3 вида (25), то из [Х1Хг] = Х1 следует д3£р2 = р3, что 
противоречиво. 

Разберём теперь случай неразрешимой G3. 
Из § 3 следует, что допустимой может быть только группа G3 типа VIII , 

которая в специально выбранной системе координат будет иметь операторы 

Хг- е~*3 (р2 + р3), Х2^рЗУ Х3 = е*8 ( - / > 2 + р3) 

(индексы формулы (12) заменены 1 на 2 и 2 на 3). Эти операторы не зависят 
от х1, ибо при получении их в § 3 никаких произвольных постоянных 
не появлялось, т. е. операторы имеют написанный выше вид на всех 
поверхностях транзитивности группы G3. 

Напишем уравнения Киллинга для XL и Х3 при £ = 1 , / = 3: 

52#13 + g i s - ? 1 2 = 0-

Из этих уравнений видно, что g12 = g13 = 0, но тогда Det | g -̂1 = 0, а это 
невозможно. 

Итак, получаем теорему: 
Т е о р е м а . V3 допускает нетранзитивную G3 с изотропными поверх­

ностями транзитивности тогда и только тогда, когда эта группа разре­
шимая и типа И. В некоторой системе координат ds2 имеет вид (27), 
а группа —операторы (28), где можно считать b(x1) — g13(x1) = 0. 

§ 6. Пространства V3 с транзитивными группами G3 движений 

1°. Р а з р е ш и м ы е G3. В случае группы типа I или II структура 
не изменится, если вместо Х2 взять Y2 = X2-\-aXS9 где а —любое число. 
Среди абелевых подгрупп G2{Xl9Y2) обязательно должна найтись одна 
с неизотропными поверхностями транзитивности, иначе через каждую 
точку М проходило бы ooi изотропных поверхностей транзитивности групп 
G2\X19Y2)9 зависящих от параметра а9 причём все эти поверхности пере­
секаются по общей линии, именно по траектории оператора Х19 проходя­
щей через данную точку М. Тогда в касательном пространстве точки М 
мы получили бы пучок изотропных плоскостей, проходящих через одну 
прямую, а это противоречит следующей лемме: 

Л е м м а . В евклидовом или псевдоевклидовом трёхмерном пространстве 
через данную точку не может проходить более двух изотропных плоско­
стей, пересекающихся по общей прямой. 

Действительно, пусть через точку М проходят три изотропные плоско­
сти, пересекающиеся по одной прямой. В каждой из этих плоскостей через 
точку М проходит изотропное направление, ортогональное к любой прямой 
своей плоскости, и в частности, к линии пересечения всех трёх плоскостей. 
Это значит, что три вектора е19 е2, е39 определяющие эти изотропные напра­
вления, лежат в одной плоскости. Однако в одной двумерной плоскости 
не может быть трёх изотропных векторов, исходящих из одной точки, если 
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только никакие два из них не коллинеарны. Действительно, в евклидовой 
плоскости нет вообще изотропных направлений, в псевдоевклидовой пло­
скости имеется только два таких направления, а в изотропной — только одно. 
Если же допустить, что два каких-то из этих векторов коллинеарны, то это 
будет означать, что они направлены по линии пересечения плоскостей, 
которая в таком случае окажется ортогональной ко всему касательному 
пространству точки Му чего в V3 не может быть. Лемма доказана. 

Итак, без ограничения общности можно считать, что для групп G3 ти­
пов I и II именно G2{Xl9 Х2] имеет неизотропные поверхности транзитив­
ности. Группа типа III хотя тоже содержит бесконечно много абелевых под­

групп, но её подгруппа G2 {Х1У Х2) 
обладает особым свойством, именно, 
она содержит коммутант группы с 
оператором Хг п центр группы Х2. 
Группы типов IV—VII содержат 
только одну абелеву подгруппу 
G2{Xly Х2}. Поэтому для групп ти­
пов III — VII надо рассматривать два 
случая, когда G2 {Х1У Х2} действует 
на неизотропных и когда на изо­
тропных поверхностях транзитивно­
сти . 

Рис 3 Так как две простотраызитивные 
группы одинаковой структуры подоб­

ны (см., например, [1]), то для разыскания допустимых пространств V3 

достаточно рассмотреть представителей типов I — VII : 

X, = р2, Х2 - р3, Х3 - - рг + (ах* + сх*) р2 + (fee2 Л- dx*) p3, (29) 

где постоянные а, Ь, с, d берутся из соответствующего типа структуры: 
[ХгХ3] = аХг + ЬХ2, [Х2Х3] = сХг + dX2. 

Из уравнений Киллинга (2) для операторов движения (29) следует, 
что g{j не зависят от х2 и х3, и 

^ 1 2 = ^12 + ^ 3 , 

^ 1 3 = ^ 2 + ^ 3 , 

5ig22---=2ag22 + 26g28, 

^ i f e = С#22 + (а + d) #23 + ^33 , 

^ 8 3 = 2 ^ 2 3 +2rfg33- J 

Если поверхности транзитивности группы G2 {Х1У Х2) неизотропные, 
то из § 4 следует, что метрику пространства V3 можно привести к виду (14), 
т. е. в уравнениях (30) надо положить 

#11 — е\* 812 ~ #13 = = ^> §22 — а> #23 ~ Р> #33 = 7* 

Тогда для а, 3, - останутся три последние уравнения (30). 
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1) В случае группы типа I a = b = c = d = 0. 
Из (30) а, р, «у — постоянные. Пространство евклидово. 
2) Для группы типа II a — b--=d=0, с = 1 . 
Из (30) а ' - 0 , р' = а, v' = 2p. 

Интегрируя эти уравнения, получим: 

к, р = Ла;1 + /, &.Х1 +21х1 + т, (31) 

где А, /, 7?г — произвольные постоянные, ограниченные одним условием 
km ~ Р ф 0. 

а) Пусть сначала к = 0, тогда 1ф0 и преобразованием координат 

1 ' 1 i " б ! / | 
] / 2 | / 

• Ж", x's' = y2\l\xs, 

а затем изменением знака перед всеми коэффициентами формы, если это 
необходимо, приведём метрику к виду 

ds2 = ех dxl2 + 2 dx2 dx? + х1 dx?, (32) 

который получается из (31) при к = т = 0 и 1 = 1. 
Квадратичная форма (32) является неопределённой, ибо один из глав­

ных миноров её определителя равен нулю, именно: 

#11 #12 

#12 #22 

е1 0 
0 0 

- 0 , 

так что, если рассматривать только случай ds2 > 0, то к не может рав­
няться нулю, и случай (32) отпадает. 

Пространство (32) является пространством постоянной кривизны, так как 
оно допускает группу GQ движений с операторами 

1 
Т 2 * " - "" - " " • " " " " с- ;—- L/]Хи -|— Т7) 6j^U-tX° —j—^Оп^0 ~j~ L/§Х° - j - С-̂ ., 

- ^ е ^ ж 3 * - 24 C ^ 3 " - -g С з ж з 2 — у C 4 ^ 3 + С 5 . 

£3 = — e-fi-tX1 + - j 6\жз2 + егС2хя + С6. 

Здесь Си —произвольные постоянные. 
б) Если Ы 0, то, произведя преобразование координат 

> (33) 

^ - К я 1 + т ) . т- , ж* • Ж " , «^ '=1/|*| 
где 

VI тк—12 

/с2 * 0 , 

и отбрасывая подобные пространства, получим: 

ds2 = ех d# l 2 -+- dx2" + 2^л rfx2 cfa;3 + (x1* -f- e3) rfa;8-

(штрихи как в (34), так и в (32) отброшены). 

(34) 
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Пространство (34) получается из (31) при к — 1, / = 0 , /п = е 3 = ± 1 -
Это V3 допускает группу G3 типа II: 

Хг = р2, Х2=р3, Х3= ~р1 + х3р2. 
Однако полная группа движений имеет четыре параметра. Четвёртый опе­
ратор: 

Х4 = е1е3х3р1 + -j (х1* — е&х3*) р2 — я1^,• 

Структура группы G4: 

[ iA] = o, [ВД,] = о, [х2х3] = х1; 
[ХД 4 ] = 0, [Х2Х4]==-е1е3Хз, [X3X4j = Z2 . 

То, что полная группа движений G4, а не G6, следует из подсчета компо­
нент тензора Риччи пространства (34): 

1 1 
-"11 ~~2~б3> -"12 = = - " 1 3 = = ^> ^ 2 2 = = 2~ 6 1 в 3> 

1 1 2 
•"23 == у б ^ з ^ , /г 3 3 = «7 е1ез (^ "г бз) ' ei-
1 1 

Отсюда Нп=:~ eie3gn, Л22 = — -у e±e3g22, и следовательно, (34) не может 
быть пространством постоянной кривизны, так как тогда было бы Rij = kgir 

3) 5 случае группы типа III a—1, b=c = d = 0. 
Если поверхности транзитивности группы G2 [Х1У Х2) н е и з о т р о п ­

ные, то из (30) а' = 2а, (3' = р, ^' = 0. Интегрируя эти уравнения: 
а = ке2*\ p=Ze*\ T = m, (35) 

где А;, /, m— произвольные постоянные, подчинённые условию 
кт-12Ф 0. 

Преобразовав координаты по формулам 
#1» __ х1^ х2' __ " | / | £ | ^ ^3' __. j / | т | ^,3 

(если к = 0 или т/г = 0, то соответствующий корень надо заменить едини­
цей), приведём ds2 к виду 

ds2 = ех ̂ 2 + г^2*1 й^ 2 + 2/ге*1 clx2 dx* + г3 eta3', (36) 

где s2, г3 могут принимать значения ± 1 или 0, а параметр 
г i 

-~=-, если к Ф 0, m -т= 0; 
К | тЛ I 

если к =^ 0, т — 0\ 

.г , если А; = 0, /?г ̂  0; 
К | т | 

/, если к = //г = 0. 
Из невырожденности метрики (36) получаем условие 

е 2 е 8 - л 2 ^ 0 . (37) 
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Тензор Риччи пространства (36) имеет следующие компоненты: 

U _ е^п (А \ х 1 D о^ 2 

^ 2 3 ~~~~~2~\*- аг2г%)е > - " 3 3 — е1г3~~2~> 
1 

1 е 
Если г2 = 0, то а = Г , и легко видеть, что R-^-j-g^, т. е. про­

странство (36) постоянной кривизны. Если же s2 =£ 0, то (36) — непостоян­
ной кривизны, иначе из R.. = kgij при £ = / = 1 , 2, 3 следовало бы 
& = 1 _|_ _ _ — 1 _ = : — у что противоречиво, оначит, при s2 =£ О (do) 
не может допускать группы G6. Оно допускает группу движений G3 типа I I I , 
но его полная группа движений есть G4: 

Х1 = р2, Х2 = р3, Х3=- —рх + х2р2, \ 

V 9 1 'I f e l S 3 2 r l 2 2 \ e l " - r 1 I ^ ' 

Структура группы G4: 

[ Х Д 2 ] = О, [ Х Д 3 ] = * i , [*2*з] = О, 
[ Х 1 Х 4 ] ^ = ~ Х 3 ? [Х2Х4] = 0, [Х3Х4] = Х4 . 

Е с л и п о в е р х н о с т и т р а н з и т и в н о с т и г р у п п ы G2{Xl9 X2} 
и з о т р о п н ы е , то, интегрируя (30), получим: 

8ll=z С11> §12 ~ С 12 б » #13 ~ ^ 1 3 > 

Ь 2 2 = = = С 2 2 е » ^23 ~ С23е » ^33 = = С33> 

где c i ;—постоянные, £22#зз ~ § 1 з = ^, т. е. с22с33 — с2
3 = 0. Либо с22, либо 

с33 отличны от нуля, иначе D e t | g i y | = 0. Допустим, что с33 Ф 0 (в против­
ном случае заменили бы х2 на Xs, и наоборот). Разделив на с33 метрику, 
сделаем с33 — 1 и с22 = с2

3. Окончательно: 

ds2 = cndxi2 -f-2c12ex rf^1 rfx2+2c13 rf^1 dx3-\-o2e2x dx22j\-2aex dx2 dx3jrdx32, (39) 

где c u , c12, c13, a-—постоянные, причём с12~ас13Ф 0. 
Группа движений G3 имеет операторы: 

Хг = р2, Х2 = р3, Х3=— р1 + х2р2. (40) 

4) Для группы типа IV a = с = б? = 1, 6 — 0. 
Интегрируя уравнения (30), получим: 

c?s2 = c u с/х12 + 2с12ех eta:1 afo2 -f 2exl (с12ж1 + с13) dx1 dx3 + 

+ e2xl [С22 ^ 2 2 + 2 (C22S1 + С2з) ^ 2 ^ 3 + (С22^12 + 2 С 2 3 ^ + С33) Ж*3*] • (41) 

Группа G3 типа IV: 
Хх = р2, Х2 = /?3, Х3 = — /?х + (я2 + х3) р2 + х3р3, 

ci}-ь— произвольные постоянные. Если поверхности транзитивности группы 
G2{Xlt X2) неизотропные, то метрика приводится к виду (14), поэтому 
в (41) можно считать с п = е1У с12 = с13 = 0, и при этом 

#22^33 ^23 = (С22С33 С23/ ^ Х ^= О. 
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Если же поверхности транзитивности этой подгруппы изотропные, то 
должно быть: 

| = 0 , но D e t l c . J ф 0. 
I ь 23 с 3 3 | 

5) 5 случае группы типа V а = б/г=1, £ = с = 0. 
Из (30) получим: 

rf52 = Cn dxl* + 2 e xl (C j 2 ^ 1 ^ 2 + C j 3 ^ 1 rf^3) + 

+ е2х1(с22 dx22 + 2с23 <fo2 6fe3 + с33 dx32). (42) 

^сли G2{Xlt X2] имеет неизотропные поверхности транзитивности, то си = е1? 

^ " ^ з ^ О , с22с33 — 2̂з =£ 0. Такое V3 — рассмотренного выше типа (19), где 
<р(хг) = е2х , и следовательно, V3 — постоянной кривизны. 

В случае изотропных поверхностей транзитивности подгруппы G, 
с22сзз *— С1з — 0, но Det | с,у J т̂  0. 

6) Для группы типа VI я = 1 , b = c = 0, d = q Ф 0 и 1. 
Интегрируя уравнения (30) при этих значениях постоянных, получим: 

б/s2 = с п б/^1 + 2c12exl rf^1 с?#2 + 2ci3e(z*1 fife1 tf#8 + 
+ с^е2*1 da22 + 2c2SeU +*)*1 dx2 dx3 + с33е2^ dx32. (43) 

Постоянные интегрирования удовлетворяют соотношениям: 
с11 = е1, с22--=с13 = 0, с22с33-с2

23 ф0 в неизотропном случае, 
с22с33 — с\ъ •= 0, Det | с-у | # 0 в изотропном случае. 

Группа G3 имеет операторы: 

Хг = р2, Х2 = р3, Х 3 = -р1 + х2р2 + дх3р3. 

7) Для группы типа VII а = 0, 6 = 1 , с = — 1, d = g (g2 < 4). 
Интегрируя уравнения (30) и обозначив о) = | / 4 — д2, имеем: 

Ь Ц — С11' 

г12=« 2 [ ( v
c i 2 Y " c i 3 2 - J C 0 S - y - + ( ^ ^ y + Cia Y / S m ~ 2 ~ J > 

Еш = е " ^c 1 8 cos -2- + c 1 $ s m — J , 

g22 = 24e^ 1 [ -£ + ^ = ^ cos (сад1 + p) + ^ sin (wa* + p) ] , 

g23 = 2 Лев*1 ^ | + 1 cos (ад1 + P) + Y sin («u;» + P) ] , 

g33=2Ae"xl [-£ +cos(№C1 + p) ] . 

Далее производим преобразование координат: 

ft < J « . l i 2 
х*' = х1 + -^, х2' = -~е2«> х*. ж3' = —^=-е2шж3 . Y2A ' VIA 
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В новых координатах: 

ds^ = c11dxi2 + 2e^X | СсГ11- — c i 3 y J c o s ^ + ( c ] 2 ~ + с]3 y ) s i n " y - J dx1 dx1 + 

+ 2е2 Г сХо cos — + с ]3 sin ^ - J dx1 dx3 -4- eQxl f m + q—r— cos ых1 + 

4- ^ sin o).!:1 j dx2-2 + ^ x l (mg + g cos озж1 -{- оз sin сад1) fix2 <fe3 + 

+ (m -f- cos tore1) dx3'2. (44) 

Это пространство допускает группу типа VII : 
Хг = р2, Х2 = р3, Х3 = - /?! + ж3/?2 + ( - х2 + дх3) р3. 

В изотропном случае т = ± 1 , ибо g22g33 ~ и з = х е 2 ( р с (,)2 (т2~"~ ̂ )-
В неизотропном случае //г2 =̂ 1, но с11 = е1, с12 = с13 — 0. 
В обоих случаях Det | g{j \ =^ 0. 
2°. Н е р а з р е ш и м ы е G3. Д л я Т 0 Г 0 "1Т°бы найти все пространства V3, 

допускающие простотранзитивную неразрешимую группу G3, достаточно 
рассмотреть представителей групп G3 типов VIII и IX и затем проинтегри­
ровать уравнения Киллинга. Остальные группы этих типов будут подобны 
выбранным. В качестве операторов группы можно выбрать, например, такие: 

Для группы типа VIII 

Х1 = е-*3 (Pl - х2*р2 - 2х2р3), Х2 - рг, Хг = ех*р2. (45) 

Для группы типа IX 

Хг = /?2, Х2 - cos х2рг - ctg ж1 sin а3/?2 + - | ^ - | г /?3, 

Х 8 = - s i n ^ V 1 - c t g ^ 1 c o s ^ 2 / ? 2 + ^ ^ / ? 3 - (Щ 

В общем виде решения уравнений Киллинга с операторами (45) и (46) 
указаны Бианки в статье [4]. 

Мы рассмотрим те случаи, когда G3 не является полной группой дви­
жений, т. е. когда V3 допускает G4, содержащую неразрешимую транзи­
тивную G3. Все такие группы могут быть приведены к одной из двух 
структур (§ 2): 

1) [XLX2] = Xlt [XJ^XQ] = 2Х2, [Х2Х3] = Х3, 
[ Х Д 4 ] = 0, [Х2Х4] = 0, [Х8Х4] = 0. 

В этом случае G4 содержит разрешимую подгруппу G3{X1X2X4) типа Ш . 
Нетранзитивной эта подгруппа быть не может, как это следует из § 5. Но 
если G3 транзитивна, то допустимые пространства совпадают с уже рассмо­
тренными выше. Именно, это пространства (36) с группой (38). Простран­
ства же (39) не допускают рассматриваемой здесь G4. 

Действительно, заменив в структуре Х2 на Х3, Х4 на Х2 и Х 3 на Х4> 

получим: 
[ В Д , ] = 0, [Z 1 Z 3 ] = ^ 1 - [Х2Х,] = 0, 
[X1Xi] = 2X3, [Х2Х,] = 0, [X,Xt] = Xt. 
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Если Х4 = VPi, то из (40) и уравнений структуры получим: 
di^Pi =-2pl + 2х2р2, 

откуда найдём: 
S1 = ^ег*1 - 2х\ I2 = с2е-2^ + х2\ ¥ = с3е~*\ 

Из уравнений Киллинга при г = 1, / = 2 для (39) получаем с12 = 0, при 
г = 2, / = 3 асх —2с13 = 0, при i = f = 2 а2сг — 0. В результате сг = с13 = 0, 
но тогда с12 — ас13 — 0, что невозможно. 

2) Структура G4: 

[ХХХ2] = Х3, [Х3ХХ] = Х2 , [Х 2 ^з] = Х±> 
[X1Xi] = [X2Xi] = [X3Xi] = 0. 

Из трёх абелевых подгрупп G2: {ХгХ±}, (Х2Х4} и {Х3Х4}, обязательно 
одна должна иметь неизотропные поверхности транзитивности, иначе в про­
странстве V3 имелись бы три семейства изотропных поверхностей транзи­
тивности, пересекающихся по траекториям оператора Х4, а это противоре­
чило бы лемме стр. 25. Поэтому без ограничения общности можно предпо­
ложить, что G2 {Xj^X^} имеет неизотропные поверхности транзитивности. Вы­
берем систему координат так, чтобы метрика имела вид (14), а группа G2 — 
операторы Хг = р2, Х4:^р3. Пусть X2 = Vpi9 тогда из [Х1Х2] = Х3 полу­
чим, что X3 = d2Vpt. Используя [Х2Х4]=0 и [Х3Хг] = Х2, получаем 
уравнения: 

д3Р=--0, д2Л1 + ¥ = 0, 

интегрирование которых даёт: 
I1 = А (х1) cos х2 -f- В (х1) sin x-y 

J2 — с (х1) cos х2 A-D (x1) sin x2, 
t3 = Е (х1) cos x2 -L F (з;1) sin x2. 

Уравнения Киллинга для формы (14) и этого оператора: 
1) 3 ^ = 0, ) 
2) е&Р + ад^ + рд^3 - 0 , 
3) е А ^ + Р ^ + т ^ 8 = 0 , I 
4) а / £ 1 +2аа 2 5 а +2р5 2 5 8 = 0, f ( / } 

5) P'SM-^2+T^3 - 0 , I 
6) Т ' = 0. j 

Из первого уравнения (47) следует, что Л и В — постоянные, поэтому, 
изменяя х2 на х2 + const, можно добиться, чтобы А = 0. Тогда В Ф0, иначе 

G4 не была бы транзитивпа. Заменяя х1 на -д-х1, сделаем В = 1. Исполь­

зуя это замечание, из [Х2Х3] = Х1 получим D = 0, С (х1) = С2 + 1, 

2?' (ж1) = СЕ, т. е. С (х1) = tg ж1, -Б (ж1) = г . Произвольные постоянные 

отбрасываем, так как весь произвол включаем в определение метрики 
из (47). 
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Из четвёртого уравнения (47) следует, что F(x1) = 0, и окончательно 

J? = tgx1sinx2
9 ^ ^48) 

у = sin х* I 
COS X1 ' j 

Интегрируя уравнения (47) с оператором (48), получим: 
ds2 = ег dxi2 + (ег cos2 х1 + т sin2 x1) dx2* — 2т sin x1 dx2 dx3 + m dx32. (49) 

Группа: 
XL = p2, Х2 = cos .x2/?! + tg ж1 sin ;z2/?2 + |^|г/>з» 

Х3 = - sin a:2/?! -f tg я1 cos x2 p2 + ^ ^ p3, X4 = p8. 

Тензор Риччи пространства (49) имеет компоненты: 

RX1 — -у-1 — 1, Я12 — R13 = О, 

R22 = — -^-т2 sin2 х1 + ( -о- ̂ ^i — 1 ) cos2 re1, 

(50) 

1 1 
i?23 =~-m

2 sin я1, i?33 = — у m2. 
Для того чтобы (49) было пространством постоянной кривизны, необ­

ходимо и достаточно, чтобы Rijz=kgij, а так как 
Rn = *i ( ^ х - ! ) £n> Rs3=--J ™£зз> 

то должно быть ех (-̂ — — 1 ) = —т?тп, откуда m^ei. Как легко видеть, 

при таком m R{j— —^8iji и (49) в этом и только в этом случае имеет 
постоянную кривизну: 

ds2 -=ex [dxi2 -j- dx22 + dx32 — 2 sin x1 dx2 dxs]. (51) 
Полная группа движений G6 этого пространства имеет операторы: 

Хг = р2, 
Х2 = cos x2

Pl + tg я;1 sin x2p2 + -^-^ р3, 

Х 3= - sin x2 px + tg x1 cos х2р2 + ^^- рЗУ 

Х± = р3, 
Хъ - cos х3р± + ^ ^ р2 + tg х1 s inV р3, 

А 6 = - sin x*Pl + 1 ^ - /?2 + tg ж1 cos х*р3. 

Во всех остальных случаях пространство (49) допускает только группу G4 
с операторами (50). 

§ 7. Пространства F39 допускающие группу 6?4 движений 

С4 р а з р е ш и м а я . Тогда она может быть приведена к одному из 
типов I —VI § 2. В случае типа VI G4 содержит абелеву подгруппу G3, 
и следовательно, пространство V3 евклидово. В остальных "случаях G4 со­
держит нормальный делитель G3 {Xv X2J X3] типа II, III или V. 
3 Успехи матем. наук, т. IX, вып. 1 
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1°. Разберём сначала случай, когда этот нормальный делитель не 
транзитивен. Тогда его поверхности транзитивности должны быть изотроп­
ными, так как неизотропные поверхности транзитивности могут быть лишь 
у неразрешимых групп (см. § 5), а тогда из теоремы в конце § 5 следует, 
что допустимы £4 , содержащие G3 типа I I , т. е. G4 типов I, I I , I I I . При 
этом систему координат можно выбрать так, что ds2 приведётся к (27), 
операторы G3—к (28), где в соответствии со сделанным там замечанием 
надо считать Ь = g13 — 0. 

1) Разберём первый из этих типов. 
Структура £ 4 : 

[Х,Х2] = 0, [ХгХ3] = 0, [Х2Х3] = Xlf 

[Х1ХА] = сХ1, [X2XJ = X29 [Х3Х,] = (с-1)Х3. 

Пусть X± = ZLp1 + b2p2 + b3p3, тогда из уравнений структуры и выра­
жения операторов Х19 Х2, Х3 из (28) получим такие равенства: 

d2^Pi = cp29 \ 
д^Рг = Рз> \ (52) 

^ 3 < W i + adz¥Pi - Р<*'Р2 ~ &Р2 = (с - *) №*Рг + аРз)- J 

Отсюда d2Q = д31г = 0, т. е. S1— ^ ( х 1 ) . Так как £* ¥= 0, иначе G4 не была бы 
транзитивной, что невозможно, то преобразованием х1 добьёмся, чтобы 
Р = - 1 . 

Далее, из (52): 
«92S2 = c? <93£2^0, 

с ^ 3 = 0, 08$3 = 1> 
откуда 

г = с#2 + а (х1), с3 = ж3 + р («х1), 

где а, р —некоторые функции от я1 . 
Из последнего равенства в (52) получим: 

сх3 — х3 —(3 = (с — 1) #3, 
a-f- a' = (с— 1) a, 

т. е. р = 0, a = с ^ - 2 ) * 1 . 
Отсюда видно, что с Ф 2 и q =£ 0, иначе а' (х1) — 0, что исключено 

[см. (26)]. Таким образом, группа G4 должна иметь операторы: 

Хг = р2, Х2 = рЗУ Х3 = х3р2 + Cjek-V*1
 Рзу 

(53) 
X&=—Pi + (cx2 + a) P2 + х*Рз-

Группа (53) подобна группе с такими же операторами, но у которых 
а-=0 и с х = 1 . В этом можно убедиться, сделав преобразование координат 
по формулам: 

схх2' = х2-\- e~cxl [ a (x1) ecxl dxl, 
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Итак, в дальнейшем считаем в (53) ос = 0, сх = 1. Из уравнений Кил-
линга для пространства (27) и Х4 : 

5 i ^ i i = 0 di£i2 = cg12, dxg3S = 2g3 3 , 
т. е. 

Из второго уравнения (26) / = — т(с~ 2). Разделив метрику на m к 
отбросив подобные пространства, получим окончательно: 

ds2 = A; cto12 + 2 (2 - с) е™1 dx1 dx2 + e2*1 dx*2. (54) 
Группа: 

Хг = /v, Х2 = р3 , Х 3 = я3/?2 + е**-2)*1 /?3, Х4 = — /?! + С£2/?2 + z s / V 

Здесь &, с —любые постоянные ж сф2. 
2) Рассмотрим теперь второй допустимый вид структуры группы GA: 

[X1Xa] = 0>f [ X 1 Z . ] = 0 , [XaX8] = * i . 
[ХХХ4] = 2ХХ, [^2^4] = Хъ> [^3^4] = ^2 + ^ з -

Как и выше, Xt = p2JfX2 = р3> ^ з " #3Р2 + а (х±) Рз-
Пусть X4 = 5Vi + SV2 + 53/>3» т о г Д а 

№ > г = 2/>2 из [Z1X4] = 2Z 1 , 
^ V i = />з из [ Х Д 4 ] = Х2 . 

x3d2iiipi + а33£
{Рг — а ' ^ з — ^ 2 = я8/>2 + аРз + Рг и з [ Х з^ 4 ] = Х2 + Хз-

Отсюда d2%L = dsZL = 0, т. е. £l = h}(x1) Ф 0. Изменяя ж1, сделаем ^ = — 1. 
Далее из этих уравнений: 

<92£
2 = 2, д3¥ = 0, т. е. ¥ = 2х2 + *(х1)\ 

d2kB = 0, 6>3S3 = 1, т. е. Р = х* + Ц&), 
Р = 0, а' = 1, т. е. а = хг. 

Таким образом, 
Хь = — Pi + (2^2 + ее) р2 + ж3/?3. 

Аналогично первому случаю можно положить здесь а (х1) = 0, тогда из 
уравнений Киллинга для (27) и Х4: 

lASn = 0, dtg12 = 2g12, с^зз = 2g33, 
т. е. 

Su = к> 8i2 = le2x' > £зз = ™е2*\ 

Из второго уравнения (26) 1-\-т = 0, и отбрасывая подобные простран­
ства, будем считать 1= —т = 1. 

Окончательно: 
ds2 = kdxi2 + e2x \2dx1 dx2 ~ dx*2). (55) 

Группа: 
xi = P*> Х2 = Рз> Хз==хгР2 + я1Рз> 
х* = - Pi + 2x2Pz + х*Рз-

3) В третьем допустимом случае структура G4: 
[ад]=о, [ад]=о, [х2х3]=xv 
[ X 1 X 4 j = 0 , [ Х Д 4 ] = Х3> [ Z 3 X 4 ] = - X 2 . 
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При этом 
Х1 = Р2> Х2= Рз> Х3 = Я*Р2 + а (#*) Рз* 

Пусть Xi = ?p1 + ¥p2 + ¥p3, тогда 
д/ = 0 из [ХгХА] = 09 

д3¥р{=х3р2 + ар3 из [Х2Х4]===Х3, 

а (х3р2 + ар3) = - /?3 + Е3/?2 + а'б^з и з [ ^ s^ J = - * 2-

Отсюда д3¥ = х3, д3$3 = а, ах3 = £3
у а2 + 1 = а'£\ т. е. £2 = -^-ж32 -j- а (ж1), 

£» = аж3, a1 = ai(^1)-
Так как Е1 =£ 0, то преобразованием х1 можно получить £1= 1. Тогда из 

&'~а2 + 1 a = tg(:c1 + c), и приняв ж1-}-с за новую координату ж1, полу-
чим a(a;1) = tga;1. Затем преобразованием xi' = x1

f x2' = x2-j- \a(x1)dx1, 
xs' = x3 достигнем того, чтобы а(х1) = Оу и окончательно: 

1 <> 

Используя условие (26) и уравнения Киллинга для Х4 и формы (27), 
получим: 

ds2 = А &с1а + 2&С1 ЖЕ2 - cos2 х1 dx3\ <56) 

допускающее группу G4 типа III с операторами: 
Хг = р2, Х2 = р3, X3 = x3p2±tgx1p3, 

Х4 = Pl + Y Х32 Р2+ Х* tg X1 Рз-

2°. Допустим теперь, что нормальный делитель G3 {Xv X2, X3} группы 
G4 транзитивен. 

1) Если G3 типа II, то мы уже нашли в предыдущем параграфе допу­
стимые пространства (34) и операторы G,. 

2) Если G3 типа III, то искомое пространство (36), и группа имеет 
операторы (38), однако эта G4 неразрешимая. 

Пространство же (39) не допускает разрешимую G4, содержащую тран­
зитивный нормальный делитель G3 с операторами (40). Действительно, 
если X4: = ^lpi, то из (40) и уравнений структуры группы G4 типа IV 
(§ 2) получим: 

dtv = o, d^Pi = Pa, dtfn + pp^o, 
откуда 51 = с1, t2 = c2e~x , Е3 — х3 + с3. 

Но из уравнений Киллинга при i — / = 3 для (39) 
^digat + 2gaidtV = 0, или g„38S8 = 0, 

что противоречиво, ибо g33 = l и 53£3=1. 
3) Пусть, наконец, нормальный делитель G3 группы G4 типа V, т. е. 

сама группа £4 типа V. Допустимые пространства даются формулой (42). 
Операторы G3: 

Хг = р2У Х2 = р89 Х 3 = -р1 + х2р2-\-х3р3. 
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Если Х4 = /̂?г> т0> интегрируя уравнения структуры этого типа, получим: 

£i = а, £2 — — х3 + Ье~х\ £3 = х2 + дх3 4- се~х\ 

где а, Ь, с—некоторые постоянные. Выписав затем уравнения Киллинга 
для Х4 и (42), нетрудно получить противоречие с условием невырожден­
ности метрики (42). Таким образом, этот тип отпадает. 

3°. G4 н е р а з р е ш и м а я . Неразрешимая G4 состоит из центра Х4 м 
коммутанта G3 типа VIII или IX. 

Если коммутант G3 транзитивен, то допустимы пространства (49) 
с группой (50) и (36) с группой (38) (см. § 6, 2°). 

Если коммутант G3 не транзитивен, то из § 5 следует, что допустимы 
пространства (22) и (23), и только они. Соответствующие группы G4 выпи­
саны в том же § 5. 

СВОДКА РЕЗУЛЬТАТОВ 

Для удобства и лёгкости обозрения результатов соберём вместе выве­
денные формулы. Мы получили, отвлекаясь от пространств постоянной 
кривизны, все римановы пространства V3, допускающие непрерывные груп­
пы движений. Метрика этих пространств и операторы группы записаны 
в некоторой специально выбранной системе координат. 

I. Пространства V3 с группой движений G2 

Г р у п п а G2 а б е л е в а . Её операторы: Хг = р2, Х2 — р3. 

1) ds2 = е1 dxl2 4- a dx22 + 2р dx2 dx3 + т dx3* (ег = ± 1), 

где а, р, -[ — произвольные функции от ж1, подчинённые условию oq — Р2 Ф 0. 
Поверхности транзитивности группы G2 неизотропные. 

2) ds2 = g n dxl2 + 2g12 dx1 dx2 + 2g13 dx1 dx3 + g33 (a dx2 -\- dx3)2, 

где gll9 g12, g13, g33 и а -произвольные функции от ж1, но при условии-
£зз =£ 0> 8i2-~a8i3=£Q- Поверхности транзитивности группы G2 изотропные. 

Г р у п п а G2 н е а б е л е в а . Её операторы: 
Хг = ег-х*(р2 + ер3), Х2 = р3> з = 0 или 1. 

Если поверхности транзитивности группы G2 неизотропные, то s == 0 и 
3) ds2 = ег dxl2 + a dx2* + 2 (our2 + j3) dx2 dx3 + (ax22 + 2$x2 + 7) dx32, 

где et= ± 1, a a, p, -[ — произвольные функции от ж1 при условии a-[ — Р2 ^=0. 
Если поверхности транзитивности группы G2 изотропные, то при s = 0 

4) ds2 = gn dxl2 -г 2g12 dx1 dx2 + 2 (g12x2 + g13) dx1 dx3 + 
+ g22 dx22 + 2 (g22x2 + g23) dx2 dx3 + {g22x22 + 2g23x% + g33) dx32 

и при г — 1 
5) ds2 = gndxl2 + 2g12 dx1 dx2 + 2 (g13e*2 - g12) dx1 dx3 + 

+ g22dx22 + 2 (g23e** - g22) dx2 dx3 + (g33e**2 - 2g23e*2 -f g22) dx*2. 
Здесь g{j = g{j (x1) удовлетворяют условию 

£22£зз - ^ 8 = °»' Det I giy I =£ 0. 
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II. Пространства V3 с нетранзитивной группой G3 

Е с л и п о в е р х н о с т и т р а н з и т и в н о с т и G3 н е и з о т р о п н ы е , 
го 

1) ds2 •= exdxl2 + ср (х1) (dx22 + e3dx*2) (е1У[е3 = ± 1). 

Операторы группы: Х1 = р2, Х2 = р3, Х3 = е3х3р2 — х2р3. 

2) ds2 = exdxl2 -f ср (х1) (dx22 + sin2 x2 dx*2). 

Операторы группы: Хг = р3, Х2 = sin x3/?2~f ctg ж2 cos х3рЗУ Х3 = cos х3р2~ 
— ctg#2sina;3/?3. 
3) tfs2 = ^tf s1* + ср (^) (da*2 + e3 sh2 a2 efa82). 

Операторы группы в случае е3 = 1: Хх = /?3, ^ 2 = s i n #3/>2 + c t n x<2 c o s s8ft> 
X 3 = cos#3/?2 — cth^ 2sin^ 3 /? 3 , и в случае е3 == —Ч: Хг = р3, X2 = shx3p2 — 
— cth ж2 ch ж3/?3, Х 3 = ch £3/?2 — cth x2 sh a3/?3. 

В этих формулах ср (я1) — любая не обращающаяся в нуль функция. 
Е с л и п о в е р х н о с т и т р а н з и т и в н о с т и G3 и з о т р о п н ы е , то 

4) ds2 = gndxl2 + 2g12 dx1 dx2 + g33 dx*2. 

Операторы группы: X1== p2, X2 = p3> X3 = x3p2 + a (x1) p3. gu, gl29 g33 

ж a — любые функции от х1, подчинённые условию g33 # 0 и g12 Ф 0. 

III. Пространства V3 с транзитивными разрешимыми 6?3 

1) ds2 = e±dxl2 + dx22 + Ix1 dx2 dx3 + (xl2 + e3) dx3\ (e19 e3 = ± 1). 

Операторы группы: XL = p2, X2 = p3f X3= — рг + х3р2. 
Подгруппа G2{X}y X2} имеет неизотропные поверхности транзитивности. 

2) ds2 = е^х1" + s2e2x dx2 + 2nex dx2 dx3 -f- e3 t/ж3", , 

€ t = ± 1, s2, s3 = ± 1 или 0, тг—параметр и s2e3 — n2 Ф 0. 
Операторы группы: Хг = р2, Х2 = р3, Х3 = — рх + #2/?2. 
Подгруппа G2{X1? Х2} имеет неизотропные поверхности транзитивности. 

3) ds2 = cn<te l2 -t- 2c12^x rfa1 е?ж2 + 2c13dx1 dx3 + (ae*1 dx2 + dx3)2, 

cn, c12, c13, а —постоянные, с12 — ас13ф0. 
Операторы группы: Х1=^ р2, Х2 = р3, Х3^= — рг-\-х2р2. 
Подгруппа Go {Xv X2] имеет изотропные поверхнссти транзитивности. 

4) ds2 --= cixdxl2 + 2c12exl dx1 dx2 + 2ex (с12хг -f c13) cfa;1 dx3 + 

+ e2*1 [ c 2 2 ^ 2 2 + 2 (c22£i + c23) dx2 dx3 + (c 2 2 ^ 2 + 2c 2 3 ^ + c33) dx32]. 

Операторы группы: Хх = р2У Х2 = рЗУ Х3 = — px -f- (#2 + #3) /?2 + #3/V 
Сц — постоянные, причём c u = el9 c12 = c13 = 0, c22c33 — с!з Ф 0, если под­
группа G2 {Xv X2} имеет неизотропные поверхности транзитивности, и 
с22с33 — с|з = 0, Det | ci;-1 ф 0, если — изотропные. 
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5) ds2 = cndxl2 ф 2ex± (с12 dx1 dx2 ф c13 dx1 dx*) ф 
ф e2*1 (c22dx22 ф 2c23dx2 dx* ф c33dx*2). 

Операторы группы: Xx= p2> X2 = /?3, X 3 — — px фх2р2фх*р3. c11 = e i, 
c12 = c13 = 0, c22c33 — cl3 ¥= 0, если поверхности транзитивности G2 {Xlf X2} 
неизотропные, и c2?c33 — с!з = 0, Det | c{j \ ф О, если — изотропные. 

6) ds2 - cndxl2 ф 2c12e*x dx1 dx2 ф 2c13e^ dx1 dx* ф 

ф c22e2xldx2<2 ф 2c23e(1+<?)*1 dx2 dx* + c33e2^ dx*2 {q Ф 0 и 1). 

Операторы группы: Xx = /?2, Х2 = р31 Х3-= — рх ф х2р2 фqx*p3. с 1 1 ^е 1 , 
с12 = с13 =• О, с22с33 — с1з ¥= 0, если поверхности транзитивности группы 
G2 {Х1У Х2) неизотропные, и с22сзг — с!з = 0, Det | с.у | Ф О, если —- изотропные. 

7) ds2 = cudxl2 ф 2e2 ( с12-|- — с 1 3 у icos ^ф(с12~фс13~ртЩ-ЫхЫх2ф 

ф 2егХ ( с12 cos ~ ф с13 sin Щ~ J rfj;1 cfo3 + ^ ( ^ + -̂тг~" cos соя1 + 

+ g ~ sin ПУХ1 jdx2" ф eqxl (mq -f q cos w^1 + со sin ых1) dx2 dx3 ф (m+cos wx1) dx*2-

Операторы группы: Хх = p2, X2 = p3, X3 = — /?x + ^3/?2 + (—^2 + З^'3) /V 
Параметр q удовлетворяет условию: q2 < 4; c-y, m —постоянные и 

Если подгруппа £2 [Xl9 X2} действует на неизотропных поверхностях 
транзитивности, то cL1 = el9 с12 = с13 = 0, т2 Ф 1. В случае же изотропных 
поверхностей иг— ± 1, и остальные постоянные удовлетворяют только 
условию невырожденности метрики: Det | g{ • | т= 0. 

IV. Пространства V3 с группой движений G4 

G4 р а з р е ш и м а я . 
1) ds2 = & <tel2 + 2 (2 - с) есх' dx1 dx2 ф е2*1 dx*2. 

к и с —любые постоянные, но с Ф 2. 
Операторы группы: Хг = /?2, Х2 = /?3, Х 3 = х,3/?2 + е^с—2)х /?3, Х4 = — /^ + 

+ сж2/?2 + #3/>3. 
Подгруппа G3{Xlf X2, Х3} не транзитивна. 

2) ds2 - A; dxl2 Ф е2*1 (2dx1 dx2 - dx*2), 

к постоянная. 
Операторы группы: Хх = ръ Х2 = рЗУ Х 3 = х*р2 + хгр3> Х 4 = — /?х + 

ф2х2р2фх*р3. 
Подгруппа G3{Xlt X2 , Х3} не транзитивна. 

3) ds2 = к dxl2 ф 2dx1 dx2- cos2 x1 dx*2. 
к - постоянная. 

Операторы группы: Хг -= р29 Х2 = р3, Х 3 = х*р2 ф tg х1р3, Х4 = />j + 

фТх*2р2фх*1%х1р3. 
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Подгруппа G3{XV Х2, Х3] не транзитивна. 

4) ds2 == ег dxl2 + dx22 + 2хгdx2dx3 + {xl2 + e3)dx3'2 (el9 e3 = ± 1). 

Операторы группы: Хг = р2, X2 = p3, Х3 = — Pl + x3p2J X^ = e1e3xdpl + 

+ У ̂ l 2 ~ eie3^32) ft - х1Рз-
Подгруппа G3{X19 X2f X3} транзитивна. 
G4 н е р а з р е ш и м а я . 
5) ds2 = ег dxl2 + e2e2xldx22 + 2nexl dx2 dx8 + s3 ds3*. 

ex= ±i, s2, s 3 = ± 1 или О, s2s3 —/г2 ^ 0. 
Операторы группы: X± = p29 X2 = p3f X3= -pi+x2p2, 

Подгруппа G3 {X19 X2, X3} транзитивна. 
6) ds2 = ег dx1 ~j- (ег cos2 x1 + m sin2 ж1) c?#2* — 2m sin л*1 rf#2 dx3 + *w tf#32. 

e 1 = ± 1, m r= 0 и ег
 x). 

Операторы группы: Хг = р29 X2^= cos x2p± + tg x1 sin x2p2 + -t p3> 

X3 = - sin ж2
Л + tg a:1 cos £2/?2 + ^ 5 A> %* = Рз • 

Подгруппа G3 [Xv X2, X3} транзитивна. 
7) ds2 = e1dz1 +dx2 +sin2^2rf^3 . 
Операторы группы:; Хг = p3, X2 = sin x3p2 + ctg ^2 cos £3/?3, Х3 — cos #3/?2 — 

— ctg;z2sina;3/?3, Xi = p1. 
Подгруппа G3\Xl9 X21 X3} не транзитивна. 
8) ds2 = ег dxl2 + dx22 + e3 sh2 x2 dx32. 
Операторы группы: Xlf X2, X3 те же, что в 3) II; Х4 = /?г 
Подгруппа Go {Xl9 Х29 X3} не транзитивна. 

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

[1] Л. П. Э й з е н х а р т , Непрерывные группы преобразований, ГИИЛ, 1947. 
[2] L. В i a n с h i, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di transformazioni Spoer-

ri, Pisa, 1918. 
[3] Л. П. Э й з е н х а р т , Риманова геометрия, ГИИЛ, 1948. 
[4] L. В i a n с h i, Sugli spazii a tre dimensioni che ammettono ungruppo cintinuo di mo-

vimenti, Soc. Italianadel. Szienze. Mem. di mat., сер. 3, 11 (1897). 
[5] S. L i e , F. E n g e 1, Theorie der Transformationsgruppen, т. 3, Leipzig, 1893. 

l) При w = <?! получим пространство постоянной кривизны. 


