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Кроме того, для любого x e f l , 

l |D , . e*-* | | < £ bi(\\r(x)\\)\\Qix~x\\ + 

+ b N + i (||т (x)||) HQoJC—x|| < p (x, Y) + 6, 

где / ( * ) = { f e = N | 6 г ( х ) ^ = 0 } . Пусть {^},~ i cz C°° (R+, R+)—такое 
разбиение единицы, что dn+i = 0 вне [2"~ 2 , 3 • 2 " - 2 ] и ^ = = 0 вне [О, 1]. 
Положим для любого x e B ^ r ' S j D„(x) = 2 " _ l D i , e {—^j я Dn = 0 

оо 

вне B n ( « E N ) . Нетрудно видеть, что оператор R= £ ( - ) | | ) D j ис~ 

комый. 
Отметим, что аналогичная задача о гладких е-выборках для ко­

нечномерных подпространств была исследована в [4]. 
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Т. Уличевич 

ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЙ В ПОЛУЦИЛИНДРЕ С ГРАНИЧНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ СМЕШАННОГО ТИПА ДЛЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

В статье изучаются решения уравнения 

Ш{х)—\U\p-lU(x) = 0, (1) 

где JC= (JCI, хп)у p = c o n s t > l . Такое уравнение исследовалось во мно­
гих работах (см., например, [1, 2 ] ) . Здесь рассматривается поведение 
решения уравнения (1) в полуцилиндрической области с граничными 
условиями смешанного типа на ее боковой поверхности. Кроме того, 
решение уравнения (1) периодично по переменным х=(хи хп-\), а 
ось хп совпадает с осью полуцилиндра. 

Пусть S ( a , b)={x:x<=$Rn, х ' е ю , a<xn<b}> где х'=(хи хп-\)У 

со — ограниченная область в З?^ 1 с гладкой границей, а (а, Ь) = 
=dS(a, b)[\{x:a<Xn<b). 

Т е о р е м а . Пусть U(x)e=C*(S(0, oo))(]Cl(S(09 о о ) ) и U{x) — ре­
шение уравнения (I) с граничным условием 
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a(x)U(x) + — = 0 на а (О, оо), (2) 
dv 

где у — внешняя конормаль к a (0 , о о ) , ах^>а[х)>-а^ a 0 = c o n s t > 0 , ах = 
= c o n s t > 0 . Тогда 

\U(x)\ < C e x p { - a * „ } , (3) 

где a = c o n s t > 0 , C = c o n s t > 0 . 
Сначала докажем некоторые вспомогательные предложения. 
Л е м м а 1. Пусть £/(*)•€= С*(S(0, о о ) ) П С 1 ( 5 ( 0 > о о ) ) и U{x) — ре­

шение уравнения (1) в 5 ( 0 , о о ) , удовлетворяющее граничным условиям 
(2) на сг(0, о о ) . Тогда U(x'9 хп)->0 при х « - > о о . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В [1] доказана следующая 
Л е м м а . Пусть y(t) — решение уравнения 

y" + ai\y'U + a*\y'\=f(yh 

где ai = c o n s t ^ 0 , a 2 = c o n s t ^ 0 , с начальными условиями у(0) = а , у' (0) = 
= 0 , a = c o n s t > 0 , f{y)>0 при у>0; f(y)>abyP7 р > 1 , a 3 = c o n s t > 0 при 

у> 1, рх———, функция f(y) непрерывна для всех у. Тогда существует 
1 + Р 

Г ( а ) , такое, что z/( /)->oo при t~+T(a)—0, y{t)>0 и y'{t)>0 на (0, Г ) , 
Т<оо. 

Воспользуемся этой леммой. Предположим, что существует после­
довательность такая, что U(х\ xn

k)>2a>0 при xn

k-+ooy где а = 
= c o n s t > 0 . 

Рассмотрим функцию у(хп—xn

k), построенную в сформулированной 
лемме. Тогда y(xn—xn

k)-*oo при хп—xn

k->±T, так как y(t) можно до­
определить на интервале — Т < х п < 0 , полагая у(хп)=у(—хп). Предпо­
ложим, что xn

k—Т>0, и ipассмотрим функцию W=y—U в S(xn

h—Т, xn

k + 
+ Т). Предположим, что в сформулированной лемме а{=а2=0 и f{y) = 
= \у\р~1у. Поскольку y(xn—xn

k)-+oo при xn—xn

k-*±T, W(x)-^oo при 
xn—xn

k-+±T и W(x/

9xn

k)<0. Функция W(x) удовлетворяет уравнению 

у-и 
Так как W (х\ хп

к) < 0 , то существует такая точка х, принадлежа­
щая S(xn

k—Tyxn

k+T), где Wимеет отрицательный минимум. Если Х Е 
G S ( X / — Г , xn

k + T)9 то согласно (4) A 1 F < 0 в точке х9 что невозможно. 
Если Х Е О ( Х / — Г , хп

к + Т)9 то в х выполнено граничное условие (2), но 
э т о противоречит известной лемме о производной на границе в точке 
минимума (см. [3, 4 ] ) . Лемма 1 доказана. 

Л е м м а 2. Пусть U(x) — решение уравнения (1 ) , удовлетворяю­
щее граничному условию (2) . Тогда 

\U(x)\<C\xn\ 
2 

1-Р 

где р>19 C = c o n s t > 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим вспомогательную функцию z= 

2 
l-D = Схп

 р . Если постоянную С выбрать достаточно большой, то У — z p ^ . 
< 0 . Пусть W=z—U. Функция W(x) удовлетворяет неравенству 
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Ш~ *~\V\^1U

 W < 0 в S ( 0 , оо). (5) 

Докажем, что W>0 в 5 ( 0 , о о ) . Если W<0 в .некоторой точке 
5 ( 0 , о о ) , то так как W(x)-+0 при хп-*о°, существует точка х в 
5 ( 0 , о о ) , в которой W(x) имеет отрицательный минимум. Точка х не 
может принадлежать 5 ( 0 , о о ) , ибо это противоречит ( 5 ) . Очевидно, что 
W(x)-*oo при Хгг+0. Точка х не может принадлежать о(0 , о о ) , так как 

a(x)U(x) + -^— = 0 на о (0 , о о ) , а это противоречит лемме о производной 

в точке минимума на границе (см. [3, 4 ] ) . Следовательно, W(x)^0 и 
U(x)<*£Z. Аналогично устанавливается, что U(x)>—z. Лемма 2 до­
казана. 

Теперь докажем основную теорему. Пусть функция @(хп) такова, 
что в(л: л ) = 1 при | * я | < 1 , @(Хп)=0 при \хп\>2, 0<®(хп)<1, &(хп)^ 

^C°°(dtl). Умножим уравнение (1) на Q2^~jU (х) и проинтегрируем 

по 5 ( т , о о ) , где T = c o n s t > 0 , Af=const>0 , N>x. Интегрируя по частям, 
получаем 

S(T,oo) 5(T,oo) 1=1 1 1 

+ J -^-U®2dS— J \U\p+1e2dx=0, 
Q(T,C»)U©(T) 5(T,C») 

где с о ( т ) = 5 ( — o o , + o o ) n { x : x , 2 = T } . 
Из последнего равенства вытекает, что 

j" \vU\*@2(xn)dx + a0 J* \U\*e2dS+ J \1)\рЛХ<дЧх 

S(T,OO) а(т,оо) 5(т,оо) 

S(*.<*>) S(N,2N) 

+ Г ^- t /ew, ( 6 ) 
J dv 

о(т) 
где e = c o n s t > 0 . Переходя к пределу в неравенстве (6) при на­
ходим 

Сх J |v£/|»dJC + a 0 J | £ / | 2 d 5 < - ^ - J | V t / | W + 
S(T,oo) a(x,oo) 1 (D(T) 

+ J _ Г ( 7 ) 
2 8 J 

(8) 

(O(T) 
Воспользуемся следующей теоремой вложения: 

I \U\*dx<C%[$ \4U\*dx'+ j | £ / ( x ) | a d s ] , 
©(г) CD(T) dco(r) 

где постоянная C 2 не зависит от U. С помощью неравенств (7) и (8) 
получаем 

\4U\*dx + -?Z- f \U\2dS^ ! , 
S(t,oo) a(t.oo) 
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< C * ( $ | V t f | W + - g - J | [ / | 2 d s j . (9) 

(0(T) дсо(т) 

Положим 

Я ( т , o o ) = J | v £ / | 2 d x + C 3 5 | f / ( x ) | 2 d S , (10) 
S(X,oo) <j(T,oo) 

где C 3 = - ^ - = const > 0. Тогда неравенство (9) можно записать в виде 

Я ( т , о о ) < - С 4 ^ - . (11 ) 
Из (10) и (11) находим 

J | V £ / | 2 d x + C 3 J | [ / | 2 d S < C 5 e x p { — С 4 т}, (12) 
S(T,oo) (Т(т,оо) 

где C / = c o n s t > 0 , / = 4 , 5 . Теперь рассмотрим j* | i / | 2 d x и оценим 
S(x,x 1-1) 

его с помощью теоремы вложения: 

jj | £ / | 2 d x < C [ J | V f / | 2 d * + J \U\2dS^ (13) 
5(т,х+1) 5 ( x , x + l ) CF(T,T+1) 

В силу (12) и (13) 

J | f / | 2 d x < C 6 e x p { — С 4 т } , 
S(T,T+1) 

где C 6 = c o n s t > 0 . Д л я получения оценки (3) воспользуемся теоремой 
Д е Д ж о р д ж и (см. [5, 6 ] ) . 

Имеем 

max | ( / ( * ) | 2 < 

» ( - г Ч - ) 
2 

< С 7 [ J | t / | 2 d x + ( J l l t / r ' l t f l l ' d * ) ' ] , (14) 
S(x\x4 1) S(T,T-}-1) 

2 
где р > 1 , C 7 = c o n s t > 0 и | { / (*)| < С 1 _ р . 

Так как 

J \U\p«dx^C8 J | t / | 2 d x < C 9 e x p { — С 4 т } , 
5(т,х+1) S(T,T+1) 

где C / = c o n s t > 0 , / = 8,9, то из (14) получаем (3 ) . Теорема доказана. 
Поведение периодических по (хи хп-\) решений уравнения (1) 

в S ( 0 , со) при Хгг^оо исследуется точно так же , как и в случае гра­
ничных условий Неймана на о(0 , со) (см. [1]) . Полученные теоремы 
аналогичны результатам работы [1]. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. O l e i n i k О: A., K o n d r a t i e v V. A. On asymptotic behaviour of solutions of 
some nonlinear elliptic equation in unbounded domains. Part ial differential equations 
and related subjects//Proc. conf. dedicated to Louis Nirenberg. Longman, 1992. 
163—195. 

2. B e r e s t y c k i H., N i r e n b e r g L. Some qualitative properties of solution of se-
milinear elliptic equations in cylindrical domains//Analysis/Ed. by P. Rabinovitz. 
N. Y., 1990. 114—164. 

97 



3. О л е й н и к О. А. О свойствах решений некоторых краевых задач для уравнений 
эллиптического типа//Матем. сб„ 1952. 30, № 3. 695—702. 

4. Н о р f Е. A remark on linear elliptic differential equations of second order//Proc. 
Amer. Math. Soc. 1952. 3. 791—793. 

5. G i о r g i E. de. Sulla differentiabilita e l'analiticita delle estremali degli integrali// 
//Mem. Accad. Sci. Torino. 1957. Ser. 3. 1—19. 

6. Л а д ы ж е н с к а я О. А., У р а л ь ц е в a H. А. Линейные и квазилинейные урав­
нения эллиптического типа. М., 1964. 

Поступила в редакцию* 
16.11.95 


