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А. А. Карацуба 

Аналоги сумм Клоостермана 

Получены нетривиальные оценки верхней грани абсолютных величин анало­
гов сумм Клоостермана, количество слагаемых в которых много меньше модуля. 

Библиография: б наименований. 

В теории чисел суммами Клоостермана называются тригонометрические 
суммы вида 

.ах* -f bxs E i ( с 
expl 2ni-

x=l ^ m 
где штрих означает суммирование по числам х, взаимно простым с т , х*х = 1 
(mod т). Если число слагаемых в S меньше, чем т , то S назьшается неполной 
суммой Клоостермана. Такие суммы появляются в самых разных проблемах 
теории чисел (см., например, [1]-[3]). 

В настоящей статье изучаются аналоги 5, подобные соответствующим суммам 
из [3], но несколько более общего вида. Из-за этого возникают свои специфические 
трудности, которые немного ухудшают оценки верхней грани их модуля. Однако 
такого вида суммы встречаются чаще и находят больше применений, чем соответ­
ствующие суммы из [3]. Отмечу, что результаты статьи могут быть несколько уси­
лены за счет более тонких и более громоздких вычислений. 

Выражаю глубокую благодарность Г. И. Архипову за полезную дискуссию и 
оригинальную идею использовать при доказательстве леммы введенную им функ­
цию ajfe(n). 

Обозначения. Употребляются стандартные математические обозначения: сим­
волом (а, Ь) при целых а и b обозначаем наибольший общий делитель а и Ь; сим­
волом [# ! , . . . , Xk] при целых положительных xi,...,Xk обозначаем наименьшее 
общее кратное х±-, . . . ,#&; при натуральном числе т > 1 и целом ж, взаимно прос­
том с га, символом х* обозначаем натуральное число, не превосходящее т и такое, 
что хх* = 1 (mod га); постоянные в знаках О абсолютные. 

ЛЕММА. Пусть Jk - количество решений следующего сравнения: 

хг...хк = 0 ( m o d [ ^ , . . . , z | ] ) , 

0 < хj ^ Xj, Xj^S, у = 1 , . . . , к. 

Тогда для J& справедлива оценка 

Jk ^ {2ks)k3Vx{\ogX)k\ (2) 

где X = Х\... Х^ • 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем в рассмотрение предложенную Г.И. Архиповым 
функцию ак(п). По определению ак(п) при натуральном числе п равняется ко­
личеству решений системы 

(n = xi...xk 

\п = 0 (mod [x\,...,x\]). 

Тогда очевидно, что выполняется неравенство 

Jk^Y, Qfc(n)' Х = Х1...Хк. (4) 

Из определения ак(п) имеем 

0^ак{п)^тк(п). (5) 

Докажем, прежде всего, что функция ак(п) мультипликативная, т.е. при 
(п,га) = 1 

ajfe(nm) = ак(п)ак(т). 

Действительно, пусть (п,га) = 1, выполняется (3) и, кроме того, 

f m = i/i...y fc 

\ m = 0 (mod [у*,...,у*]). 

Каждой паре наборов х = ( x i , . . . ,£&) и у = (у1,...,у&), удовлетворяющих 
соответственно (3) и (6), отвечает набор £ = (zi,...,Zk), Zj — Xjyj, j = 1 , . . . , /с, 
такой, что 

(mn = zi...zk 

| ran = 0 (mod [*?,...,*£]), 

так как [х\у\,... ,ж |у | ] = [ж?,... ,ж|][у?,. . . ,у |] в силу того, что 
(xi.. .xk,yi.. .ук) = 1. Разным парам (ж,у) и (ж',у') отвечают разные £ 
и г'. Действительно, в противном случае имеем 

ж j 2/j = xjVj> J ~ •*•» • • • ' я . 

Так как (j/j,zj) = (a;j,2/J) = 1, то 

Xj = 0 (mod Xj), Xj = 0 (mod Xj), 

т.е. Xj - х'р yj = ŷ -, j = l , . . . , fc , а значит, (ж,у) = {x',yf). С другой сторо­
ны, если г = (2i,...,2fc) удовлетворяет (7), то, определяя £ j , yj равенствами 
Xj = (n,Zj), yj = (ra,Zj), находим 

_ -О 
^ j l / j — zj-
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Следовательно, z отвечает пара х = (xi,... ,хк), У — (yi,- - - ,Ук), удовлетво­
ряющая соответственно (3) и (6). Тем самым, ak(nm) = ак(п)ак(т). Поэтому 
если п — р± ... pfs - каноническое разложение п на простые сомножители, то 

ак(п) =ак(р^)...ак(рР*). 

Из определения ак{п) легко видеть, что ак(р) — О, Р ~ простое число, т.е. в 
сумме (4) останутся слагаемые, для которых п имеет вид 

n=rf1...p%\ /?i^2,...,/?5^2. 

Разбивая сомножители п на две группы: с четными и нечетными (3j, получаем (по­
сле переобозначения сомножителей) 

где /3j - четные числа, если j ^t^nfij - нечетные числа, если j > t. Следователь­
но, 

Тем самым, из (4) и (5) приходим к неравенству 

m2r3^X т2г3^Х 

Так как тк (ab) ^ тк (а)тк (Ь), то 

Для оценки последней двойной суммы воспользуемся неравенством К..К. Мард­
жанишвили [4]: 

1 f; r{{n) < 4()(iog7v+к1 - if-\ 4° = кчщ-^. 
N , 

п=1 
Имеем 

£ rl{m) < fc2(Jb!)-(fc+1)VxF3(logVxF3 ^ A:2 - l ) * 2 " 1 

<A;2fc2v /X(logX)fc2r--3/2, 

£ ^V)r-3/2 < 3fc3 + £ **Mr-s/a 

о rVX 
= Зк3 + - 1 C(u)u-5/2du + C(Vx)X-3/2, 
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где 

C(u) = Y1 тк(г) < u(\ogu + к3 - 1)к - 1 < кзк u{\ogu)k - 1 , 

/

V A „ /Ч-оо 

ix-3/2(log^) fc -хЙ1х< / u-1/2(logtx)fc ^ d l o g w 
= / e - " / V - 1 du < 2fe / e-*tfc d« = 2ifc3(A;3)! 

Jo Jo . 

Тем самым, для J^ получаем 

J fe<(2fc8) fc3v /X(logX) fc2, 

что и требовалось доказать. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Методом комплексного интегрирования можно получить асим­
птотическую формулу для суммы 

Тк(Х) = Y, а^п^ 

подобную формуле для Тк (X) из [5]. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть m > 1 - целое число, к - натуральное число, X, Х\ 
таковы, что 

Х^Ъ, к < X < Хг ^ 2Х, к22к~1Х2к~1 < т. 

Рассмотрим сравнение 

х1 + • • • + x i = xi+i + • • • + х2к ( m ° d ш)> (8) 

где X < Xj ^ X\, (xj,m) — 1, j = 1 , . . . ,2k. 
Тогда для количества I = Ik(X) его решений справедлива оценка: 

I^(2k)80k3Xk{logX)4k\ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем считать к ^ 2, так как при fc = 1 утверждение тео­
ремы тривиально. Пусть набор {х\,..., Х2к) удовлетворяет (8). Умножая обе час­
ти (8) на произведение х\... х^к и пользуясь тем, что XjX*j = 1 (mod га), получим 

2/i H h yfc = yjfe+i H h 2/2fc (modm), (9) 

где yjXj — x\... X2k-> j = 1 , . . . , 2fc. Из условий на Xj имеем 

0<yj^Xfk-1^22k-1X2k-1, 

т.е. левая и правая части сравнения (9) положительны и не превосходят 

к22к-1х2к-1 ш > 
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Таким образом, сравнение (9) является равенством, т.е. 

2/1 + • •' + Ук = Ук+i + • • • + У2к- (Ю) 

Из определения величин yj следует, что каждое yv,v ф j , делится на Xj. Поэ­
тому в силу равенства (10) на Xj делится также yj, т.е. 

yj=0 (modxj), j = l,...,2k. (11) 

Умножая обе части сравнения (11) и его модуль на Xj, находим 

xi...x2k = 0 (mod х2), j -l,...,2k, 

т.е. 
Ж1...Ж2л=0 (mod [ z f , . . . , ^ ] ) . (12) 

Итак, каждый набор {х\,..., х2к), удовлетворяющий (8), удовлетворяет (12), 
т.е. 

I ^ hk, 

где J2k - количество решений сравнения (1) леммы с очевидными заменами соот­
ветствующих параметров. Пользуясь оценкой леммы, получаем утверждение тео­
ремы: 

/ < (2(2k)8)8k32kXk(\og2X)4k2 < (2k)80k3Xk(logX)4k2. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть га > 1 - целое число, к и s - натуральные числа, ве­
щественные числа X, Х\, Y, Y\ удовлетворяют неравенствам 

3 ^ X, к < X < Хг ^ 2Х, к22к'1Х2к-1 < га; 
3 ^ Y, s < Y < Уг ^ 2Y, 822a'1Y28"1 < га; 

а и b - целые числа, причем (а, га) = d ^ 1. Обозначим через А множество 
натуральных чисел п вида п — ху, где X < х ^ Х\, Y < у ^ Y\, (xy,m) = 1. 
Тогда для тригонометрической суммы 

справедлива следующая оценка: 

\S\ < XYA, (13) 

где 

A = (2s)40s2/ f c(2Jfc)40 ' : 2/«(SOTdF)i/(2fc.)(iogr)2S/fc(iogx)2fc/5X-1/(2s)F-1/(2fc). 

4 Серия математическая, №5 



98 А. А. КАРАЦУБА 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем следовать доказательству теоремы 3 из [3]. Поль­
зуясь неравенством Гёльдера, получаем 

X<x^Xi 

= х-х Е 
Х<х^Хх 

У 
т 

2_. е х Р( 2тг̂  
ах*у* + Ьху 

т 

\=1SY<LL<SY, ^ ' 

(14) 
\X=lsY<^i^sY1 

где Js (A, fi) - количество решений системы сравнений вида 

( 2/i + •' ' + Уз= Л (modm) 
\ Ух + --- + Уз = / i (mod m), 

y < 2 / j ^ Y i , (2/j,m) = l, j = l , . . . , s . 

Пусть 0(ж) - аргумент двойной суммы, стоящей под знаком модуля в правой час­
ти (14). Тогда из (14) получаем 

\=ISY<LI^SYI 

£ е - ^ ) е х р ( 2 7 г г а Л ^ ^ ) 
Х<х^Хх 

(15) 

Возводя обе части (15) в степень к и опять пользуясь неравенством Гёльдера, по­
лучим 

fc-i 
{s{Sk^XHs-i) £ ^ J S ( A ) M ) 

Ч Л = 1 /х 

Л = 1 М X<x^Xi 

Наконец, к последней сумме по Л и /i в правой части последнего неравенства при­
меним неравенство Коши; находим 

|S|8fc ^ Х^-^М^М^М^2, (16) 

где 

Л=15У<Ах^вУ1 
т 

М2 = Е Е ^ - ^ 
A = l s y < M < s Y i 

мз = Е Е 
A = l s y < A t ^ s y i 

2fc 
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Каждую из введенных величин Mj, j = 1, 2,3, легко оценить сверху. Величина 
Mi не превосходит количества всевозможных наборов (yi,..., ys), т.е. Mi ^ Ys. 
Величина М2 равняется I - количеству решений следующей системы сравнений: 

Г У1 + • • • + Уз = У*з+1 + ' • * + У2з ( m o d т) 
\ У1 + • • • + Уз = 2/5+1 + • • • + У2з (mod га), 

r < 2 / j ^ y i , (2/j,m) = l, j = l , . . . , 2 s . 

Очевидно, что 
/ $ / Д Г ) , 

где Is (У) - количество решений сравнения (8) теоремы 1, в которой следует заме­
нить к на s и X, XL на У, У\. Следовательно, 

М 2 ^ (2s)8053Г5(logГ)4*2 . 

Наконец, для Мз последовательно находим 

* = Е Е Е ,-»(*(*!) + ...-0(*2Л)) 

Л=1 sY<fj.^.sYi X<xi,...,X2k^Xi 

Л .oAfc; + • • • - х*2к) + 6/i(a;i + . • • - х2к) \ 

< Е ] L 5Z ехр ( 2 n i 
X=lsY<fi^sYi 

:a\{xl + ... - х*2к) 
т 

щ(м^1 +
т"Д й )) 

X ехр 2 7 г г — ^ — - ) 
A = l s Y < / i < s Y i Ч 7 

где 7*. (г/, v) - число решений следующей системы сравнений: 

{ х{ + . . . — x^k = м (mod га) 

#! + . . . - #2fc = v (mod га), 

X < X j ^ X i , (xj,m) = l, j — 1 , . . . , 2A;. 

Очевидно, что вьшолняется неравенство 

£ 4(u,*/K4(X), 

4* , 
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где Ik{X) - количество решений сравнения (8) теоремы 1. Следовательно, 

u=l\v\<kX 

т , 

Е Е ехр(27™ 
\ _ 1 „ - V ^ . . ^ „ V L \ 

аХи + 6//г> 

A=laY</i<eYi m 

5>p(27ri^) 
Л=1 

^£ £ ы^) £ 
u=l\v\<kX sY<v^sYi 

mm / ч v 
^ / * ( Я > У ] T ] Г ехр(2тгг — j = sYmdIk(X) 

^ smdy(2fc)80/c3X /c(logX)4;c2. 

Подставляя найденные для Mi, M2, M3 оценки в (16), получаем утверждение 
теоремы: 

| S | - * ^ j r * ( * - i ) y ( * - i ) * ( 2 e ^ 

| 5 | ^ ХУД, 

где 

Д = (2s ) 4 0 s 2 / f c (2 fc ) 4 0 f c 2 / ^ 

Оценка (13) теоремы 2 может быть с успехом использована в самых разных за­
дачах, связанных с аналогами неполных сумм Клоостермана. Рассмотрим только 
одну из них. Пусть га ^ rai > 1, (а, га) = 1ХЬ- целое число, а\ > 10, 

exp(ailog3 / 4ralog1 / 4 logra) ^ N ^ га4/7. 

Определим натуральное число к из неравенств 

Из условий на N следует, что к ^ 2. Возьмем 

Х = ^ г а ^ : , У = ^ г а ^ , Х1 = 2Х, Ух = 2У, Z = Nm~^~^ 

и рассмотрим множество А натуральных чисел п вида п = xyz, где X < х ^ 2Х, 
У < у ^ 2У, я ^ Z, (жуя, га) = 1. Количество элементов множества А обозначим 
символом \\А\\. Очевидно, что \\А\\ ^ iV, и для n G А вьшолняется неравенство 

ТЕОРЕМА 3. Пусть 0^а</3<1иК = К(а,/3) - количество решений 
системы неравенств 

^ (an* +bn\ _ . 

Тогда для К справедлива следующая асимптотическая формула: 

K = (J3-a)\\A\\ + 0{R), 

где 
R=(4k)180kN1-^i?. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем Г = 2[logiV], Ai = т~ш и будем считать, что 
Ai < 1/16, 2Ai ^ /3 — а < 1 — 2Ai. При заданных г, а, /3 определим "стаканчик" 
Виноградова^^) следующим образом (см., например, [6, с. 22]): 

1)ф(х + 1)=ф(х); 
2)ф(х) = 1приа-Ь Ai < х ^ /3 - Ai; 
3)0 < ф(х) < 1 п р и а - A i <х < а + A i , / 3 - Ai <x < /3 + Ах; 
4)ф(х) = 0при/? + A i ^ х ^ 1 + а - Ах; 
5)#г) = /?-а + 2 д(Ле™'х, 

1/1>о 
где w/)KnJnhfffe))=c(/ )-

Обозначим символом U(a,/3) следующую сумму: 

пел 

Тогда для величины К — К(а,/3) имеют место неравенства 

и(а+^,0-^<К = К(а,Р)$и(а-^,0+^У 

Из определения U{a,(3) получаем 

и(а + ^ , 0 - ^ j = ( ( / ? - a) -AjWAW + OiK), 

где 

Сумму по / разобьем на две: 
Ri = R2 + R3, 

где 

/ ^ m l / ( 3 2 * ) f>ml/(32k) 

Так как при / ^ ш1 /^2*) имеем 

то, применяя к сумме по п оценку теоремы 2, в которой следует положить s = 2k, 
найдем 

. r an* + 6nN 

/] ехр[ 27гг/- < X F Z A , 
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где х 
А = (4A:)1 6 0 f c(2/c)2 0 f c(2A:m1 +3ky)i^(logy)4(logX)X-Ay-^. 

С ледовате льно, 

R2 < Y, 1NA < (4fc)1 8 0 f c iVm"^ < (4A:) 1 8 0 f c iV 1 ~^. 
0</<rn1/(32fc) J 

Сумма Rs оценивается тривиально: 

^j,Jfe)W l-
Тем самым, для К = К(а,(3) при 2Ai <С (3 — а < 1 — 2Ai получаем асимптоти­

ческую формулу 
K = K(a,P) = {0-a)\\A\\ + O(R). (17) 

Если же 0 < /3 — а < 2 Д i, то 

К{а, /3) = К(а, а + 1 - 2Дг) - К(/3, а + 1 - 2Ai); 

если 1 - 2Дх ^ /3 - а < 1, то 

К(а,/3) = К ( а , а + | ) + К ( а + | , /3) . 

Поэтому из (17) и последних формул получаем соотношение (17), но уже при лю­
бых 0 < /3 — а ^ 1. Теорема доказана. 

На основе теоремы 3 стандартно доказывается 

ТЕОРЕМА 4. Справедлива следующая асимптотическая формула: 

Е | « 1 ± Й } , 1 М + 0 ( Я ) 1 
пелк J 

zdeR= (4A: ) 1 8 0 f c iV 1 "^ . 
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