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ОПЕРАТОРЫ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р О В А Н И Я 
И ВОЗРАСТАЮЩЕЙ РАЗНОСТИ 

В теории сплайнов с равномерным шагом [1] существенную роль игра­
ют многочлены 

оо 

1=0 
Равенство FQ(K г) = 1 и тождество 

Fn (I, г) = z (1 - z)dFn_l (\, г)/дг + \nz + I (1 - z)\Fn^ (X, z) (1) 

позволяют вычислить эти многочлены при всех желаемых значениях п. Многие 
свойства многочленов Fn(K z) были изучены в [1]. В данной работе эти мно­
гочлены используются для установления связи между операторами диффе­
ренцирования и возрастающей разности. 

Обозначим через Rn[x] линейное я-мерное пространство вещественных 
многочленов / (х) степени не выше я — 1, Определим операторы дифферен­
цирования Df (x) = f (х), возрастающей разности v / (•*) = / (х) ~ f (х — 1 ) И 

задержки zf \х)|=/(х — 1). . 
Т е о р е м а . Для любого вещественного X диаграмма 

Rn[x] >Rn-l[x\ 

D п?п_х {Кг) 

* Rn~l[A- —• 

коммутативна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X фиксировано. Требуется доказать, что для 

любого многочлена / (х) £_Rn\х\ имеет место равенство 

Fn{^ z)D/(x)=nFn_1(X, z)vf(x). (2) 

В кольце многочленов дифференцирование D = у + —- V 2 + V s + ••• > а 

2 3 
задержка г = 1 — у. Поэтому равенство (2) эквивалентно равенству, 

C ( v ) * „ ( b > v ) / ( * ) = * * ^ i ( * . v ) / ( * ) . (3) 

в котором С (у) = 1 + • •~-v + — V 2 + •••> а Ф„(А, у) = у Л » 1 — v ) « В п р о -
2 3 

странстве Rn[x] оператор у" действует как нулевой. Поэтому равенство (3) 
эквивалентно сравнению 

•C"(V) v ) - « ® - i ( * . V) mod (у") (4) 
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в кольце формальных степенных рядов от переменной у. Запишем многочлёй 
Ф„(Х, у) в виде 

Ф„ (X, v) = At (X) V + Ап2 (X) у 2 + ... + Л 1 1 (X) v

n + 

Тогда сравнение (4) эквивалентно равенствам 

S _ _ _ J л « ( X ) = „ л ? - 1 (X), i = 1, 2, .... я. (5) 
* + 1 — j 

Равенства (5) доказываются на основании формулы 

Л?(Х) = (/г + 1 ~ / ) [ Л Г 1 ( > - ) - А ? Г 1

1 ( Х ) ] + ( Х - 1 ) Л ? Г 1

1 ( Х ) , (6) 

где 1 = 1, 2 , . . . , я-j-l, а Л ? - 1 (X) = Ли+1 (X) «= 0. Формула (6) следует из тож­
дества • 1 ' 

Ф л (X, V) = V (V - 1 ) д Ф

Л - 1 (X, v ) / ^ v + [я + 1 - . « v + (X - 1) vl Ф Я - 1 (X, V)' 

которое следует из тождества (1). 
Докажем равенства (5) индукцией по я. При я = 1 имеем i = 1, поэтому 

равенство (5) совпадаем с равенством (6). Пусть при я —1 равенства (5) до­
казаны. Тогда при i = \ равенство (5) совпадает с равенством (6). Далее 
индукцией по 1 = 2, . . . , я имеем 

S 777=7 А > W - J) ГттЙ'1'4""' W - А « W1 + 777=7 л ' = ! « } -

t 1 

= (я - i) £ 7 7 7 — [ л Г ' (Х) - л"г} + S w " А"=} + 

г 

+ (X - 1 ) т ^ у — . 4 ? - } (X) = (Я - о (я - 1) [ЛГ2 (X) - Л?Г!2 (Х)1+ ЛГ1 (X) + 

+ (х - 1 ) (я - 1 ) л?::? (X) = л Г 1 (X) + (я - 1 ) {(я - i) [ л Г 2 (X) - Atf (X)J + 

+ (х - 1 ) л ^ 2 (X)} = л Г 1 (X) + (я - 1 ) Л Г 1 (X) = ялГ1
 (X). 

Теорема доказана. 
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РЯДЫ ФУРЬЕ ПО ОРТОНОРМИРОВАННЫМ МАТРИЧНЫМ 
ПОЛИНОМАМ 

Введение 

Темой наших исследований являются ряды Фурье по ортонормированным 
матричным полиномам, впервые введенным М . Г . Крейном в связи с изуче­
нием матричной проблемы моментов ([1], см. также [2]). Кроме естественной 
попытки обобщения скалярной теории, изучение матричных разложений 
стимулировалось различными приложениями: исследование операторов с 
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