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М. Ш. Браверман УДК 517.98 + 519-21 

НЕЗАВИСИМЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 
В СИММЕТРИЧНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Введение. Эссеен и Янсон получили следующий результат [1]. 
Т е о р е м а . Пусть {Х^^г—последовательность независимых одина­

ково распределенных случайных величин (н. о- р. с. в.), заданных на вероят­
ностном пространстве (2, А, Р), 1 < р < q < 2. Соотношение 

.. (2) 

выполняется тогда и только тогда, когда MXk = 0 и Р[ \Х | > к\ = О(x~q) 
при х —• оо. 

В предлагаемой работе рассматривается вопрос о том, когда подобные 
соотношения выполняются в симметричных пространствах. Напомним, что 
банахово пространство Е случайных величин, заданных на вероятностном 
пространстве (2 , А, Р), называется симметричным (с. п.) [2], если: 1) из ус­
ловий | X | < | У\, Y£E следует, что | | Х | £ < | | Г| | £ ; 2) из равнораспре­
деленности случайных величин X, Y и условия Y£E вытекает, что Х£Е> 
\\х\\£Ч\г\\Е-

Имеют место вложения ( 2 ) а Ес Lx(2) ( |2| , с. 124). Далее вероятност­
ное пространство предполагается неатомическим. 

Двойственное пространство Е' к с. п.. /:' состоит из всех случайных, ве­
личин- (с;в.) X, для , штотЫХ1в'^МЪШХХ17L<'4.<J** /:Если 
(Е'У == Е, то с. п. Е называется максимальным ([2-]-,е. 124).-- • 
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Через L > о 0 ( 2 ) ( 1 < q< ° ° ) обозначается п р о с т р а н с т В о всех с. в. X, для 
которых \\Xf = sup х(Р •[ |Л' I > к ] ) 1 / < 7 < оо. Этот функционал не является 

I ? I .Г>0 

нормой, но эквивалентен норме ([3], гл. 5)- Пространство L х (2) макси­
мально-

1. Формулировка результатов. Везде в дальнейшем Е есть максималь­
ное или сепарабельное с. п., \Xk}™^ czЕ — последовательность н. о-р. с в., 
<7 > 0 —фиксированное число. 

Т е о р е м а 1. Предположим, что 

C i « 1 / ? < | S ХЛ <С2п11я 2, . . . ) , (1) 

гд<? С,, С 2 > 0 не зависят от п. Тогда 1 < q < 2. 
Через /А обозначается индикатор случайного события h. Пусть Zq есть 

симметричная с- в- такая, что Р [ |ZqI > х] = г - " 9 при всех « > 1. 
Т е о р е м а 2. Яусяг&- 1 < <? < 2, £ =э Z,̂  м (й) д 

l i m | | Z ? W a ] | £ = 0. (2) 

Предположим, что выполняется (1). Тогда MXk = 0 и найдутся постоян­
ные а, Ъ, с > 0 такие, что при х у с 

ax-4<P\\Xk\ > к] (3) 

Т е о р е м а 3. Пусть 1 < <? < 2, EzoLq ет(2), ЖА',,• = 0 и выполняется (3). 
Тогда найдутся постоянные Dx, D2y0 такие, что при всех ak£Ru 
п= 1, 2, 

^ i ( S u f t | ? ) 1 / ? < | i ^ | | <я2(Е1«^)1/?- (4) 
Следующее утверждение показывает, что условие (2) в теореме 2 явля­

ется существенным. Действительно, как нетрудно убедиться, в пространстве 
L ^(2) это условие не выполняется-

Т е о р е м а 4. Пусть 1 < q < 2. Существует последовательность сим­
метричных, н. о. р. с. в. {Xk)^=1dE — L ю ( 2 ) , для которой справедливо {А) 
и не выполняется нижняя оценка в (3). 

Легко проверить, что для всякой последовательности н. о. р. с в. 
{Xk}™=lczЕ = /_ м (2 ) , MXk = О, выполняется (4) при q = 1. Наоборот, если с- п. 
Е обладает этим свойством, то Е = -£„(2) (См. [4], теорема 7). 

При <? = 2 ситуация до конца не выяснена. Из теоремы 2 работы [1] и 
вложения Е cz L1(Q) нетрудно получить, что если выполняется верхняя оцен­
ка в (1) при <? = 2, то МХ1< с о , МХк = 0. Вопрос о том, вытекает ли из 
этих условий (4), остается открытым. 

Доказательству сформулированных, теорем" предпошлем несколько вспо­
могательных утверждений. 

2. Симметризация. 
Л е м м а 1. Пусть Е — максимальное или сепарабельное с. п., X, Y£E— 

независимые с. в., MY = 0. Тогда ||X + Y\\E >\Х\Е-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть \Ъ есть о-алгебра, порожденная с- ъ. Х- Опе­

ратор условного математического ожидания Ж р действует в (2) и /.^(Й) 
с единичной нормой- Поэтому он действует с единичной нормой в Е([2], с. 142). 
Значит, \\Х + Y\\B> ;{М\Х + Y)'jE = \\X + MY\\E==\\X\\E. Лемма доказана- •• 

Пусть с- в. {Хк}Т=1[} \Xk}t=i независимы, Xk, Xk одинаково распределены, 
MXk = 0 (k = 1, 2,...). Положим Хк — Хн—Хк- Из леммы 1 и неравенства 
треугольника вытекает, что для любых ak£R и / 1 = 1 , 2 , . . . 
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п 

Е < 1£ ащХЛ < 2Й £ акХл\\ . (5) 

Пусть pjf" есть медиана с. в. X. Из неравенства симметризации ([5], с. 259) 
следует, что при х">\рХк\ 

2-\P\\Xk\>2x[<P\\Xk\>x\<2P\\Xk\>x\. ' (6) 

Оценки (5) и (6) означают, что неравенства (1), (3) и (4) для н. о. р. с- в. 

î ftlr̂ i эквивалентны соответствующим неравенствам для симметричных 
н. о. р. с. в. {Xk}^Li-

3- Доказательство теоремы 1. Согласно нижней оценке в (1) 

Отсюда q > 1. 
Пусть < 7 > 1 . Тогда, поскольку EaLx(Q), из ( 1 ) следует, что при всех 

л = 1 , 2 , . . . 

С 2 л 1 / в > J"S A " J > л |£ ХЛ > A\n>iMXk\ = An\MX,\, 
4 = 1 £ Й=1 ^(в> *=i 

где А > 0 не зависит о т , я . Отсюда MXk = МХх=д. 
Теперь покажем, что q < 2. Согласно ( о ) можно считать с. в. Xk симмет­

ричными. Для а > 0 положим 

В саду симметричности с- в. Xk и Хк

а) равнораспределены- Поскольку Xia)= 
= ( A f > + Хк)/2, то 

<\t хЛ. 

Выберем а > 0 так, чтобы Х^фО. По неравенству Пэли — Зигмунда 
([61, с. 48) 

Р[\ t Xk

a)\>bn12/2]> г; > 0 , 

где 6 = | |А'^>| £ 2 ( а ) , >} не зависит от п. Отсюда и из предыдущего неравенства 
следует 

S * * | > l £ * i 0 ) I > ™ 1 / 2 (я = 1,2, . . . ) , 
£=1 Е k = l Е 

где с > 0 не зависит от п. Учитывая (1), заключаем, что q<2. Теорема до­
ка зана. 

4. О сходимости норм. Результат этого пункта является обобщением 
известных условий сходимости моментов ([5], с 197). Он будет использован 
при доказательстве теоремы 2. 

Л е м м а 2. Пусть выполняется условие (2), где 1 < <? < 2. Пусть после­
довательность с. в. Yn сходится по распределению к с. в. Y. Предположим., 
что существуют постоянные Ь, с > 0 такие, что при всех кус и /1 = 1 ,2 , . . » 

P\\Yn\>x\<bx~«. ( 7 ) 

Тогда \Yn\E-*\Y\E. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (7) следует оценка ([2j, с 133): | | К „ / | | К | > а ) | | £ < 
<BjZgJ[]Z []>а]\\Е, где В не зависит от п. Отсюда и из (2) 

l lmsup | ! r„ / > с г ! | ] £ = 0.. (8) 
<1-><х> II ' " 

Зафиксируем г > 0 . Согласно (8) существует а > 0 такое, что || Уп->\\у \>а\}Е < £ 

(п = 1, 2, . . .) . Отсюда для всех л = 1 ,2 , . . . || YJE — в < || yJWn\<.a\ lie < ! ! ^л1л • Так 
как К„—.К по распределению, то для с- в. Y выполняется (7) с теми же по­
стоянными. Поэтому ||К| £ . — е < | | К / [ | к | < а ] | | £ < | | К | | £ . Поскольку Е ф (2), то 
[4] IKAIÎ —»0 при Р(/г) —»0. Используя это, нетрудно проверить, что 

1ш!|г„/ | | Г и | < а ] |! £ = |г / 1 1 Г 1 < а ) | | я . 

Учитывая предыдущее, находим 

[IY\\Е - s < Шп J Г„ ||£ < Шп"|| Yn \\Р < I K|[g + г. 

Полагая Е—>0, приходим к нужному равенству. 
5. Оценки, для характеристической функции. Следующее утверждение 

известно и легко проверяется. Поэтому мы опустим доказательство. 
Л е м м а 3 . Пусть j(t) есть характеристическая функция (х. ф.), со­

ответствующая с. в. Хь, 1 < q < 2. Тогда условие ( 3 ) эквивалентно сущест­
вованию постоянных a, f>, 7 > 0 таких, что при U | < i 

а | * | » < 1 - Ref(t) <$\t\g. (9) 

При этом верхняя оценка в (3) равносильна верхней оценке в (9), а посто­
янные а, р, f определяются постоянными а, Ъ, с, и наоборот. 

6. Доказательство теоремы 2. Из (1) и вложения EczL^Q) вытекает 

s u p U - ^ S ^ J < о а - 0 ° ) 

Отсюда и из приведенного выше результата Эссеена — Янсона следует верх­
няя оценка в ( 3 ) и равенство MXk = Q. 

Установим нижнюю оценку. Согласно (5) и (6) можно считать с- в. Xk 

симметричными. Нам понадобится несколько вспомогательных утверждений. 
Везде далее предполагается, что выполняются условия теоремы 2. 

п 
Пусть /(t) есть х. ф., соответствующая с- в. Хн. Пусть 5„ = я - 1 ' 9 Х„-

к=1 
Эта сумма имеет х. ф. 

/ В ( 0 = [ / ( я ~ 1 / ? 0 Г - ( Н ) 
Из (10) вытекает компактность последовательности ( 5 „ } ~ = 1 в смысле сходи­
мости по распределению ([5], с 197—198)- Обозначим через G множество 
всех х. ф., соответствующих предельным распределениям этой последова­
тельности. Пусть Н==0[] \/п)п=1- Через Yg будем обозначать с- в. с х- ф- g(t). 
Из (10) следует, что sup {М | Yg\: g ^_Н) < оо. Поэтому мноя ество {Yg:g£H} 
компактно в смысле сходимости по распределению ([5], с. 197—198). 

П р е д л о ж е н и е 1. Для сумм Sn справедлива оценка ( 7 ) с постоян­
ными, не зависящими от п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как уже отмечалось, имеет место верхняя оценка 
в (3) и согласно лемме 3 верхняя оценка в (9). Поскольку с в. Xk симмет­
ричны, то J ( 0 вещественная и четная ([5], с 2с8). Так как 1 — х > е х р ( — 2 « ) 
при 0 < х< 1/2, то из верхней оценки в (9) следует, что j (t) > exp (—2£i UI"), 
если | / | < j ; ( И г Т < 1 / 2 . Отсюда и из (11) для таких t /„(*)> 
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> . [ е х р ( - 2 В | л 1 / ? * И я = ехр( — З н а ч и т , для х. ф. / „ ( / ) справедлива 
верхняя оценка в (9) с постоянными, не зависящими от п. Применяя лемму 3, 
получаем нужное утверждение. Предложение доказано. ' 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть g£H и Sn(k)-^Yg по распределению. Тогда 
Yg£E " 1 1 ^ ) 1 £ - . | | ^ | | £ . 

Это утверждение сразу следует из леммы 2 и предложения 1. 
. .. П р е д л о ж е н и е 3. Предположим, что для некоторых 0 < р. < v 

sup sup { | / я ( 0 1 : | * < t< Ч = 1-

Тогда найдутся g(:H и t0£[n,v\ такие, что l g ( / 0 ) | = l. При этом х. ф. 
g(t) невырождена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно условию найдутся точки 46l^> s>] и ин­
дексы п (k) у со, для которых \ fn{k){tb)\—* 1- В силу компактности можно 
считать, что tk-~* t0^\y., v] и / „ ( * ) ( / ) — > g ( / ) £ # для всех t£.R.Отсюда ([5], с. 206) 

[g(^ 0 ) | = l im| fm{tk) | = 1. 

Осталось показать невырожденность g(t). Так как с- в. Xk симметрич­
ны, то такова же и Yg. Поэтому вырожденность означает, что Y —0. Но 
тогда согласно предложению 2 ||5„- ( f t )-1|£ —»||Yg\\E = 0. Это противоречит, (1)-
Предложение доказано. 

Положим ./,„ - |(2/«) Ч т г"|. 
П р е д л о ж е н и е 4. Существует натуральное т такое, что 

' s u p s u p - { | / „ ( 0 | : ^ 4 } = T < l -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. Тогда согласно предло­
жению 3 для каждого т найдется х. ф. g £ / 7 и точка tm(-Jm такие, что 
I gm(im) | = 1. При этом gm невырождена и, следовательно, соответствует решет­
чатому распределению. Если ат — максимальный шаг такого распределения, 
то tm>2v:jam ([71, с. 23). Отсюда ат > 2кЦт > 2^mVq. В силу компактности 
найдется последовательность индексов m ( k ) y c o , для которой £ т(*)(0—> 
~^g{t)(^H при всех t£R. Поскольку а т —>оо, то, как нетрудно убедиться' 
g(^) | = l. Так как с. в. Yg симметрична, то отсюда Y =0. , 
| Из предложения 1 вытекает, что для с в . Yg, g £ Н , выполняется (7) 
с постоянными, не зависящими от g. Применяя предложение 2, находим, что 
II Ует(к) 1Е~* I Ygls ^ ®- Но'из предложения 2 и (1) вытекает соотношение 
0 < inf\\SJ E = inf { \ \Y g \ \ E :g£H\ . Полученное противоречие доказывает пред­
ложение 4. 

Следующее утверждение легко проверяется. 
П р е д л о ж е н и е 5- Пусть заданы числа 0 < j x < v и индекс п0. Тогдг 

найдется е > 0, для которого 

• . , . (0, s )cz U И * / Г 1 / ? } . 

"Г П р е д л о ж е н и е 6- Для х. ф. f(t) выполняется нижняя оценка в \9). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предложению 4 | f(rrllqt) \п = [/„ (t) | < 

< Y < 1 Для всех t^Jm, п = 1, 2 , . . . , где т — некоторое натуральное число. 
Поскольку х - ф . / в е щ е с т в е н н а я , то существует 8 > 0 такое, что / ( ^ ) > 0 
при | t | < § . Кроме того, найдется натуральное п0 такое, что * / г _ 1 / < ? < о при 
всех t^_Jm, п>п0. Для таких t и п имеем п lnf(tn"1,q) < In f < 0. Отсюда 
'— (tn~llq)~~qIn/(tn~1/g) > — t~q In7 > — /га In if = a > 0. Поэтому при t^Jm, 
n> n0: выполняется оценка f (tn~llq) < e x p (—<x , ( tn~ V q y 1 ) . Согласно предложе­
нию 5 существует e > 0 такое, что интервал (0, в ) содержится в объедине­
нии отрезков Jm„(n>n0). Если tf£(0, е), то tn~Vq £Jm для некоторого п>п0. 
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Отсюда и из предыдущего и м е е м / ( * ) • = / ( л 1 / ? ( t o 1 / ? ) ) < е х р ( - а ( я 1 , 9 t'nV4)q) = 
-- ехр (-- а г"). Так как / ( * ) является четной и вещественной, то это нера­
венство приводит к нижней оценке в (9). Предложение доказано. 

Из полученных утверждений вытекает теорема 2. Действительно, как 
отмечалось при доказательстве предложения 1, выполняется верхняя оценка 
в (9). Согласно предложению 6 имеет место нижняя оценка в (9). По лемме 3 
выполняется (3). -

7. Доказательство теоремы 3. Как и выше, можно считать с. в. Xk 

симметричными. Пусть \Vk}k=1 — независимые с. в. с одинаковым симметрич­
ным ^-устойчивым распределением. Для с в . Yk выполняется двусторонняя 
оценка типа (3) ([7], гл- 2). Значит, существуют постоянные А , В, С > 0 та­
кие, что API I X k \ > х\ < Р [ | Yk\ > х\ < Я Р [ | А \ | >х\ при всех 'к > С. Отсюда 
и из теоремы Квапеня — Рыхлика о сравнении ([8], с 243) вытекает сущест­
вование постоянных Ах, Вх, Сх>0 таких, что при хуСх и всех ak(^R, 
11= 1, 2, ... справедливо 

AlP[\A1't^Xk\>x]<P\\ £ akYk\> х]<ВхР[\Вх £ akxk\> к]. 

Заметим еще, что 

£ « Л = ( £ К Г ) > , (12) 
А=1 * = 1 

Это легко проверить, вычислив х. ср., соответствующие левой и правой ча­
стям. Из полученных соотношений вытекает (4) ([2], с 133). Теорема дока­
зана. 

З а м е ч а н и е . Из приведенного доказательства видно, что верхняя оцен­
ка в (3) влечет верхнюю оценку в (4). 

8. Доказательство теоремы 4. Пусть с. в. Yk такие же, как в преды­
дущем пункте. Выше отмечалось, что для с в . Yk при некоторых а, Ь,суО 
выполняется ( 3 ) . Выберем числа ру, х} > с (j ---1, 2, ....) так, чтобы 

V »/' 5 % (13) ^>(2bj/a)1'\ (14) ? , ,* , , , - ->() . (15.) 
Положим 

со . 

- V И )V 1,,,|;- ; - Г (16) 
> i ' 

Ясно, что с в . {Yk\k=.\ независимы, симметричны, равнораспределены и со­
держатся в L q К(Щ-

Согласно '(15) Р ; < а / + 1 . Из (16) следует, что P{\Xk\>^]=P[\Xk\> 
> « y + i j - Формула (16) позволяет также заключить, что для с в. Xk выполня­
ется верхняя оценка в (3) с теми же постоянными, что и для Yk. Поэтому 
Р\\-Хн\>Ц<Ь*гЬ. Отсюда и из (1,5) ЦР\ I Xk| > р ;] < b - » 0 . Значит, 
для с в. Xk не выполняется нижняя оценка в (3). 

Согласно замечанию, сделанному в конце предыдущего пункта, для по­
следовательности \Xk\k=x имеет место верхняя оценка в (4). Покажем, что 
выполняется и нижняя оценка. 

Пусть Z f = (Yk - Xk) / „ ^ « д - = П - *k - 4 F T I и числа ВД=1 та-
ковы, что 

£кГ = 1- (17) 

Обозначим через Sx, S2, S3 линейные комбинации с коэффициентами ak с. в. 
{Xk\, \Zk

nl\, \ир\ соответственно. Тогда .. ^ 

V akYk . V , v . ;• .V., 
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Принимая во внимание (12) и нижнюю оценку в (3) для с. в. Yk, находим, 
что при кус 

3 

2, P[\Sj\->x/3\. (18) 

С помощью (17), (13) и неравенства Гёльдера получаем 

| V арв | < ( V , a k ^ = а , / " 1 ' * < xJA. 

Учитывая определение с в . Z*,"', находим, что Р \ \S2\ > к„/3] = 0. Далее, 
согласно (16), (14) и (3) '/>[£/<?> Ф 0] = Р [ | Y, - Х„\> ап] < Р\| Кл| > &,] < 
< b$~9 < aK~ij{2n). Поэтому 

Я [ | S, | > хп/3\ < £ Р f 0] < <w^/2. 
* 1 

Из полученных соотношений и (18) следует P[\Sl\> хп/3\> ах^/2. Отсюда 

(|S «л-<•>)'>3~'*2 

/6=1 
при условии (17). Это приводит к нижней Оценке в (4). Теорема доказана. 
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О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ОБОБЩЕННЫМИ 
ПОЛИНОМАМИ В ОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ДВУХ КОМПЛЕКСНЫХ 
ПЕРЕМЕННЫХ 

Введение 

В последние годы повышенный интерес и внимание математиков, зани­
мающихся вопросами теории аппроксимации функций нескольких веществен­
ных переменных, привлекают бесконечномерные подпространства, которые 
состоят из форм, включающих тензорные произведения функций меньшего 
числа переменных (см. [1] — [4]). Их использование в качестве аппроксими-
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