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НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
«КОРОТКИХ ВОЛН» 

Б. И. Зас.11,авсиий 

(Новосибирск) 

Определяется класс точных решений уравнений «коротких волн» и околоавуко­
рых течений. Для плоских течений решения этого класса были получены О . А . Бе­
реаиным и А. А. Грибом [1]. 

§ 1. «Короткими волнами» в работе О. С. Рыжова и С. А. Хри­
стиановича [2 ] названы течения с небольшими, но резкими изменениями 
параметров среды. Там же развиты общие принципы теории и получены 
уравнения «коротких волю> . 

В сферической системе координат ,., 0, при симметрии относительно 
оси 8 = п / 2 уравнения имеют вид: 

дµ. дµ. 1 дv . 
д-( + (µ - о) до + 2 ду + kµ = о (k = 1) 

(1.1) 

Для плоскопараллельных течений, рассматриваемых в цилиндриче­
ской системе координат, уравнения отличаются только значением k; 
в этом случае k = 1/ 2. 

Безразмерные функции и координаты ft, v, у, о определяютеЯ 
равенс'!'вами • 

't = lnt, Vo = Мо VMo , 

[ п + 1 ] r = a0t 1 + - 2- М 0о 

в _ ·1 f n + 1 Лfл 
- Jl-2- д10Y 

3десь а0 - начальная скорость звука, и, v - проекция вектора ско­

рости на направление радИуса вектора и направление, перпендикуляр­

ное к нему ; µ, v - величина порядка единицы; М0, V 0 - постоянные 
значительно меньше единицы . 

Переход от цилиндрической системы координат r, 0 к декартовой 
Х, У осуществляется по формулам 

[ п +1 ] Х = a0t 1 + 2 А10х , 
r - .-. V п + 1 

У= rв = a0 t -t-M0y, 

В работе [3 ] показано , что основную зависимость решений уравне­
ний [1.1] от времени можно представить в виде 

о= [о0 + 60 (т)] е-Ь-r 

г dµ. (-r) -, 
V = LV0 -2 ~у0 -2 (k-b) µ0 ('t) y0Je-зb-r/2 (1.2) 

у = у0е--ь~12, 
doo (-r) 

/Lo = lit - (Ь - 1) 60 ('t) 

3десь µ0 ('t) - произвольная функция времени. 
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Возьмем в начестве независимых переменных величины т, у0 и 0°. 
Система уравнений норотних волн в новых переменных примет вид 

д~~о + [ о+ (Ь - 1) 00] дµо + J:_ Ь о дµо + _1 дVо + (k - Ь) о= О 
д.: µ . доо 2 у дуо 2 дуо µ 

дvо дµо . - - ____ п 
. аьо дуо - ~ 

§ 2. "Уравнения (1.3) имеют систему точных решений вида 

µо = ср2 (q, т) уо2 + 'Р1 (q, т) 

v0 = ~13 (q, т)у03 + 'ljJ1 (q, т) у02 + v0 (т) 

оо = qyo2 + Х1 (q, т) 

(1. .3} 

(2.1) 

Для определения фуннций ср2 , ср3 , 'ljJ3, 'ljJ1, Xi имеем систему уравне­
ний, где инденсами обозначены частные производные по соответствую­
щим аргументам : 

С/)2т + Cj)2q ( 'Р2 - q) + : 1\1з - Q'\)J3a + kcp2 = О 

'ljJ3q + 2~p2qq - 2ср2 = о 

С/)2тХ1q + С/)~т - Ьср1 - IP2qX1'~ + bcp2qX1 + 'P2'P1q - Q'P1a + C/)1(/)2q - (2.2) 

- X1(/)2q + : 'ФзХ1q + i- '\jJ1 + 'Ф1qQ~ + kcp2x1q + kcp1 = С 

'\jJ1q - 2cp2x1q + 2qcp1q = о 

С/)1тХ1q - С/)1qХн + Ъх1'Р1q - bcp1X1q + C/)1q (ср1 - Х1) + т '\jJ1)(1q + kq>1'X1a =О 

Эта система может быть приведена н виду 

Х1т + (ср2 - q + 2q2) Xiq - Ъх1 + Х1 - 'Р1 =О 

С/)1т + (ср2 - q + 2q2) 'P1q - Ь1р1 + kfP1 + f-1r1 = О 
'\jJ1q + 2qcp1q - 2cp2X1r = О 

'ljJ3 = - : [ С/)2т + Cj)2q - ( (/)2 - q + 2q2) + kcp2 - 2qcp2J 

Причем ср2 удовлетворяет уравнению 

§ 3. "Уравнение (2.4) подстановной 

1 
q = ~ -9(1 + k ) 

приводится н уравнению 

2 
З:- z-..1; + Z<;,i; (z + ~2 ) + Z<;, (zi;, - 2~) = а 

Здесь 

а = - ~ при k = 1, а = О при k = 1/ 2 

Пусть а = - -: 1 • Рассмотрим уравнение 

Z<;,<, (z + SiJ + Zi;, (zi;, - ~S] = 0 

(2.3) 

(3.1) 

(3.2) 

3* 
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Это уравнение имеет решения 

z =С, "Jf-- 4 8 
z = А r 6 + в - 3 В6 - 3 в2 (3.3) 

где А, В, С-постоянные. 

Решение уравнения (3.1) будем искать в виде 
00 

Причем за z0 возьмем одно из решений уравнения (3.2). 
Пусть z = С, тогда для определения Zn имеем уравнения 

n-1 + ZnE;r + ZnE,E, (С+ G2) - 2SZnE, = - .~ ~ (Zn-1-;Z;)i:,1:, (3.4) 
i=l 

Отсюда для Zn получаем 

(3.5) 

Здесь fп, Sn - произвольные функции. 
При а= О и, следовательно, k = 1/ 2 можно указать два частных 

решения уравнения (2.4) 

cpz = А У q +В - 2Bq - 4В2 + В 
(/J2 = - ~ q2 + ~ q + с (-r) (3.6) 

Rроме указанных решений, уравнение (2.4) имеет решения при k = 1 

(/J2 = Aq-A2 (3.7) 

§ 4. Рассмотрим первые два уравнения системы (2.3). Продифферен­
цируем их по q и выразим 'ljJ1q из третьего уравнения. Получим систему 
двух уравнений 

X1q-r + (cpz - q + 2q2) X1qq + X1q (cpzq - 1 + 4q) - Ъх1q + X1q - <p1q =О 

(/J1q"' + (ср2- q + 2q2) (/J1qq + (/J1q (cp2q -1+4q)- (4.1) 

- bcp1q + kcp1q + (/J2X1q - qcp1q = О 

Положим 

X1q = v (4.2) 

Система ( 4.1) примет вид 

v ... + (ср2 - q + 2q2) Vq + v (4q - Ь) - и= о 

v [(/J2q"' + (/J2qq (ср2 - q + 2q2) + (/J2q2 + (/J2q (k -1 - q) + (/J2] + (4.3) 

+ (/J2q [v ... + Vq (ср2 - q + 2q2) + v (4q -Ь)] + 
+и.., + (ср2 - q + 2q2) Uq + и (<p2q - 1 + 3q + k - Ь) = О 

Используя уравнение (2.4), получаем 

и ... + (ср2 - q + 2q2) Uq +и (2<f2q -1 + 3q +k - Ь) =О 

V-r + (cpz - q + 2q2) Vq + V (4q-b) - U = 0 (4.4) 
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Таким образом, в общем случае нахождение решений вида (2.1) сво­
дится к интегрированию уравнения (2.4) и двух линейных уравнений 
в частных производных первого порядка. 

Если <р2 не зависит от времени, то решение системы (2.3) может 
быть получено в квадратурах 

[ ( \ 2<p2q - 1 - q + k ) ] ( (' dq )]1. Х ехр - J <р2 _ q + 2q2 dq dq + F 2 't - J <р2 _ q + 2q2 J dq 

( \ 2<p2q - 1 - q + k ) ( \' dq ) ] 
ехр - J <р2 _ q + 2q2 llq dq + F 2 't - J <р2 _ q + 2q2. dq 

Здесь F 1 и F 2 - производные функции. 
§ 5. Решения, аналогичные рассмотренным выше, можно построить 

для уравнений нестационарных околозвуковых течений, как плоских, 
так и осесимметричных. 

Такие течения приближенно описываются уравнением (см. 4) 

82<р д<р д2<р д2<р 1 д<р 
- 4 дхдт - 7iX дх2· + -ду2 + k-:y ду =О (5.1) 

В этом уравнении 

х + 1 <р (х, у, -r) = Ф (х, у, -r) - а.х 

Здесь Ф - потенциал скорости, х - показатель адиабаты, k = О для 
случая плоского движения и k = 1 для движения с осевой симметрией, 
а* - критическая скорость звука. Положим 

v = 2 д<р 
ду 

Х=-•~ (5.2) 

Функции µ и v связаны с соиrавляющими скорости потока по коор­
динатам Vx и Vy следующими равенствами 

Подставив (5.2) в (5.1), получим систему уравнений 

дµ - '- " · _дµ ' 1 дv --L k ~- = О , 
дт ' г· до 1 2 ду 1 у 

_дµ. - дv =о 
ду до 

(5.3) 
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Система (5 .3) имеет частные решения 

µ = ср2 (q, т) у2 + ~ (cp2qv + и) dq 

v = 'Фз (q, т) у3 + 2у ~ [cp2v - qcp2qv - qu] dq 

б = qy2 + ~ vdq 

Здесь и (q, т), ф2 (q, т) и v (q, т) определяются из уравнений 

Vт + Vq (ср2 + 2q2) + 4qv - и= О 

Ф2 = - 3~2k [ 1Р2т + C1J2q ( <r2 + iq~) - 2cp2q i 
Uт + Uq (<р2 + 2q2 ) + U (2cp2q + Зq - 2kq) = О 

Функция ср2 определяется из уравнения 

При k =О это уравнение имеет частные решения 

1Р2 = -± q2 +С (т), 1Р2 = А V q + В - 2Bq - 4В2 

Если ср2 не зависит от времени, то 

( \ dq ) ( \ 2·:p2q + 3q - 2kq ) 
и=F1 't-j1:p2 +2q2 exp-j ':P2 +2q2 dq 

(5.4) 

(5.5) 

(5.7) 

( \ 4q dq ) [' ( \ dq ) ( \ 2cp2Q - q - 2kq ) ! 

v = ехр - j ср2 + 2q2 J F 1 't' - j ср2 + 2q2 ехр - J (()2 + 2q2 dq dq 1 

+ F2(т-~ ((J2 ~2q2 )] (5 .8) , 

Отметим, что решения уравнений <<Коротких волн» и околозвуковых 
те~ений, опубликованные в работах [I· 2. 5], могут быть получены из 

приведенных выше решений, если положить F 1 = О, Р2 = const и соот­
ветствующим образом выбрать функцию ср2 • 

В заключение автор благодарит С. А. Христиановича за внимание 
к работе. 

Поступила 9 XI 1961 
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