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М А Т Е М А Т И К А • 

УДК 515.16.165.7 

И. А, Дынников 

ГОМОТОПИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ СФЕРИЧЕСКИХ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ФОРМ 

Сферической пространственной формой н а з ы в а е т с я многообразие 
постоянной положительной с к а л я р н о й кривизны. Л ю б о е такое много­
образие есть фактор S2n~l по свободному действию конечной груп­
пы G. 

Д в у м неэквивалентным представлениям р ь р 2 : G-+SO (2м) без не­
подвижных векторов соответствуют недиффеоморфные многообразия 
5 2 " ~ " V P I ф S 2 n ~Vp2- В работе [1] д а н а гомотопическая к л а с с и ф и к а ц и я 
сферических пространственных форм и вычислено кручение Р а й д е м а й -
стера д л я случая G=ZjNZ, т. е. д л я линз . М ы произведем гомотопиче­
скую к л а с с и ф и к а ц и ю сферических пространственных форм д л я всех 
в о з м о ж н ы х фунд а ме нт альных групп G и вычислим .R-кручение д л я слу­
чая GczSU ( 2 ) . Список групп, имеющих ортогональные представления 
без неподвижных векторов, приведен в работе [2]. 

Гомотопическая к л а с с и ф и к а ц и я . Пусть Мх и М2 — многообразия 
постоянной положительной кривизны и 

dim Afx dim М2 = 2м — 1, п± (М х ) ^ щ (М 2 ) ^ G, 

г|): пг (Мг) -> щ (М2) — изоморфизм. 
Л е м м а . 1. Существует такое отображение f из Мх в М2, что 

2. Вычет deg f (mod N) зависит только от многообразий Ми М2 и 
изоморфизма "ф, где N= \G\. 

3. Если degf=±l(modN), то МХ~М2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Многообразия Мх и М2 разобьем на 

клетки. И з о м о р ф и з м ^ определяет о т о б р а ж е н и е ski Щх) -+skx (М2), ко­
торое можно п р о д о л ж и т ь до о т о б р а ж е н и я Мх-+М2, т а к к а к щ(М2)==0 
при 1 < 7 < 2 м — 1 . 

2. Препятствием к гомотопии двух отображений fu / 2 : Мх-+М2, та­
ких, что / i * = / 2 * = ^ , м о ж е т быть лишь элемент группы п2п-\{М2)^Х, 
о б р а з у ю щ а я которай есть Л/'-листное н а к р ы т и е р : S 2 " _ 1 - ^ M 2 . Отсюда 

(deg / х - d e g / А ) SEE О (mod АО. 

3. Пусть f — о т о б р а ж е н и е многообразия Мх в М2. Р а с с м о т р и м ш а р 
В2п~1, вложенный в Мх. Стягивание его границы в точку з а д а е т отобра­
ж е н и е h : A f ^ A f i V S 2 " - 1 . Композиция fx= (fVp) °h : Mx-+M2 имеет сте­
пень d e g / i = d e g / + i V . Аналогично м о ж н о получить отображение Мх в 
М2 степени degf—N. Если deg / = ± 1 (mod N), то Щх : М{-+М2: deg fx= 
= ± 1, / i*=\ | ) . О т о б р а ж е н и е fx и будет гомотопической эквивалентно­
стью. Д о к а з а т е л ь с т в о п. 3 м о ж н о найти т а к ж е в [3]. 

Вычет deg f (mod N), где f * = ^ , будем обозначать через q{MXf М2у г|>). 
Д л я вычисления q (МХу М2,\р) рассмотрим с н а ч а л а два частных случая . 
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1. G^Z/NZ. Введем следующее обозначение . Д л я комплексной 
я Х я или вещественной 2пХ2п м а т р и ц ы Л, приводимой к виду 

{e2nkti/K 

о 

или соответственно к виду 

/Т (2nk1/K) О . ^ . . / cos а — s i n а 
• Т(а)=\ . 

\ s i n a cos а 
О T(2nkn/K)/ 

П 
где (ku / С ) = 1 , 0 < ^ < / С , обозначим Ц kt через <2(Л)0 Пусть а — обра-

з у ю щ а я группы jti (А^) ^ Z / i V Z . Группа jti(Afi) естественно . действует 
на н а к р ы в а ю щ е й сфере S2n~l, и это действие можно привести к виду 
a : z - > p i ( a ) e , где z = ( z b 2 2 . . . , 4 ) Е С " , S 2 ' l - 1 = { z | | z | = l } , 

f ^2nkti/N 

e2zik2ijN 

Pi(a)= I 
0 g 2 n f e n ^ 

Аналогично, действие n\(M2) на S 2 r t _ 1 приводится к виду г|э(а) : z-
- p 2 ( a ) z , где 

^2ntn2i/N Q 

р 2 (а) ] 
0 2rnnni/N 

Рассмотрим отображение f : S 2 n ~ l S 2 n ~ \ заданное формулой 

Г ( г ) = ( г { 7 | 2 1 | ' 1 " 1 , . . . ^ / I z j ' * " 1 ) , 

где определяются из уравнений — я ^ (mod /V), i=l, 2, . . . , п. Тогда 
f о р х (a) 1 5 2 г г _ 1 = Р 2 s 2 n _ 1 о ? , т. е. определено отображение / : Мг М г > 

поднятием которого является f\ 

q(Mly M 2 , i | 3 ) = d e g / = d e g / : = \ \ h = Q(p2 (a))(Q (pi (a))) 

(черта сверху обозначает вычет mod AT). 

2. G — бинарная группа диэдра Dr*, N=4r. Она порождается дву­
мя о б р а з у ю щ и м и a, b и соотношениями ar=b2, bab~l=a~K В этом слу­
чае я четно, и действие группы приводится к виду 

где At — диаго н ал ьн ые унитарные матрицы (я/2) х (я/2), Л / = Я . К а к и 
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в п. 1, строим о т о б р а ж е н и е f (с той л и ш ь разницей, что / ^ / н - л / г ) , сте­
пень которого т а к ж е равна 

d e g / = Q ( p a ( a ) ) ( Q ( p 1 ( f l ) ) r 1 = ^ ( A f 1 , М2, (modtf) . 

Теперь рассмотрим общий случай, когда группа G произвольна . 
И з о м о р ф и з м ы я|?1 : G-^jt\ (Mi), \f>2 : G-^zii (M2) определяют изометричес­
кие действия группы G на н а к р ы в а ю щ е й S2n~\ т. е. ортогональные 
представления р ь р 2 : G-^SO (2п). Пусть Р — произвольная подгруппа 
группы G, Mi и М2— ф а к т о р м н о г о о б р а з и я S2n~l/P по действиям pi 
и р 2 соответственно. Тогда, очевидно, q(Mu М2, ^P\p) = q(Mu М2, г|)) 
( m o d | P | ) . Теперь д л я вычисления q осталось воспользоваться тем, 
что л ю б а я силовская подгруппа группы G есть либо циклическая , либо 
обобщенная кватернионная группа D\m. 

Т е о р е м а 1. Пусть Р ь Ръ • Рт — полный набор несопряжен­
ных силовских подгрупп группы G, аъ аъ ат — их элементы, такие, 
что ai<=Pi, i=\, 2, m, и 

(порядок а) | е С Л Ц ^1 — Ч и к л ш е с к а я ^ 
\ | P j | / 2 , если Рь — обобщенная кватернионная. 

Тогда Q(^(ai))q(M1, М2, *) = Q ( p a ( a f ) ) ( m o d | P , | ) . Так как 
т 

\G\ = П \Pt\ и (\Рг\, \Pj\)=l V » , / < т , 1ф), 
1 = 1 

то а из этих условий определяется однозначно. 
С л е д с т в и е 1. Если ф : G->G—автоморфизм и q)(ai)=clatlic7\ i ^ m 

(к такому виду приводится любой автоморфизм, так как силовские под­
группы сопряжены), то q(M2, М2, ср) = kn

t ( m o d | P ; | ) , т. е. q(M2, М2, ф) 
зависит только от размерности многообразия М2 и автоморфизма ф. 

Обозначим q(M<>, М2, ф) через qn(q>). Заметим теперь, что q(Mu М2, 
4>oty = q(Ml9 AL, ^)q(M2, М2, y) = q(M1, М2, tyqn(q>). Когда Ф пробе-
гает все множество Aut (G), ф о ф пробегает все изоморфизмы лг (Мг) 
- > я 1 ( М 2 ) . Отсюда получаем 

С л е д с т в и е 2. Мг ~ М2 <=$ 3 ф е Aut (G): q (Мъ М2, г|э) = ± ? п ( ф ) -
Обозначим через Q(p) вычет mod JV, такой, что Q(p ) = 

==Q(p(ai)) (mod | Р ; | ) . Следствие 2 примет вид 

М, ~ Л Г 2 « 3 ф : Q (р 2) = ± Q (р 3) ^ ( Ф ) . 

Рассмотрим случай, когда группа G имеет представление р 0 : G SO (4) 
без неподвижных векторов и не является циклической. Тогда любое орто­
гональное представление р : G SO (2п) без неподвижных векторов имеет 

п' 
вид р ф Р о ° Ф г , где п — 2п\ ф ^ е Aut(G), / = 1 , 2, . . . п \ Легко показать, что 

Q (Р)= ( I I ? 2 ( ф г ) ) Q n (Ро)- Множество {^2 (ф) | ф е Aut (G)} совпадает с мно-
i=i 

жеством обратимых квадратичных вычетов mod N, что устанавливается пе­
ребором групп G и их автоморфизмов. Отсюда 

{Ям (Ф)| Ф е е Aut (G)} = ((Z/WZ)*) 2"', 

{Q (р) I dim p = 4л'} = ((Z/NZ)*)2. 



Множество ориентированных гомотопических типов многообразий вида 
S ^ ' - V p совпадает с ((Z/NZy)2/((Z/NZ)*)2n'. 

П р и м е р . G^I* — б и н а р н а я и к о с а э д р а л ь н а я группа, порожден­
ная образующими a, b и соотношениями a~5=b2= (ab)3. Тогда А/ = 120, 
( ( Z / W Z ) * ) 2 ^ Z / 2 Z . В случае dim Л 4 = 8 / 2 Х / + 3 имеется один, в случае 
d i m M = 8 t t " + 7 — два гомотопических типа сферических пространствен­
ных форм с фундаментальной группой щ(М)^1*, в т о время к а к число 
неизоморфных сферических пространственных форм размерности 4/z'— 
— 1 равно [ ( я 7 + 2) /2 ] . 

Кручение Р а й д е м а й с т е р а . Н а п о м н и м определение i^-кручения 
R(M,p), где р — правое представление группы щ{М) в пространстве 
V. Пусть многообразие М разбито на клетки <j/, 1=1, 2, т. Подни­
мем это клеточное разбиение до разбиения универсальной н а к р ы в а ю ­
щей М. Д л я к а ж д о й клетки а / : з афиксируем одну из н а к р ы в а ю щ и х ее 
клеток в М, которую будем обозначать а/. Р а з б и е н и е М дает цепной 
комплекс 

С ; Сп~~^Сп—1~~^ ...•—>-Со 

я\ (М) [Zj-модулей с базисом а,;, 1=1, 2, т. 
О п р е д е л е н и е . Кручением Р а й д е м а й с т е р а R(M, р) называется 

кручение комплекса V (х)Я 1(мщг] С, если этот комплекс ацикличен. В про­
тивном случае по определению R=0. В качестве базиса в V^n^M) [ z ] С 
берутся элементы ег-®а,-, где {в/} — базис в У. 

"Очевидно, что p i © p 2 ) = # ( M , p i ) / ? ( M , р 2 ) . Если М — сфери­
ческая пространственная ф о р м а и р — нетривиальное неприводимое 
представление , то Н*(М, р ) = 0 и R (М, р)¥=6. Это следует из того, что 
Н*(М, р р е г ) = / /* (М, р т р ) , где р р е г — регулярное , р т р — тривиальное пред­
ставления . Д л я вычисления ^ - к р у ч е н и я сферических пространственных 
форм нам будет полезна с л е д у ю щ а я 

Т е о р е м а 2. Пусть рх, р 2 — ортогональные представления группы G 
без неподвижных векторов, dimpi = 2nh i=\, 2, р — правое представле­
ние группы G. Тогда R ( S 2 ( / 2 l + " 2 ) ~ V p i © р 2 , p) = R(S2ni~\/pl, р) R (S2n2~l/p2, р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сфера S2nt~l разбита на клетки о\, о2, . . . 
. . . , olk инвариантно относительно действия р ? :, 2, причем так, что 
соответствующее разбиение S2ni~l /рг имеет одну (2пг—1)-мерную клетку, 
a S 2 ~ /р 2 — одну 0-мерную. Разбиению отвечают комплексы С1: С12П.—\ ••• 

. . . ~ ^ С 0 . Разобьем сферу s 2 { n i + n 2 ) ~ l = S 2 n i ~ l * S2tl2~l на клетки а | , \ . . ,(xj-15 

S2ni~l * о\, .. . , S2tli~l * ai2. Полученное разбиение инвариантно относительно 
P i © Рг- Ему соответствует комплекс С\п^х -> . . . -+С\-+С\Пх^х С 0 , 
составленный из С 2 и С 1 , где C o ~ C 2 t t l _ i ^ G [ Z [ , и гомоморфизм д 2 7 1 :Со->-
~ > С 2 П 1 _ ! есть просто умножение на у g\ Если р — нетривиальное непри-

водимое представление, то ^ р (g) = 0,и гомоморфизм V ® G [ z ] Со - > 

~^ V 0 6 & Z ] C 2 n i _ i — нулевой. Отсюда сразу следует утверждение теоремы. 
Перейдем теперь к конкретным вычислениям. 1. G — б и н а р н а я 

группа диэдра D*r, порожденная о б р а з у ю щ и м и a, b; ar=b2=(ab)2. 
Обозначим через р 0 представление G в SU(2), такое , что 

б 



р а з о б ь е м S3 на клетки инвариантно относительно р 0 . Р а з б и е н и е фунда­
ментальной области и з о б р а ж е н о на рис. 1. Одномерные клетки, пере­
ходящие при факторизации S 3 по р 0 в о б р а з у ю щ и е а и Ь> обозначены 
соответствующими буквами . П о л у ч а е м следующий вид оператора д: 

д а 3 = (я _ 1) of + фаГ1 — 1) о\; 

до\=(b~x + b~l а + £Г 1 а2 + . . . + b~x а~1) а} — (б" 1 + 1) а 2 ; 

да\ = (ab ~ 1 + 1) а! — ( а б - 1 — б" 1 ) а 2 ; 

до\=(а— 1)а°; д<х£=(&—1)о°. 

Рис. 1 Рис. 2 

Элементарные вычисления в случае de t (p(a )—E)¥=0¥=det (p(b)—Е) 
д а ю т 

# (S 3 /Po , p) = d e t ( p ( a ) - £ ) . ' (П 

Любая сферическая пространственная форма М с я х (М) = G имеет вид 

М = S4n'-{ I © Р о о ф . , где Ф , е= Aut (G), Ф , (6) = 6, Фг- (a) - a \ 2r) = 1. 

И з формулы (1) и теоремы 2 следует, что 

#(ЛГ, р) = П det ((р ( « ) / * _ £ • ) , 

где kili — l (mod2r) . В частности, если р = pj", то 

R(M% p ) = f ] ( е я / ^ _ 1 ) ( ^ я ¥ / г _ 1 ) . 
/ = 1 

2. Теперь пусть G^I* — б и н а р н а я и к о с а э д р а л ь н а я группа, порож­
денная элементами а, Ъ\ a~5=b2= (ab)3. Поступаем , как и в случае Dr: 

Vc/5—1 + 20/4 ( у ъ + 1 ) / 4 ; V - * o y 

Р а з б и е н и е фундаментальной области показано на рис. 2. Оператор д 
имеет вид 

да3 = (аба — 1) а? + ( б - 1 а - 1 — 1) а& 

д о ? = ( 6 + 6а + Ьа? + 6 а 3 + Ьа 4) а\ + ( б - 1 + 1) а^; 
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до\ = (1 + ab + abab) a\ + (a + aba — 1) a*; 

l ) a ° ; da* = (b— 1 ) a 0 . 

Если de t (p (a ) — £ ) , det (p (&) + £ ) , det (p (aft) — £ ) ^ 0, то 

Л (S 3 /Po , P) = det (p (a) — £ ) (det (p (ab)-E) (det (p (b) + E))~l. 

Д а л ь н е й ш и е вычисления ввиду их громоздкости опускаем. Окон­
чательный результат д л я неприводимых представлений р запишем в 
виде таблицы. У группы /* имеется единственный внешний автомор-

Размерность р | 2 2 4 6 3 3 | 4 | 5 

tr р (а) 
1 - ] / " 5 

1 — 1 
1 + / 5 1 — / 5 

—1 0 tr р (а) 
2 2 

1 — 1 
2 2 

—1 0 

R ( 5 3 / р 0 , Р) 
з ч - VI 1 2 

1 
1 ....... 

5 
3 

3 

~~ 2 R ( 5 3 / р 0 , Р) 4 4 
1 2 

1 / 5 

5 
3 

3 

~~ 2 

физм ф. Д в у м е р н ы е представления в т а б л и ц е — это р 0 и ро°ф. Трех­
мерные получаются из них с т а н д а р т н ы м гомоморфизмом SU(2)-*-
-+SO ( 3 ) . Сферические пространственные формы М с щ(М)^1* име­
ют вид 

M = s 2 ( n ' + n * , - , / ( e Ро о Ф) э о ро)-

i=i , t=i 
В этом случае R(M, р 0

т ) = т ^ 2 , R(M, р 0

т ° ф ) = т П в " Я 1

| где т = ( 3 — " / 5 ) / 4 . 
В заключение автор б л а г о д а р и т С. П . Новикова за постановку за­

дачи. 
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Нгуен Хунг Шои * 

ТОЖДЕСТВА КОНЕЧНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ГРУПП 
В АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБРАХ 

М ы будем р а с с м а т р и в а т ь представления (Л, G ) , где Л — ассоциа­
тивная алгебра над фиксированным конечным полем Л с некоторым 
з а д а н н ы м гомоморфизмом группы G в группу автоморфизмов алгебры 
Л. Р а с с м а т р и в а ю т с я два а л ф а в и т а Х={хи х2, . . . } , Y={yu Уъ •••} и сво­
бодная ассоциативная алгебра LX[Y] н а д Л , п о р о ж д е н н а я элементами 
вида ylj, где y ^ Y , fj ЕЕ FOO (X)— свободная группа счетного ранга . 
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