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ПОВЕДЕНИЕ СУММЫ РЯДА ЭКСПОНЕНТ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ 
ОБЛАСТИ РЕГУЛЯРНОСТИ 

A.M. Гайсин 

Введение. Пусть Л = {кк} — последовательность комплекс­
ных чисел, 0 < \кК | |ч оо. Через D обозначим область сходимости 
ряда 

/(s) = SL**eUa5- (!) 
В случае когда D — вся плоскость или полуплоскость, пове­

дение суммы ряда Дирихле с вещественными показателями в го­
ризонтальных полосах (соответственно в полуполосах) исследова­
лось в ряде работ (см., например, [1—5]). 

В статье рассматривается ситуация, когда область сходимости 
ряда (1) — ограниченная выпуклая область. 

Пусть D — ограниченная выпуклая область плоскости С. 
Предположим, что последовательность Л = {^} такова, что имеет­
ся ряд вида (1) с показателями А ,̂ который абсолютно сходится 
в области Z), а вне D — расходится. Пусть / (z) — сумма этого 
ряда. Класс всех таких функций / (z) обозначим через Н (D, А). 
Известно, что при условиях 

к 1 
lim • . ; . = lim ., , In 

1 
L'lh) = 0, £(Ь) = П I - - 5 T 

I2 \ 

область регулярности функции / (z) совпадает с D [6, с. 106]. 
Пусть а, ЬЕ=<Ш,0£Е/), [а, Ъ\— замкнутая ориентированная дуга 

границы dD, т. е. переход от а к Ъ совершается в положительном 
направлении. Через S = Sa>b обозначим сектор области D с вер­
шиной в точке 0, опирающийся на дугу [а, Ь]. Считаем, что сек­
тору S принадлежат его стороны [0, а) и [0, Ь), но [a, b] f] S = 
= 0 . В дальнейшем запись St >- S2 для секторов S1 = Sab и 
^2 = Scd будет означать то, что (a, b) ZJ [с, d] (здесь (а, Ь) — 
открытая дуга). 

В статье речь пойдет о росте функции / (z) e Н (D, Л) в сек­
торе S при z-^dD. В качестве характеристики роста функции 
/ (z) берется Я-порядок, наиболее часто используемая величина 
в подобных исследованиях. 
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Пусть / (z) ЕЕ H (D), H (D) — пространство аналитических 
в области D функций. Величины 

pD = Tim d (z) ln+ ln+ | / (2)|,5 ps =• Tim d (z)ln+ln+ \f(z) |, 
z-^dD 2GS, z-*dD 

где d (z) = infg6dD | z—\ |, называются Л-порядками функции / (z) 
в области В и в секторе S соответственно. В дальнейшем будем 
называть их просто порядками. 

Понятие обычного порядка для случая ограниченной выпуклой 
области введено в работе [7]. 

§ 1. Основные результаты. Сформулируем основные резуль­
таты и следствия из них. 

Пусть D — ограниченная выпуклая область с гладкой гра­
ницей dD, О ЕЕ D, К (ф) — опорная функция D. На границе об­
ласти D определено однозначное отображение ф = я (z), дей­
ствующее по правилу: если z ЕЕ dD, то ф такое, что Re (zei(v) = 
= h (Ф), где h (ф) = К ( -ф) (0 < Ф < 2л). 

Пусть Sx = Sa,b — сектор, такой, что если 
Ех = {X = ге^: | ф — ф0 | < т, 0 < т < я}, 

то дуга [а, 6] является полным прообразом отрезка {ф: | ф — 
— Фо I ̂  т ) ПРИ отображении ф = я (z). 

Если f (z) Ez H (D, Л), то функция / (z) в области D представ­
ляется рядом (1). Положим 

В этих обозначениях имеет место следующая 
ТЕОРЕМА 1. Пусть D — ограниченная выпуклая область 

с гладкой границей, О ЕЕ D. 
Если для последовательности Л = {К^} выполняется условие 

= 0, (2) 

mo порядок ps функции f (z) £E H (D, А) в любом секторе S, S ^ Sx 
и порядок px функции fx (z) в том же секторе связаны соотноше­
нием 

Рх < Ух < Ps + ?т, (3) 
где 

fc-»oo 

, — In | Я J 
141 ln+[|ajt|eft(4,*m*1], 

In I In L'(K 
(plt = avgXk. 

Границы в соотношении (3) неулучшаемы. Точность левой 
границы устанавливается без особых ограничений на последова-
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тельность Л = {Хк}. Для того чтобы сформулировать теорему о 
точности правой границы, введем следующее 

О п р е д е л е н и е . Последовательность Л = {Х^} принадлежит 
классу Г, если выполняется условие (2) и: 

1) имеются окружности \z\ = dn, 0 < dn f oo, [dn — 
— dn-х! In dn I dn -> 0, n/dn -> 0 при п -> ос, причем на кон­
турах T,n]i (к = 1, 2, . . ., Pn), составленных дугами окружностей 
| z | = dn-±, | z | = dn и отрезками лучей arg z = г|4\- (i = 1 ,2; 
0 <^ ^ni <^ tynil <^ 2я), соединяющими эти дуги, справедлива оценка 

< 8 " Б П Г ~ ' ^ > д о ( е ) V e > 0 ; 
п 

2) угол рп]£, под которым виден контур Гп^ из начала координат, 
удовлетворяет условию 

Рпк = Vn') " Vnfc = о (1п~Чп), п ->• ос; 
3) множество {фк: ф^ = arg A,,J всюду плотно на отрезке [0, 2 л] ; 
4) для любого угла Е% = {X = rei(p: | ф — ф0 | <^ т, 0 < 

< т ^ я} существует угол Еа = {X = reicp: | ф — ф0 | ^^ сг, 0 << 
<С а < т} такой, что q0 = q%', 

5) все точки последовательности Л = {Хк} сосредоточены в 
областях Dnlt (область Dnlz ограничена контуром Гп]с, Dn]i Г) Dns = 
= 0 , /с =^5и каждая область / )^ содержит хотя бы одну точку ХК. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для 
любой последовательности Л — {А^} из класса Г существует функ­
ция f (z) Ez H (D, Л), ддя которой выполняется равенство 

Ух = Ps + ?х. 
Из теорем 1 и 2 вытекают важные следствия. Сформулируем 

их в виде теорем. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для 

порядка ро любой функции f (z) EH H (D, А) справедливо соотно­
шение pD < у < ря + д, где <у = у*» Ч = ?я-

ТЕОРЕМА 4. Пусть выполнены условия теоремы I и А = 
= {А^} Ег Г. Ддя того, чтобы для порядка pD любой функции 
f (z) Ez H (D, А) была верна формула 

Рх, = 1Ш^1У_1п*[|ак|в^>^], 
необходимо и достаточно, чтобы q = 0. 

Построен пример последовательности Л = {?^} из класса Г. 
§ 2. Оценка для коэффициентов. Имеет место следующая фор­

мула для коэффициентов ряда (1) [6, с. 103]: 

ак = е~*Ч^-^сЦк(*)!У + *)М ( * > 1 ) , (4) 

где С — замкнутый контур, охватывающий сопряженную диа­
грамму G функции L(h) = n (1 — ^2Afe) и выбранный так, 

In 
Lit) 
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чтобы при f e C переменная (t + z) находилась в области регу­
лярности функции / (z). __ 

Поскольку в нашем случае G = {0}, то в качестве контура С 
можно взять окружность j 11 = б (б — мало). В формуле (4) 

{ ^оое^о Ln) 
^ W = TH3g~J0 Т ^ е ^ а г , R e ( t e ^ ) > 6 . 

Оценим коэффициенты ак. Имеем 
L(X) < М (г + 1), М (г) = max IL (к) \, А > 1 . 

Тогда на контуре С получим 
1 

1Ы')К L'(Xk is: M(r + l)e- r 6dr = L'{\) 

Ясно, что Н (б) 
1 

оо при б -> 0 + . Из (4) и 

! « f c | < L'(h) 
„-К*> 

Я (б), А > 1 . 

(5) 
(5) получаем 

D, £ > 1 . (6) #(6)6|e~AKz |max|/(£ + z)|, 2< 
I I'M 

УТОЧНИМ эту оценку. Для этого нам понадобятся оценки для Н (б) 
и | ё*** |. 

ЛЕММА 1. Пусть выполняется условие (2). Тогда 
lim б In In Я (б) = 0. 
6-»0+ 
ЛЕММА 2. Пусть D — ограниченная выпуклая область с 

гладкой границей dD, z0 ЕЕ dD, N0 — нормаль в точке z0. Тогда 
для z ЕЕ D f) N0 при z -> z0 справедливо равенство 

\z-z0\ = d(z)(l+o (1)). 
Леммы 1, 2 проверяются непосредственно. 
Вернемся к оценке (6). Пусть Хи = \ Х^ \ еЩк, a zfc такая точка 

границы dD, что Re (%егфк) = h (фк). Пусть Nu — нормаль в точ­
ке zk. Если z G D П ^ И 2 - > 2 Ъ то по лемме 2 получим, что 

-Re ( М < -h Ы \K\ + \h\d(z)(l+o (1)). 
Отсюда, применяя лемму 1, из оценки (6) окончательно полу­

чаем необходимую в дальнейшем оценку 

< //(Ч 
e-44)\h\ m a x \f(t + zu еХр [е*6"1 + 

+ \h\(l + o(i))d(z)], б<б 0 (8) V e > 0 , d < d 0 , Л > 1 . (7) 
§3. Доказательство теоремы 1. Так как функция d (z) удовле­

творяет условию Липшица, т. е. для всех z', z" ЕЕ D 
| d (Zf) - <Z {z") | < | z ' - 2 ' |, 

то d (̂  + z) > d (2) — б. Положим б = e r d (z), ex > 0 — любое, 
но фиксированное. Пусть £, Sx, Sx = SQib — сектора с верши­
нами в начале координат, S >- S± >- Sx. 
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Если функция f (z) ЕЕ Н (D, Л) имеет в секторе S конечный 
порядок ps, то для z ЕЕ S± имеем 

max I / (t + z) | < exp exp [(ps + e2) d'1 (z)], 

d<d1(s2) V 8 2 > 0 . 

Для К = \К\ ^ €= #т существует точка zk ЕЕ [а, Ь] такая, 
что Re (zfcei<p*) = h (<pk). Пусть z e iVfc П # С к̂ — нормаль в точ­
ке zk ЕЕ [а, Ь]). Тогда при z-> dD имеем z ЕЕ Sv Учитывая это и 
полагая е = е?, из (7) получим 

! а к | е М ф * я х » | < L'(h 
exp [e1 <P,+e,)d-»<2> + 

+ 1 ^ | ( 1 + o(l))d(z)], Хке=Ят, d<d 2 (e 3 ) У е 3 > 0 . (8) 
Минимум под экспонентой из правой части неравенства (9) 

точно не вычисляется. Полагая 
о 1п1п1Ч1 

dr1 (z) = [Ofc/(pe + е3)] In| Ku |, a* = 1 — 2 1 д | Х [ , 

из (9) получим 
In [| au | е"*4*^*1 ] < In | г / / \ ч | + 

Л j ^ /CQ, 

£' (4) 

+ w [ ( e * + 2 e ^ ^ 
Х*е#т> * > M e 8 ) Ve 3 >0 . 
Отсюда 7x ^ Ps + Qx- Убедимся, что рх <^ y%* Для этого нам 

понадобится лемма из [4, с. 4151. 
ЛЕММА 3. При а > О 
max ф (t) ^ ехр [асг1], 

где ф (t) = at/Ini — ta, a^> 0. 
Из определения ух имеем Ve > 0 

[ I X I 
— h (<pk) IKI + (ух + *)-щт~ 

Так как для z E= D 
Re (a,fcz) < [fe (фк) — d (z)] \Kk\, 

•» ?че£т> &>A;0(e), 

то 

|а*е*»*|<4(e)exp [(? t + e) 141 
la 14. 

: (z) |X* | ] , A; l . 

Тогда, в частности, для z £ S имеем 
Ль* I I /т (г) | < 2 L e E t | «кел*г | < А (е) exp {max [(Y, + 2e) «/In t • 

- * d (2)]} S L e x P t - e 141 / l n I ** II-
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Последовательность Л = {Хк} имеет нулевую плотность, по­
этому последний ряд сходится. Используя лемму 3, окончатель­
но получим, что для z Er S 

| U (z) I < ехр ехр [(ух + 3s) dr1 (*)], d < d0 (e) Ve > 0. 

Это означает, что рт ^ ух. Теорема 1 доказана. 
§ 4. Неулучшаемость оценок в теореме 1. Установим сначала 

точность левой границы в (3). Для этого дополнительно пред­
положим, что множество {срк: срк = arg кк} всюду плотно на отрез­
ке [0, 2я] . Рассмотрим ряд 

/ (z) = 2 ^ х а*?™'* + 2 U f c / flfce V = h (z) + U (z), 

где {ЦЬ°1, С #т, | Ц + 1 1 - | Ц-1 > In I Ц I (/ > 1), 

a* 
_ f e x p f — А ( ф ^ ) | Ц | + ( х | Ц | / 1 п | Щ ] , f x > 0 , k = kp 

~~ \ exp [— h (<pfc) | Xk | ] , Л =£ kj. 

Этот ряд абсолютно сходится в области Z), а поскольку множество 
{фк} всюду плотно на отрезке [0, 2я] , то вне D ряд расходится. 

Порядок функции /2 (z) в области D равен нулю. Поэтому по­
рядок рх функции Д (z) в области Z> равен порядкам функций / (z) 
и / т (z) в секторе S: рх = рт = ps. Но 

^ = lim 
ln |V , 

—гт—г—ш J->oo ^S) i = i 

следовательно, применяя теорему 1 к функции /х (z), получаем, 
что рх = ух, т. е. рт = ух. Все доказано. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Существует угол 

Я* = {̂  - п ^ : | Ф - Фо [ < а, 0 < а < т} 

такой, что #0 = дт. Следовательно, имеется последовательность 
контуров {Г^} (к = 1, 2, . . ., /?s), целиком содержащихся в Z?T и 

lim —гу-^—In 1 
v (K) 

где A = Us,kDs,k, Dsk — область, ограниченная контуром ГвТс. 
Напомним, что контур Tsk содержится в кольце Bs = {A,: ds_x <^ 
^ | Я | ^ d5}. Из последовательности контуров {Tsk} выберем 
по одному контуру из соответствующего кольца. Получим после­
довательность {Г5 fc KT,m=i, обозначим ее для удобства через 
{Г5 }n=i. Пусть Ds — область, ограниченная контуром Т$п. 
Имеем 

DSn С1ЕХП BSn, d8jrl I dSn -+ 1, Sn/d8n-+0, n -> oo. 
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Для показателей Хщ ЕЕ DSn (/ = 1, ms) положим 
^̂  , anj = cn = exp[—Л(-фп)йвп + 

+ (р — qx) dsjln d8n], p > qx. 

Величина tyn такая, что луч arg X = г|)п пересекает область DSn. 
oo 

Для ЯЛ ^ Un^i^sn считаем, что 
ак = exp [—h (<pk) | f̂c |], A,fc = | XK | егф*. 
Рассмотрим ряд 

Для Ц = | Яп. | егФп* e #S n (/ = 1, m8) имеем 
| fc(<pnj) -h(qn)\ = \ V (I) | | <pnj - ф» | < #Psn = 

= о (In"1 dSn), (10) 

где pSn — угол, под которым виден контур rSn из начала коор­
динат. Далее множество {ф^} всюду плотно на отрезке [0, 2я]. 
С учетом этого и оценки (10) проверяется, что ряд (И) в области D 
абсолютно сходится, а вне D — расходится. Итак, D — область 
сходимости для ряда (9). 

Оценим порядок ps функции / (z) в секторе S- Пусть z ЕЕ S. 
Сумма членов ряда для Яп. €Е DSn равна 

sn 

Отсюда Ve ]> 0 Зп0 (г): Wn > тг0 

Msn К n̂ exp (edSn/ln d eJ - ^ - J exp [| g | (А (Ф) - d (z))] | dg |. 

Тогда, используя оценку (10), получим, что Ve > 0 

M e n I < е Х Р [(Р —Q* + 2г) dsn I 1 П dsn ~ dsn-ld (*)] ' 

п>п1{в). (И) 
Пусть A,fc e 5 S n \ Д,п. Тогда 

\ а^* \ <^exv [-d8n-xd (z)], sn>2. (12) 

Учитывая оценки (11)—(12) для z Ez S получаем, что 

I / ( z ) \ < 2 Г = 2 \ ^ в п I W 4 * \ < А ( г ) 2 L t e x p [ -ed j lnd n ] • 
• exp {max [(p— gT + 3s)£/ln£— td(z)]}. 

*>2 
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У нас n/dn -*- 0 при п -^ ос. Так что последний ряд сходится. При­
меняя лемму 3, отсюда окончательно получаем, что если z ЕЕ S, то 

| / (z) | < ехр ехр [(р - qx + 4е) dr1 (z)], d < d0 (е) Ve > 0. 
Следовательно, ps ^ P — Qx- Легко проверяется, что ух = /?. 
Но всегда ps ^> ут — дт. Следовательно, ут — ps + qx. Все до­
казано. 

§ 5. Пример последовательности из класса Г. Положим 
Ки = [cn + dnft] el9nft, 

где 
Qnk = 2nk/n (k = 0, 1, . . ., rc — 1; rc = 1, 2, я . .), 
п̂ = lPn-i + P J A Рп = я2 In2 rc, dnJe = kin Pn. 

Функция 

ifcf (А.) = И " " , Г Е " - 1 ( 1 — A.VA.^fc) 

является целой, нули которой образуют регулярное множество 
при уточненном порядке р (г) = 1 — (In In г) / In г. Поскольку 
| К j 1 - ^ 1 ^ = In | Xk | ->• oo при /с -> oo, то вне кружков £7nfc = 
= {1: [ X — Xnk | < 1} имеет место оценка [1, с. 48]. 

1 
In О - П Т Ш - ' 121>^о(е) | V e > 0 . (13) lM(i) r - - in|g 
Введем в рассмотрение контур ГпК, состоящий из дуг окруж­

ностей | А* | = Рп-п | X | = рп и соединяющих их отрезков лучей 
arg А, = [0nft + Эпк-хУг, arg Я = [9nk + 0nk+1]/2. Контур Tnfc виден 
из начала координат под углом pnfc = о (In г рп), гс —>- оо. 

Видно, что d (A,nfc, ГпК)->- оо при гс -> оо. Следовательно, оценка 
(15) имеет место на контурах Тп]г при гс ^> гс0. Положим 

7 1 = 1 ft=0 

&nk= eXP [— °WPn / l n Pn]' 
где anlc = p, если /с = 25 — 1, и алЛ = 2p, если k — 2s (k = 
= 0, 1, . . ., rc-1; s = 1, 2, . . .). 

Точно так же? как и в работе [4, с. 423] убеждаемся в том, что 
вне кружков постоянного радиуса с центрами в точках Хпк выпол­
няется оценка 

0 < А < | Мг (X) | / | М (X) | < В < оо. (14) 
Рассмотрим функцию 
F (X) = [Х- Хпк] [X -(A*fc + гпк)] /L(X)y L (X) = Мг (X) .M(k). 

Используя (13), (14), отсюда легко получаем, что VT (0 < т <̂  
< я ) qx = 2р. 
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Последовательность нулей функции L (X) пронумерованная 
в порядке неубывания модулей, удовлетворяет всем требованиям. 

В заключение автор благодарит В. В. Напалкова за полез­
ные советы. 
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