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В. А. Койбаев 
Н О Р М А Л И З А Т О Р ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ 
МОДУЛЯ, ВОЗНИКАЮЩЕГО П Р И 
Р А С Ш И Р Е Н И И ОСНОВНОГО КОЛЬЦА 

Пусть Л - произвольное ассоциативное кольцо с единицей 1 и 
R его унитальное подкольцо, содержащееся в центре кольца А. 
Пусть, далее, М - левый свободный Л-модуль конечного ранга с 
базисом e i , . . . ,е„, так что М = Лех ф . . .фЛе„. Ясно, что М явля­
ется также и левым Д-модулем, следовательно, кольцо эндомор­
физмов Епс1(лМ) левого Л-модуля М является подкольцом коль­
ца эндоморфизмов End(fiM) левого Д-модуля М. Группы обрати­
мых элементов в этих кольцах эндоморфизмов обозначим соответ­
ственно через Aut(\M) и АиЬ(цМ). Ясно, что Аш;(лМ) ^ Aut(^Af). 
Нашей целью является доказательство следующей теоремы. 

Теорема. Пусть Л - ассоциативное кольцо с единицей 1 и R его 
унитальное подкольцо, содержащееся в центре кольца Л. Предполо­
жим, что А аддитивно порождается своими обратимыми элемен­
тами. Пусть, далее, М -левый свободный А-модуль конечного ранга. 
Тогда нормализатор подгруппы Aut(\M) в группе Aut(flM) совпада­
ет с полупрямым произведением нормального делителя Aut(\M) и 
nodzpynnbiG0 изоморфной группе Aut(A/i?) всех кольцевых автомор­
физмов кольца А, тождественных на R: 

^Aut(HM)(Aut(AM)) = G° A Aut(AM). 

Сформулированная теорема является обобщением результата 
работы [1], в которой рассмотрен случай М = А. В дальнейшем 
мы считаем, что выполнены условия теоремы. 

Для всякого элемента А € Л рассмотрим отображение гомоте­
тии А : М —• М, Х(х) = Хх, х G М. Ясно, что А является гомо­
морфизмом аддитивной группы М, однако А, вообще говоря, не 
является Л-линейным. Но так как подкольцо R содержится в цен­
тре кольца Л, то А € Епа(яМ). Очевидно, что отображение 

Л —• EndfoAf) 

является гомоморфизмом колец; образ этого отображения мы обо­
значаем через Л : Л = {А : A G Л}. Всякий эндоморфизм / € 
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Еп(1(дМ) является Л-линейным, то есть принадлежит End(A-M), 
если /(Аж) = Л/(ж) для любых А £ Л, х € М, последнее эквива­
лентно тому, что / • А = А • / для всякого А £ Л, другими сло­
вами / принадлежит централизатору С(Л) подкольца А в кольце 
End(fiM), б^лее того С(А) = End(AM). 

Лемма l/ Аддитивная группа (Aut(\M))ad порожденная группой 
Aut(\M\ совпадает с Епх1(лМ). 

Для7»» ^ 2 сформулированная лемма является хорошо извест­
ным/фактом, если же 71 = 1, то она вытекает непосредственно из 
условий теоремы. 

Лемма 2. Централизатор С(Еп^(лМ)) подкольца End(AM) в коль­
це End(flM) совпадает с подкольцом А. Другими словами, эндомор­
физм ф £ End(flM) коммутирует со всеми элементами подкольца 
E n d ^ M ) тогда и только тогда, когда ф £ А. 

Доказательство леммы 2 проводится естественными рассужде­
ниями, и мы его опускаем. 

Предложение. Нормализатор подгруппы Aut(\M) в группе 
АхЛ(лМ) совпадает с множеством {ф £ Aut(jiM) : фА = Аф}. 

Доказательство. Пусть ф £ АиЬ(цМ), причем фА = Аф. По­
кажем, что ф из нормализатора. Для h £ Aut(A-Af) покажем, 
что ф~1Ъ,ф £ АиЦлМ). Пусть А £ Л - произвольный элемент, 
тогда фХ = \\ф для Ai в Л. Имеем (ф~1кф)Х — ф-1Ь,Х\ф = 
ф~1\\Ь.ф = Х(ф~1кф). Следовательно, ф~гкф € Аи1;(лМ). Обрат­
но, пусть ф £ A/Aut(RM)(Aut(AM)). Покажем, что фА = А^. Имеем 
фАи1(\М)ф~1 С Aut(\M). Тогда в силу леммы 1 фЕпй(\М)ф~1 С 
End(AM). Пусть <р - произвольный элемент из End(AM), тогда 
ф<рф~1 G End(A-M), откуда (ф(рф~г)Х = Х{ф(рф-1) для любого А £ Л. 
Поэтому (р(ф_1Хф) = (ф'^-Хф)^ для любого <р G End(AM). По лемме 
2 тогда ф~1Хф £ Л для всякого А € А, откуда Аф С фА, аналогично 
Л ^ - 1 С ф_1А, следовательно, Аф = ^А. Предложение доказано. 

Через Aut(A/i?) обозначим группу всех кольцевых автоморфиз­
мов кольца Л, тождественных на R. Для всякого автоморфизма 
с £ АиЦЛ/Я) определим отображение <т° модуля М положив для 

г» 
х £ М, х = a?iei + • • • + хпе„, х, 6 Л, о-°(х) = £^<r(a:,)ej. Так как 

1 
(T\R = 1, то о-0 € Aut ( л М). Далее, а°(Хх) = <т(Х)<т°(х), А € Л. 
Положим G0 = {<т° : <т е Aut(A/R)}. Так как (<TIO-2)° = <т\(т1, 
(<т0)-1 = (<т-1)0, то G0 - подгруппа группы АиЦдМ), изоморфная 
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группе Aut(A/R). В силу равенства а°(Хх) = ст(\)<т0(х), х £ М, 
мы имеем <т°А = о"(А)£г°, следовательно, согласно предложению 
G° <^Aut(HM)(Aut(AM)). Далее, G°nAut ( A M) = 1. 

Доказательство теоремы. В силу сказанного выше мы имеем 
G0 X Aut(AM) С AAut(jjM)(Aut(AM)). Покажем обратное включе­
ние. Пусть ф G .A/Aut(*M)(A.ut(AM)). Согласно предложению мы 
имеем фАф~г = А. Определим отображение <т : А —•*• А положив 
а{\) = ф\ф~1. Тогда а £ Aut(A/R). Итак, ф\ф~1 = <т(А), отку­
да так как <т°А = <г(А)сг0, то мы имеем ф\ф~1 — <т0А(сг0)-1, а по­
тому (<т°)_1^>А = Х(а°)~1ф, следовательно, (<т°)~1ф £ Aut(AM) и 
V>eG°-Aut(AM). 
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