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Normierte Ringe !
I. Gelfand (Moskau)
§ 1. Die Axiomatik

Die Gesamtheit R der Elemente x, y,... wird ein normierter Ring
genannt, wenm: '

(@) R ein linearer, normierter, vollstindiger Raum im Sinne von Banach ist.

(8) In R die Operation der Multiplikation der Elemente definiert ist, die die
gewohnlichen algebraischen Eigenschaften

x (hy - p2) =hxy -+ pxz,
x(y2)=(xy) 2

besitzt. ,

(1) In R eine Einheit vorhanden ist, d. h.. ein solches Element e, dass
ex==x fiir ein beliebiges Element x € R, dabei|e|=~0.

(3) Die Operation der Multiplikation beziiglich des jeden der Faktoren stetig
ist: wenn x,— x, s0 x,y— xy, und wenn y,— ¥, SO Xy,— XJ.

Im Folgenden werden wir die Operation der Multiplikation als kommutativ
betrachten; die Ergebnisse des §1 hingen aber von der Kommutativitdt nicht ab.

Das Axiom (8) werden wir im Folgenden in der folgenden Form benutzen:

@) lxyl<|x|-lyl und [e|=T1.

A priori wiirde es scheinen, dass (0') eine wesentliche Verstirkung von (8)
ist; wir werden aber zeigen, dass in der Tat (') und (8) dquivalent sind. Es
gilt ndmlich der folgende

Satz 1. Fiir jeden normierten Ring R kann man einen isomorphen und
homéomorphen Ring R' finden, in dem das Axiom (3') Platz hat.

Es sei Q der Ring aller linearen Operatoren iiber R (der als linearer Raum
betrachtet wird). Jedem Element x kdnnen wir einen linearen Operator A4, € Q'
zuordnen, der folgendermassen definiert ist:

Ay=x-y.

Offenbar gehen verschiedene Elemente in verschiedene Operatoren iiber, die
Summe und das Produkt von Elementen gehen in die Summe und das Produkt
von Operatoren iiber, das Element e geht in den Einheitsoperator E iiber.

Somit existiert in Q ein Unterring R', der R isomorph ist. Finden wir,
durch welche Eigenschaft werden die linearen Operatoren A € R' charakterisiert.

1 Ein Abriss des Inhaltes dieser Arbeit (ausser den letzten zwei Paragraphen) ist
in den C. R. de I’ Ac. d. Sc. de "’ U. R. S. S., XXIII, N. 5, (1939) veroffentlicht.
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4 . I. Gelfand

Wenn A€ R, so ist A=A;, und daher
A(p2)=x-yz=(xy) z=Ay-z

fiir beliebige y und z aus R. Zeigen wir, dass wenn ein linearer Operator A€ Q
~die Eigenschaft A(yz)=Ay-z (fiir beliebige y und z ans R) besitzt, so A€R.
In der Tat, sei Ae=—x; dann ist

Ay=A(ey)=Ae-y=xy
fiir beliebiges y € R.
Aus diesem Kriterium folgt leicht, dass R’ ein abgeschlossener Unterring
von Q ist. Es mogen die A4, €R' zu A€ Q konvergieren. Dann ist

A(x-y)=I1im A4, (xy)=1lim (4,x)y =Ax"y,

woraus, nach dem Bewiesenen, A'€ R' folgt. Also ist R' ein vollstindiger Raum.
Es sei |e||=a. Dann ist fiir A,€R'

4= st 14.51= sup 231> Gle-el=7 1.
Dies bedeutet, dass die Abbildung von R'auf R stetig ist. Da die Rdume R und R'
vollstindig sind, so folgt aus der Stetigkeit der Abbildung von R' auf R, dass,
nach einem bekannten Satz von Banach, die inverse Abbildung stetig ist; so be-
kommen wir, dass R R' homdomorph ist. Aber fiir die Elemente AZ R' als
lineare - Operatoren ist das Axiom (8') offenbar erfiillt.

Folgerung 1. Das Produkt xy ist nach beiden Faktoren gleichzeitig stetig:
wenn x,— x und y,—y, SO X,y,— Xy.

Folgerung 2. In absolut konvergenten Reihen kann man, ohne die Summe
zu indern, die Summanden beliebig umstellen; solche Reihen kann man multi-
plizieren (addieren), wobei die erhaltenen Reihen zu dem Produkt (der Summe)
der Reihen konvergieren.

§ 2. Vorldufige Tatsachen {iber Ideale

- Hilfssatz 1. Wenn x€R und le—x| <1, so besitzt x ein inverses
Element.
Zum Beweis betrachten wir die Reihe

e4(e—x)t(e—x)2-4...

Da ||(e—x)*|<<|e—x|* ist, konvergiert diese Reihe; es sei y ihre Summe.
Bilden wir das Produkt von y und x==e— (¢—x) und benutzen die Folgerung 2
aus.Satz 1, so bekommen wir:

yx=e-+(e—x)ft(e—x24... —(e—x)—(e—x)—...=e.

Folglich ist y=x"1. :

Somit besitzt die Einheit eine Umgebung U(e), die aus Elementen besteht,
welche inverse Elemente besitzen. Es ist leicht einzusehen; dass -eine solche
Umgebung fiir jedes Element x existiert, das ein inverses Element besitzt. Es
sel xy=—e, und sei U(x) eine solche Umgebung von x, dass U(x)ycU (e);
ist z ein beliebiges Element von U(x), so besitzt z-y ein inverses Element w,
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zyw=-e, woraus folgt, dass das Element z auch ein inverses Element besitzt.
Folglich ist die Menge V der Elemente, die inverse Elemente besitzen, in R offen.

Hilfssatz 2. x~! ist eine stetige Funktion von x auf V. Mit anderen
Worten, wenn die x, € V zu x € V konvergieren, so

x;‘—»x—'l.

Sei x=¢; dann ist die Folge x ! beschridnkt, da fiir |!xn—e||<%

Jept=le+—x) .. <144+ 14...=2
ist.
Sei K==sup|x!||. Dann ist

le—x; =[x, (v, — )| <K|x,—e[|—0,

und folglich x,~1—e.
Im allgemeinen Falle konvergiert die Folge x,x~1 zu xx~1=e, und daher ist

wxp )T l=xx"1—e, x71—x—L

Die Gesamtheit / der Elemente x € R nennen wir ein Ideal (oder ein nicht-

trlviales Ideal), wenn
. Aus x€1, y€ folgt px—]— qy€l, wop und q beliebige -Elemente des
nges sind. -
. I=R. »

Offenbar kann / kein Element x aus V enthalten, denn andernfalls wiirde

es ein beliebiges Element y € R enthalten:

y=yx1l.x,

was der Bedingung 2° widersprechen wiirde. In jedem Ring bildet das Element 0
offenbar ein Ideal; wir werden es das Nullideal nennen und (0) bezeichnen.

Hilfssatz 3. Wenn der Ring R keine Ideale besitzt, die von dem Null-
ideal wverschieden sind, so existiert fiir jedes x=~0 das inverse Element x—1;
mit anderen Worten, R ist in diesem Falle ein Korper.

Betrachten wir die Gesamtheit / der Elemente yx, wo x=~0 ist, und y den
ganzen Ring R durchliuft. Da /=~0 (wegen x€l) ist, so ist /= R. Dies be-
deutet, insbesondere, dass ein y € R derart existiert, dass xy=—e ist. Somit
besitzt x ein inverses Eiement.

Wir haben stets JcR— V: da R— V abgeschlossen ist, so haben wir auch
I cR— V. Offenbar ist / auch ein Ideal. Wir bekommen somit den

Satz 2. Die Abschliessung I eines nichttrivialen Ia'eals 1 zst wieder ein
nichttriviales Ideal.

Es sei ein Ideal / gegeben. Ein Element x € R heisst kongruent y € R nach
dem Ideal /, x~y, wenn x—y¢€/; da die Kongruenzbeziehung symmetrisch,
reflektiv und transitiv ist, so zerfillt R in Klassen untereinander nach dem Ideal /
kongruenter Elemente; fiihren wir in natiirlicher Weise die Operationen det Addi-
tion, Subtraktion und Multiplikation dieser Klassen ein, so erhalfen wir den
Restklassenring R/I. Dieser Ring besitzt die Einheit, deren Rolle die e€ R



6 1. Gelfand

.enthaltende Klasse spielt. Die Null dieses Ringes ist die Klasse, die von allen
~x €1 gebildet wird.
Hilfssatz 4. Ist I ein abgeschlossenes Ideal, so ist R|I ein normierter
Ring.
Bezelchnen wir die Elemente von R|I durch X, Y, ... und setzen | X”:ien}; lx].
X

Zeigen wir, dass alle Axiome der Norm erfiillt sind:
. |[AX =1} X|—ist offenbar.

xFYl= i el mt Lebyl< it (el <
< ot || inf Iy I=1 X1+ 71

3 In éhnllcher Weise | X-Y|=|X|-| Y.

4°. Es sel [ X[|==0, d. h. es existiere eine solche Folge x,€ X, dass x,— 0.
Wenn x ein beliebiges Element aus X ist, so ist x—x,=y,€/; da x=1limy,
ist, so x €/==1/. Hieraus folgt, dass die ganze Klasse X in / enthalten ist und
folglich mit ihm zusammenfillt, d. h. die Null des Ringes R|/ ist.

5°. Es sei E die Einheit von R/I. Da e€E, so ist |E|<<1; wire | E[|< 1,
so wiirde ein Element x € E existieren derart, dass |[x[|<{1 ist. Dann wiirde,
.nach Lemma 1, das Element e—x ein inverses Element besitzen, was wegen
e —x €I unmoglich ist.
- 6°. Die Vollstindigkeit. Es moge ]]X — X,,|— 0; wihlen wir eine
Unterfolge X derart, dass die Reihe Y| X, —X .| konVerglert Fiir ein belie-

biges x, € X wird sich ein x,€ X, derart finden, dass

2, — x| <2| X, — X7,
ein x; € X; — derart, dass
o3 — %, < 2] X3 — X, |,

usw. Die Punkte x, bilden eine Fundamentalfolge; also

x,—x, X, —X3x.
-Folglich auch X, — X.

§ 3. Normierte Korper

Es sei R ein vollstindiger normierter Raum, uhd es moge jeder komplexen
Zahl ) aus einem Bereich & der komplexen Ebene ein Element x &€ R entspre-
chen. Die so definierte abstrakte Funktion x(A) heisst analytisch, wenn fiir jedes
L€ @® der Grenzwert

lim
h->0

im Sinne der Konvergenz nach der Norm existiert.

Es sei f ein beliebiges lineares Funktional aus R; dann ist f (x (\)) eine gewdhn-
liche analytische Funktion von ). Dieser Umstand erlaubt uns eine Reihe von
Eigenschaften gewohnlicher analytischer Funktionen auf abstrakte analytische Funk-
. tionen zu {ibertragen.

1, Der Liouvillesche Satz. Wenn x()) fiir alle A definiert und der
- Norm nach beschrinkt ist, so ist x (\) =x, wo x ein konstantes Element von R

x(\Fh)—x()
h
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ist. In der Tat, haben wir fiir beliebiges f nach dem gewohnlichen Liouvilleschen
Satz f[x (\)]==rconst, und folglich ist auch x () konstant, denn sollte x () auch
nur zwel Werte x () ==x, und x(),) ==x, annehmen, so wiirde nach einem Satz
von Hahn ein lineares Funktional f existieren derart, dass f(x;)==f(x,) ist, was
unmoglich ist.

2. Integrale. Es sei in dem Bereich ® eine rektifizierbare Kurve I' gegeben.
Dann existiert

y:::Sx(l)dl.

Es selen )y, 1,..., A, beliebige Punkte auf I'. Betrachten wir die Summe

n

S= 2 x0,) Op—D_,)
k=0
Es sel nun dyg,.eey hygy e vey ovs Au—1, pp_y M €ine andere Gesamtheit von Punk-
ten auf I, die die erste enthilt, derart, dass Aj,==M,, Mg==A,...; schitzen
wir die Differenz zwischen den entsprechenden Summen ab. Sie ist gleich

13 () — 2 g ) Qg1 — M) [ < @ () T,

wo o (x) die grosste der Differenzen | x (3,) —x (), )| bedeutet, und I' die Lange
der Kurve ist. Es sei
¢ ==sup min p (}, },).
AET
Wir behaupten, dass die Summen S einen Grenzwert besitzen, wenn ¢ — 0. Sei,
in der Tat, ein beliebiges ¢ >0 vorgegeben. Finden wir ein 8 >0 derart, dass

aus |l’—l”]<% die Ungleichung |x (}") —x (\")|<Ce folgt, und schitzen wir

die Abweichung voneinander aller Summen mit einem gegebenen % ab. Es mogen

“den Punktfolgen {p,} und {},} die Summen S, und S, entsprechen. Wenn die
Folge {p,}die Folge {},} enthilt, so ist |S,—S,[|< el. Im entgegengesetzten
Falle bilden wir die Folge v, v,, ..., ¥, ... —die Vereinigung der Folgen {},}
und {p,}. Fiir die entsprechende Summe haben wir

IS — Sy <el, [y — S, [|<e,
woraus

[Sy— S, < 2eT

folgt. Also besitzen die Summen S fiir & — O einen Grenzwert, den wir das
Integral nennen.

3. Der Satz von Cauchy. Wenn die Funktion x(A) im Innéren und auf
der Grenze einer geschlossenen Kurve I' analytisch ist, so gilt

y=Sx(1)d1='o.
T

In der Tat, fiir ein beliebiges lineare Funktional f gilt, nach dem gewdhnli-
chen Satz von Cauchy, f(y)==0; hieraus folgt y=0.
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Die Integralformel von Cauchy

= 3008

r
wird analog bewiesen.
Als Folge der Integralformel von Cauchy erhalten wir die Existenz aller Ablei-
tungen der Funktion x () und die Entwicklung in die Taylorsche Reihe:

XxM=x0)4x" Q) A—2))+ ...,

die in jedem Kreise konvergiert, in welchem die Funktion x (A) analytisch ist.

Wir beweisen nun den folgenden

Satz 3. Ein normierter Korper ist dem Korper T aller komplexen Zahlen
isomorph 2. :

Mit anderen Worten, kann jedes Element x in der Form x=—Je erhalten wer-
den, wo ) eine komplexe Zahl ist.

Nehmen wir den Gegenteil an: es moge fiir ein Element x die Differenz
x—)e fiir kein A verschwinden. Dann existiert fiir jedes A (x —)e)~1. Zeigen
wir, dass dies eine analytische Funktion von 1 ist.

Der Ausdruck

1
FlE—Q04-n)e)™ 1 —(x —he)~ 1] =—[(x — he — he)~1] (x — de) 1
hat, infolge von Hilfssatz 2, einen Grenzwert, nimlich — (x — )e)~2. Fiir grosse A iSt
e —de)t 1| (£ —e) | o,

wiederum nach Hilfssatz 2; da (x —2Xe)~! in jedem Kreise infolge der Stetigkeit
beschriinkt ist, so ist (x—ke)~! auch fiir alle ) beschrinkt. Wenden wir den
Liouvilleschen Satz an, so finden wir: (x—ke)—1 ist konstant und folglich gleich
Null, da es Null zum Grenzwert fiir A— oo hat; aber dann ist auch
e=—(x— ) (x — he)~1=0, was unmoglich ist.

§ 4. Maximale Ideale

EinIdeal M— Rheisst maximal, wenn esnicht ein Teil eines anderen "deals ist.

Satz 4. Jedes maximale [deal M ist abgeschlossen.

Im entgegengesetzten Falle wire M, nach Satz 2, ein Teil des Ideals M, und
folglich konnte es nicht maximal sein.

Satz 5. Jedes Ideal I ist in einem maximalen Ideal enthalten.

Dieser Satz wird leicht mit Hilfe der transfiniten Induktion bewiesen. Es
sei Xy, Xg «evy Xy o-vy Xy o..=={X,} eine totalgeordnete Folge aller Ele-
mente von R. Jedem nichtmaximalen Ideal A kann ein Ideal A+ > A folgender-
massen zugeordnet werden: betrachten wir die Menge aller Elemente x € {x,}
derart, dass die Gesamtheit der Elemente a-}px (@€A,p€R) ein Ideal>A
bildet; nach der Annahme ist diese Menge nicht leer und besitzt daher ein

2 Dieser Satz wurde zuerst von Mazur bewiesen. Sein Beweis ist von dem unseren
verschieden. .
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erstes. Element x,. Setzen wir A*={a-}-px,} und konstruieren eine transfi-
nite Folge von Idealen /, in folgender Weise: wir setzen /,==1I; es seien die /,
fiir alle a<B bereits konstruiert; gehort § der ersten Klasse an, d. h. existiert
a=—f—1, so setzen wir IB==[;*"; wenn B der zweiten Klasse angehort, so set-

. zen wir

=7,

«<p

Diese Folge hat eine Michtigkeit, die die Michtigkeit von R nicht iibertrifft;
daher muss diese Folge ein letztes Glied besitzen, welches eben das gesuchte
maximale Ideal darstellt. '

Fiir verschiedene Anwendungen ist der folgende einfache Satz von Wichtigkeit:

Satz 6. Dafiir, dass ein Element x € R ein inverses Element besitze, ist
es notwendig und hinreichend, dass x keinem maximalen Ideal angehore.

Wenn x ein inverses Element besitzt, so gehdrt x keinem Ideal an; umso-
mehr also gehbrt' x keinem maximalen Ideal an.

Wenn x kein inverses Element besitzt, so bildet die Gesamtheit der Elemente
{x-y}, wo y alle Elemente von R durchliuft, ein Ideal; nach Satz 5 gehort es
einem maximalen Ideal an.

§ 5. Funktionen auf maximalen Idealen

Es sei M ein maximales Ideal des Ringes R, und R/M — der Restklassenring.

Satz 7. R|M ist dem Korper der komplexen Zahlen isomorph.

" Nach den Sitzen 3 und 4 und dem Hilfssatz 3 geniigt es zu zeigen, dass RIM
keine Ideale, die von dem Nullideal verschieden sind, enthilt. Dies ist aber klar:
wire in R|M ein Ideal /, das von dem Nullideal verschieden ist, vorhanden, so
wiirden wir, wenn wir alle Elemente aller / bildenden Klassen zusammenfassen,
ein Ideal in R erhalten, das M enthilt, was der Maximalitit des letzteren wider-
spricht.

Es gilt auch die inverse Behauptung: wenn der Restklassenring nach dem
Ideal R|/M dem Korper der komplexen Zahlem isomorph ist, so ist M ein maxi-
males Ideal. Denn anderenfalls wiirden wir ein Ideal M'>M betrachten, und alle
'Klassen in R[M, die Elemente von M' enthalten, zusammenfassen; dabei wiirden
wir ein Ideal im Korper der komplexen Zahlen erhalten, was unmdoglich ist.

Der Satz 7 erlaubt uns jedem Element x € R eine komplexe Zahl x (M)
zuzuordnen, ndmlich diejenige, der bei dem Isomorphismus R/M=T die Restklasse
entspricht, die das Element x enthilt.

Bei fixiertem x und variierendem M erhalten wir eine Funktion x (M), die
auf der Menge M aller maximalen Ideale des Ringes R definiert ist.

Diese Funktionen besitzen die folgenden Eigenschaften:

(a) Wenn x=x, 4-x, ist, so ist x(M)=ux, (M) x,(M

(8) Wenn x:—_x1 X, ist, so ist x (M)=ux; (M) x,(M).

(Y) e(M)=
@) 1% (M) l<llx“-

() Wenn M, =5 M, ist, so existiert ein x € R derart, dass x (M) 5% x (M,) ist.
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Diese Eigenschaften sind nichts anderes als einfach Formulierungen der Tat-
sache, dass die Abbildung R— R|/M ein Homomorphismus ist.
(§) Wenn x (M) nicht verschwindet, so existiert ein y € R derart, dass

1
y(M):TM)

ist. Dies ist eine Folgerung aus dem Satz 6.

§ 6. Das Radikal eines normierten Ringes

Wir stellen uns die Aufgabe zu finden, fiir welche Elemente x € R die Funk-
tion x (M)=0 ist; mit anderen Worten, welche Elemente allen maximalen Idea-
len angehoren.

Definition. Ein Element x€ R heisst ein verallgemeinertes nil-
potentes Element, wenn VW‘*O Es ist klar, dass gewdhnliche nilpo-
tente Elemente (d. h. solche, fiir die fiir ein bestimmtes n x"=0 ist) auch
verallgemeinerte nilpotente Elemente sind; die inverse Behauptung gilt im all-
gemeinen mnicht. Die Gesamtheit der verallgemeinerten nilpotenten Elemente heisst
das Radikal des Ringes.

Satz 8. Der Durchschnitt aller maximalen Ideale fallt mit der Menge
aller verallgemeinerten nilpotenten Elemente zusammen.

Es moge x einem bestimmten maximalen Ideal M, nicht angeh6ren; dann ist

x(My)=~=0. Da
127 [= 12" (Mo) | =1 " (My)

VI > 12 (M) 15

somit ist x kein verallgemeinertes nilpotentes Element. Es modge nun x allen
maximalen Idealen angehoren. Dann gehort e —hx fiir beliebiges A keinem maxi-
malen Ideal an und besitzt daher ein inverses Element; die analytische Funktion

(e—ix)—1

ist, haben wir

ist also ganz und, nach § 3, kann in eine bestindig konvergente Taylorsche
Reihe entwickelt werden:

(e—)"l=e-}rxf02x2- ...
Da Wx" ein Glied einer konvergenten Reihe ist, so haben wir fiir #— oo

” A ” — 0.
Hieraus folgt

(__[mxm ] 1
| I l="% <nmw
fiir geniigend grosse z, und also
fim /T < s
n—>o IM

da aber ) beliebig ist, so erhallen wir

lim ;n/ l)_xT”: 0.
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Es gilt auch ein allgemeinerer Satz, der das max |x(M)| mit den Normen
der Potenzen von x verbindet:
Satz 8'. Fiir jedes x € R existiert

lim /| x|
und ist.-dem max |x (M)| gleich.

Setzen wir max |x(M)|=a. Dann besitzt das Element x— pe ein inverses
fir alle p mit ||>>a, denn es wird durch die Funktion X (M) —u dargestellt,

die nicht Null wird. Setzen wir l:—];; dann ist (ep —x)~1=2%(e—)x)~! eine

analytische Funktion im Kreise H[<—}1—. Entwickeln wir sie in die Taylorsche

Reihe:
AMe—x)"1=d(e+Ic-4...).

Da das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe zu Null strebt, so erhalten wir:

1 1
[axm || — 0, |]x””=l—i—ﬁ”l”x””<l—“—,;
fiir geniigend grosse n; hieraus folgt
— 1
um,’7||xnu<m.
Filr |A|— = erhalten wir
limy/ x| <a. (1)

Da |x]|=a,|x"|=0a" gilty/|x"]|=a fiir alle n, woraus
limy/ %" =a @)
folgt. Vergleichen wir (1) und (2), so Iinden wir:

lim /[ x"| =a==max|x (M)|.

§ 7. Die Topologisierung der Menge M

Da wir beabsichtigen die Funktionen x (M) in stetige Funktionen umzuwan-
deln, fiilhren wir in der Menge M eine Topologie ein.

Eine Umgebung U(M,) des Punktes M, €M definieren wir als die Gesamt-
heit aller M€ M, fiir die die Ungleichungen

L, (M) —x, (M) | <& (i=1,2,...,n)

erfiillt sind. Somit wird die Umgebung durch die Angabe von ¢ und von n belie-
bigen Elementen aus R definiert.

Zeigen wir, dass die Axiome des topologischen Raumes erfiillt sind.

1°. Jeder Punkt besitzt eine Umgebung und ist in ihr enthalten.

20, Der Durchschnitt zweier Umgebungen enthilt eine dritte Umgebung.

3°. Wenn M, cU(M,), so existiert ein U (M;,)cU (M,).

Es ist klar, dass die ersten zwei Axiome erfiillt sind. Um zu zeigen, dass
auch das dritte Axiom erfiillt ist, finden wir ein solches ¢', dass der Kreis vom
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Radius ¢' mit dem Mittelpunkt in dem Punkt x,(M;) sich im Inneren des Kreises
vom Radius ¢ mit dem Mittelpunkt in dem Punkt x,(M,) befindet; es ist dann
offenbar, dass

U (M) == {] x, (M) — x, (M) | <¢'}
der gestellten Bedingung geniigt.

Satz 9. Der topologische Raum W ist bikompakt und geniigt den Axio-
men von Hausdorff. ‘

Der Beweis, den wir hier anfiihren, stiitzt sich auf den Satz von Tychonoff
iiber die Bikompaktheit des topologischen Produktes bikompakter Riume 2. Einen
Beweis, der sich auf den Tychonoffschen Satz nicht stiitzt, kann man in 4 finden.

Ordnen wir jedem Element x € R einen Kreis Q, der komplexen Ebene vom
Radius [|x| zu und betrachten das topologische Produkt @ aller dieser Kreise.
Nach dem Satz von Tychonoff ist & bikompakt. Jedem M, € M ordnen wir den
Punkt aus © zu, der durch die Zahlen x (M,) bestimmt ist. Aus (), § 5, folgt,
dass 9 eineindeutig auf einen Teil von Q abgebildet wird; die Topologie in M
fllt mit der auf dem Bild von Wt in Q induzierten zusammen; somit ist M ein homdo-
morpher Teil von Q. Um die Bikompaktheit von M zu zeigen, geniigt es nun
seine Abgeschlossenheit in dem bikompakten Raum Q zu zeigen.

Es moge A={},}, wo A ,€Q,, ein Grenzpunkt in Q fiir die Menge M
sein; konstruieren wir ein maximales Ideal M, €M derart, dass x(My)==1),
fiir jedes x ist; dadurch wird gerade gezeigt, dass A€ M. Zeigen wir, dass
A, +y=lx—{——ly ist. Zu diesem Ende betrachten wir die Umgebung des Punktes A,
die durch die |Punkte x-y und x-}y und eine beliebig kleine Zahl ¢ bestimmt
ist. Da A ein Grenzpunkt fiir M ist, so wird sich in ihrer Umgebung ein Punkt
MeWM finden, d. h. fiir ein bestimmtes M wird

Dh—x (M) | <,
I, —y (M) <e,
Dy — X (M) —y (M) | <

sein. Daher ist ]lx+y—xx—ly|<e, und da e beliebig war, A, =) 41,
Wir erhalten, dass die Korrespondenz x —- ) ein Homomorphismus des Ringes R
in den Korper der komplexen Zahlen ist. In derselben Weise zeigen wir, dass
), =1 ist. Folglich existiert ein maximales Ideal M, € M derart, dass

x (My) =1,

fiir beliebiges x € R ist, und der Satz ist bewiesen.

Beachten wir ferner, dass alle Funktionen x (M) automatisch stetig werden:
um eine Umgebung V(M,) zu finden, in der die Funktion x (M) um nicht mehr
als & variiert, geniigt es die Menge

V(Mg = {1 x (M) — x (M) | < e}
zu betrachten, die nmach Definition eine Umgebung ist.

8 A Tychonoff, Math. Annalen, 102, (1929).

4 Siehe I. Gelfand und G.Silov, Uber verschiedene Methoden der Einfithrung
der Topologie in die Menge der maximalen Ideale eines normierten Ringes (in diesem
Heft des Recueil mathématique, S. 31).
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Wir bekommen so den

Satz 10. Jeder normierte Ring R kann homomorph in den Ring C(IMN)
aller auf dem bikompakten Hausdorffschen Raum W stetigen Funktionen abge-
bildet werden. Dafiir, dass diese Abbildung wvon R in C (M) isomorph sei, ist
es notwendig und hinreichend, dass die folgende Bedingung erfiillt sei: aus
Vx| — 0 fir x€R folgt x=0.

Der folgende Satz zeigt die Notwendigkeit der eingefiihrten Topologie.

Satz 10'. Sei M in irgendeiner Weise so topologzszert dass

(a) Wt bikompakt ist,

(B) die Funktionen x (M) stetig sind.

Bezeichnen wir den topologischen Raum in der neuen Topologie durch .
in der alten — durch M,. Dann ist M, homdsomorph M.

Die Abbildung von Mty auf M,, die jedem M € N, dasselbe M in M, zuord-
net, ist eineindeutig. Infolge von (B) ist das Bild in M, einer jeden in 9N,
offenen Menge auch in W, eine offene Menge; folglich ist die Abbildung
M, — M, stetig. Nach einem bekannten topdlogischen Satz ist, infolge von (a),
die Abbildung stetig in beiden Richtungen, d. h. 9, ist homSomorph 0.

Da wir die Anwendungen dieser Theorie im Auge haben, bemerken wir, dass
es nicht notwendig ist bei-der Angabe der Topologie alle Elemente des Ringes
zu benutzen: man Kkann sich auf die erzeugenden Elemente beschrinken. Die Ge-
samtheit KC R heisst die Gesamtheit der Erzeugenden von R, wenn
der kleinste abgeschlossene, K enthaltende Unterring mit R zusammenfillt.

Satz 11. Die Gesamtheit der Umgebungen

UMy = {15, () —x, (M) <2}, i=1,2,...,n,

wo ¢ und n beliebig sind, und x,, x,, ..., X, — Elemente von K sind, ist ein
definierendes System von Umgebungen in M.

Wir miissen zeigen, dass in jeder Umgebung
U, (Mg)={| %, (M) — x, (M) | <&}, i=1,2,...,n,

Xiy Xgy ovy X, ER,

eine Umgebung aus dem definierenden System enthalten ist.
Finden wir » Polynome

Py(Xyp Xpgs « oo Xy )y oo es Py(X,, X, ...,x,mﬂ)

in den Elementen x, €K, die der Norm nach um weniger als —% von den Ele-

menten X, Xy, ..., X, verschieden sind. Fiir jedes Polynom finden wir ein sol-
ches 8, dass bei der Abweichung der Argumente x,, (M), ..., K, (M) von den
Werten x,y (M), ..., %4, (M) um weniger als & der Wert des Polynoms sich
indert. o

um nicht mehr als%
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Betrachten wir die Umgebung
U (Mp) = {1 x,; (M) — x,, (M) | <3}, i=1,2,...,n, k=1,2,...,n

Wir behaupten, dass U(My)cU, (M,) ist. In der Tat, fiir diejenigen M, fiir
welche unsere Ungleichungen erfiillt sind, haben wir

| Py (M) — Py (M) | < 5 5
da

|0, (M) — Py [ ()] | <
und

| 5 (M) — Py [ (Mo)] | <5

ist, so finden wir |x, (M)—x,(M))|<e, w.z. b.w.

Satz 12. Wenn R separabel ist, so ist M metrisierbar (und folglich,
nach Satz 9, ist ein Kompakt).

Es ist leicht einzusehen, dass das abz#hlbare System von Umgebungen

{lx5 M) — N1 <r,}, B=12,...,n

wo die 7, und ), rationale Zahlen sind, und die Xi» Xyp oo« Xi, aus der abzihlba-
ren dichten Menge genommen sind, die die Basis des Raumes 9t bildet, ein
definierendes System ist. Hieraus folgt nach einem Satz von Urysohn, dass It
metrisierbar ist. Uberdies kann man unmittelbar die Entfernung mittels der Formel

. 0 _1- |x,,(M1)—xn(M2)|
p (M, MZ)—n§12n LA=1 % (My) —x (M) |

definieren.

Diese Bedingung ist nicht notwendig. Um eine notwendige und hinreichende
Bedingung zu erhalten, betrachten wir den Ring aller auf dem Kompakt stetigen
Funktionen: wenn man in ihm die Konvergenz nicht der Norm nach, sondern
die gleichmissige Konvergenz betrachtet, so existiert immer eine abzihlbare
iiberall dichte Menge. Da in der Definition der Umgebungen nicht die Norm
der Funktionen wesentlich ist, sondern ihre Werte, so folgt die Metrisierbarkeit
von M aus der Separabilitit von R beziiglich der gleichmissigen Konvergenz
auf 9Nt der Funktionen x (M).

Somit haben wir den

Satz 13. Fiihren wir in dem Ring R eine neue Norm

x| =lim y/T*"]]

ein. Die Separabilitit von W in der neuen Norm stellt eine notwendige
und hinreichende Bedingung der Metrisierbarkeit von R dar.

(Beachten wir, dass mit der neuen Normierung R, im allgemeinen, nicht mehr
ein vollstindiger Raum sein wird.)

Satz 14. Wenn R eine endliche Anzahl won Erzeugenden xi, Xy, ... , X,
hat, so ist Mt eine abgeschlossene und beschrinkte Untermenge des n-dimen-
sionalen komplexen Raumes. ,

Die Funktionen x;(M), Xx,(M), ..., x,(M), ... bilden M eindeutig und
stetig auf eine bestimmte abgeschlossene und beschrinkte Untermenge M’ des’
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n-dimensionalen komplexen Raumes ab. Zeigen wir, dass diese Abbildung einein-
deutig ist; dann wird sie auch in ‘beiden Richtungen stetig sein, und folglich
M wird M’ homdomorph sein. Es mogen zwei Punkte M, und M, in einen
Punkt von 9’ abgebildet werden. Dies bedeutet, dass x, (M;)==ux,(M,)
(k==1,2, ..., n) ist. Dann wird aber fiir alle Polynome in x;, X5, ..., X,
und folglich auch fiir alle ihre Grenzwerte, d. h. fiir alle x € R, x (M;)=x(M,)
sein. Also folgt aus x € M,, d. h. x(M;)=0, x€M,, d. h. M, und M, fallen
zusammen.

§ 8. Reelle Ringe

Wir haben bewiesen, dass jeder normierte Ring in den Ring aller stetigen
komplexen auf der Menge M definierten Funktionen x (M) abgebildet werden kann.
Wir stellen nun die Frage, wie der Ring R beschaffen sein' soll, damit diese
Funktionen reell werden.

Wenn die Funktion x (M) reell ist, so ist x2(M) nicht negativ, x2(M)-1
ist positiv und folglich besitzt eine inverse Funktion in dem Ring. Auf Grund
dieser Tatsache konnen wir die folgende Definition einfiihren:

Ein Ring heisst reell, wenn

(a) Die Multiplikation von Elementen mit Zahlen ist nur fiir den Fall definiert,
wo mit reellen Zahlen multipliziert wird (und nicht, wie friiher, mit komplexen).

(B) Fiir jedes x € R x2-}-e besitzt ein inverses Element. :

Satz 15. Wenn R ein reeller Ring ist, so sind alle Funktionen x (M) reell.

Es geniigt zu zeigen, dass der Restklassenring R|M, wo M ein maximales
Ideal ist, dem Korper der reellen Zahlen isomorph ist. Da R|M ein Korper ist,
so hat die Bedingung (8) fiir ihn die folgende Form:

(8") Fiir beliebiges x € R|M ist x2-}-e=~0.

Hieraus folgt auch, dass x2-y2=~0 ist, was auch die x und y aus R/M
seien, wenn nur x=~<0 oder y=~=0 ist: in der Tat, wenn, z. B., x5%50 ist,

es ist x2-} y2=x2 <e—{—( %)2> =0, da im Korper R|M keine Nullteiler vor-
handen sind.
Bilden wir aus den Elementen von R|/M die Gesamtheit 7 der Elemente

x-4iy
und definieren in T die iiblichen Operationen der Addition und Multiplikation
unter der Annahme, dass i2=— —e ist. Insbesondere ist die Division immer
moglich, da
1 _x—iy

X T e
ist, wo der Nenner auf der rechten Seite nach dem Bewiesenen von Null ver-

schieden ist, sowie die Multiplikation mit komplexen Zahlen \-}-ip. Definieren
wir die Norm in der folgenden Weise:

%4 iy|==sup,ixcosa 4 ysina| 5.

5 Auf die Moglichkeit einer solchen Wahl der Norm wurde ich von M. Krein
aufmerksam gemacht.
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Es ist leicht einzusehen, dass alle Axiome. der Norm erfiillt sind. Somit ist T
ein normierter Korper; nach Satz 3 ist T dem Korper der komplexen Zahlen
isomorph. Betrachten wir, wie werden bei diesem Isomorphismus die Elemente
von R|M transformiert. Sei x— A-}ip; dann (x —D)e)?-}-(ne)2 — 0, d. h.
{x—1e)2 4 (ne)? ist die Null von R|M. Nach dem Bewiesenen ist he==x, u==0.
Somit ist R|M dem Korper der reellen Zahlen isomorph.

§ 9. Die Beziehung zwischen R und C (M)

Wir werden zeigen, dass jeder normierte Ring R in den Ring C (M) aller
.auf dem bikompakten Raum It stetigen Funktionen homomorph abgebildet wer-
«den kann. Stellen wir die Frage, in welcher Beziehung der Ring der Funktionen
x (M) zu dem Ring aller stetigen Funktionen steht; insbesondere, welchen Bedin-
-gungen muss man R unterwerfen, damit R mit C () zusammenfalle.

Satz 16. Wenn fiir jedes Element x € R ein Element y € R gefunden werden

.kann derart, dass x (M) __y( ) fiir beliebiges M € Mt [y (M) -ist die zu y (M)
komplex-konjugierte Funktion], so bilden die Funktionen des Ringes R eine
diberall dichte Untermenge (im Sinne der gleichmdssigen Konvergenz) in- dem
Ring C(M). Mit anderen Worten, jede auf W stetige Funktion ist die Grenz-
funktion einer gleichmdssig konvergenten Folge von Funktionen x (M), x € R.

Fiir den Beweis siehe?,

Folgerung 1. Die Behauptung des Satzes gilt immer fiir einen reellen
Ring R (§ 9), wenn man unter C (M) den Ring aller reellen stetigen Funktionen
auf M versteht. _

Folgerung 2. Dafiir, dass R=C (M) sei, ist es notwendig und hinrei-
«chend, dass aus der gleichmissigen Konvergenz der Funktionen x (M) die Konver-
genz der Elemente x nach der Norm in R folge.

Die Notwendigkeit dieser Bedingung folgt aus Satz 17, und das Hinreichen —
aus Satz 16.

Die bequemste fiir die Anwendungen ist die folgende hinreichende Bedingung

Folgerung 3. Wenn fiir beliebiges x € R

| = e
ist, so ist R=C(M).
In der Tat, nach Satz 8' ist
L JS— PL—
max | x (M) | =lim /[ = lim "y [P =lim| x| =] x],

-woraus folgt, dass die gleichmissige Konvergenz nach sich die Konvergenz der
Norta nach zieht.

In Folgerungen 2 und 3 wird angenommen, dass die Bedingungen des Satzes
16 erfiilit sind.

' § 10. Die Beziehung zwischen dem algebraischen und dem stetigen

Isomorphismus

Es sei R ein Ring, in dem der Durchschnitt der maximalen Ideale das Null-
ideal ist (d. h. aus 1'7 ”x—”]—->0 x=0 folgt). Nach Satz 8 ist ein solcher Ring
«inem bestimmten Ring von stetigen Funktionen auf dem bikompakten Hausdorff-
schen Raum Mt isomorph.
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Satz 17. Es sei R, ein normierter Ring, der dem Ring R algebraisch
isomorph ist. Dann ist er auch topologisch isomorph, d. h. die Konvergenz
der Elemente x € R ist dquivalent der Konvergenz der entsprechenden Elemen-
te yER,.

Der Sinn und die Bedeutung dieser Behauptung liegen im folgengen. Um einen
normierten Ring anzugeben, muss man, erstens, einen Vorrat an Elementen mit
ihren algebraischen Eigenschaften und, zweitens, die Norm dieser Elemente vor-
geben. Der Satz 17 zeigt, dass fiir den Funktionenring wird die Norm, abgeseh-
en von einer Aquivalenz, schon durch den Vorrat an Elementen mit ihren alge-
braischen Eigenschaften in vollkommen eindeutiger Weise bestimmt.

Bewels. Offenbar ist der Ring R, auch ein Funktionenring auf derselben
Menge M (aber, moglicherweise, mit einer anderen Topologie), denn aus dem
algebraischen Isomorphismus folgt die Korrespondenz zwischen den maximalen
Idealen von R und R;; wenn, insbesondere, y€ R, allen maximalen Idealen
von R, angehort, so gehdrt das entsprechende x € R allen maximalen Idea-
len von R. Laut unserer Bedingung ist x=0, woraus auch y=—=0 folgt. Ferner
werden die entsprechenden Elemente durch gleiche Funktionen dargestellt: wenn
x—Xe €M, so y—le €M,, woraus x (M)=y (M) (=)) folgt.

Somit konnen wir annehmen, dass wir mit einem und demselben Ring R der
Funktionen x (M) zu tun haben, in dem zwei Normen, |x|, und [x[,, eingefiihrt
sind. Wir haben zu zeigen, dass diese Normen #quivalent sind.

Fiihren ‘wir in R eine neue Norm |[x|,=|x|; +|x|, ein. Zeigen wir
dass R beziiglich dieser Norm volistindig ist. Es sei |x,—x,[;— 0; dann
|x,—x,);— 0 und |x,—x,],— 0. Da R auch beziiglich der ersten und der
zweiten Norm vollstindig ist, so existieren die Grenzwerte x=—Ilim, x, und

x'=Ilim, x,. Aber die Konvergenz der Norm nach zieht die gleichmissige Kon-
vergenz nach sich; deshalb werden x und x' durch eine und dieselbe Funktion

dargestellt, und folglich fallen sie zusammen: x'==x. Dann haben wir
“x—xn “3:|]x_xnl|1 +”x—xtz”2 — 0,

d. h. x=1imy x,. Nach dem bereits zitierten Satz von Banach (siehe § 1) ist
die dritte Norm #quivalent der ersten und der zweiten, woraus auch die Aqui-
valenz dieser letzten folgt.

§ 11. Die Zerlegung des Ringes in eine direkte Summe von Idealen

Satz 18. Dafiir, dass ein Ring in eine direkte Summe von Idealen,
die Ringe mit Einheiten sind, zerlegbar sei, ist es notwendig und hinreichend,
dass die Menge der maximalen Ideale nicht zusammenhingend sei. Dabei
wird wvorausgesetzt, dass mit x in den Ring R auch ein solches Element y
eingeht, dass x (M)=y (M) ist.

Beweis. Es sei M=M; +M,, wo M, und M, zwei abgeschlossene
sich nicht iiberschneidende Mengen von maximalen Idealen sind. Definieren wir
die Funktion ¢ (M) in folgender Weise: ¢ (M)=1, wenn M €M, und o (M)=0,
wenn M€ W,. Die Funktion ¢ (M) ist stetig. Folglich existiert, nach Satz 16,

ein Element x € R derart, dass |x (M) — o (M)|<< 41 fiir jedes maximale Ideal M

2 Maremarnuecknit c6opruk, T. 9 (51), N. 1.
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ist. Die Werte der Funktion x (M) liegen in zwei Kreisen vom Radius—}f mit

den  Mittelpunkten in dem Punkten O wund 1. Folglich existiert fiir
]M:% (x —ke)~1 [nach der Eigenschaft (), § 5]. Setzen wir

0, — . ((x—xe)—ld)..,

T 2=

Y

wo C der Kreis vom Radius % um den Punkt O ist. Zeigen wir, dass e}=e¢,

ist. Wenn wir den Radius des Kreises etwas vergrossern, so wird sich das
Integral nicht dndern, da die Funktion (x—ke)~1 in einer Umgebung des Kreises

])\I—-—f analytisch ist. Folglich konnen wir schreiben:
1
2 — J— -1 —_ - -1
e =5 g(x re)~1dh- y(x we)—1dy.,
Cl

wo C; ein etwas grosserer Kreis ist. Dann haben wir

1

. | ‘
e?z,—@j(x”7\3)"1d1'f(x-}1€)"1d}1=— 4,2y.§(x—-—)e) U(x—pe)~ldh dp=
o G ca
_ 1 (x—le)-1 1 (’(x_pe)—l .
T = .[T—T“ﬂd Z.Tz,fu—p?f"‘”d“~
ca C G :
i et [ e
2—5‘ [21: S‘)\— p.] x—de)~1 dh i i ) p— (x—pe)~ldp=
C, C
| e—igm1a,
da ,
1 dp - 1 A
e A
G C

ist. Zerlegen wir nun den Ring R folgendermassen in eine direkte Summe:
R=Re,+ R(e—e,). Bs ist leicht einzusehen, dass die Ideale Re; und
R(e—e,) sich nicht iiberschneiden. Finden wir die Werte der Funktion e (M):

e () = 52z | (<o) — 1)1,
C

und folglich e, (M)=1 fiir MM, und e, (M)=0 fiir MM, d. h. e, €M,
wenn MEM,, und e; €M, wenn MEM,. Somit ist das Ideal Re; in allen
maximalen Idealen des Systems I, und in keinem maximalen Ideal des Systems M,
enthalten.

Re, und R (e —e,) sind normierte Ringe. Als Einheit des Ringes Re, dient e,
und als Einheit des Ringes R(e—e,) dient e—e;. Finden wir eine Beziehung
zwischen den maximalen Idealen der Ringe Re; und R. Es sei ein maximales
Ideal M' des Ringes Re; gegeben. Wie wir bereits gesehen haben, enthalten alle
maximalen Ideale des Systems Wi, das Ideal M'. Wir behaupten, dass iiberdies
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genau ein maximales Ideal des Systems i, existiert, das M’ enthilt. Dieses
Ideal M wird durch die Formel
M=M-+R(e—e)

bestimmt. Beweisen wir dies. Da M > M’ nach Voraussetzung dem System I,
angehort, so enthdlt es R(e—e,;) und folglich auch M'-|-R(e—e;). Es geniigt
somit zu zeigen, dass M'-J-R(e—e;) ein maximales Ideal ist. Nun fillt,
erstens, dieses Ideal mit dem ganzen Ring nicht zusammen, denn nehmen wir
den Gegenteil an, so haben wir e€ M -+ R(e—e,), und folglich e; € M', was
unmoglich ist. Zweitens, ist dieses Ideal ein maximales, denn jedes Element x € R
kann in folgender Weise dargestellt werden:

x=le—+y,

wo yEM - R(e—e,). In der Tat: x=uxe, -+ x(e—e,). Aber xe, € Re;, und
folglich haben wir xe, =)e, +y;, wo y, € M'. Also ist x=1Xe, 4y, | x(e—e¢)),
wo y=y,+x(e—e)EM 4 R(e—e;). Somit entspricht jedem maximalen
Ideal M’ < Re, ein einziges maximales Ideal M €Mt,. Umgekehrt, jedem maxi-
malen Ideal M €M, entspricht ein maximales Ideal M'cRe,. M' wird durch die
Formel M'=M () Re, bestimmt. Dieser Durchschnitt ist, wie man leicht einsieht,
ein Ideal. Es ist ein maximales Ideal, denn jedes Element xe, € Re; kann in
folgender Weise dargestellt werden:

xe,=x (M) e; -+ (x — x (M) e)e,,

wo das Element (x — x (M)e)e, € M Re,. Somit ist eine eineindeutige Korres-
pondenz zwischen der Menge M’ der maximalen Ideale des Ringes Re, und der
Menge I, festgestellt. Man kann auch beweisen, dass diese Korrespondenz ein
Homo6omorphismus ist.

Wenn der Ring R in eine direkte Summe zerlegbar ist, so ist Mt nicht
zusammenhingend. Es sei R=R, | R,. Es seien ferner ¢, uni e, die Einheiten
der Ideale R; und R,. Es ist bekannt, dass

2 __ 2 __ _
e=e, e=e,, e e, =¢

ist. Folglich ist e?(M) =e, (M), d. h. die Funktion e, (M) kann nur die Werte 0
und 1 annehmen. Da M zusammenhingend ist, so ist entwede.r e (My=1,
oder e, (M)=0. Es sei e, (M)=0 [andernfalls ist e,(M)=0]. Nach Satz 8',
§ 6, ist

max |e (M)| =Ilim {l/]w

Da e;(M)=0 ist, und ef=e, , so folgt hieraus, dass e, ==0 ist. Also ist eine
nichttriviale Zerlegung des Ringes R in eine direkte Summe von Idealen
unmoglich.

Man beachte, dass wir eigentlich folgendes bewiesen haben. Wenn 0t = Nt, -+ M,
ist, wo M, und M, zwei abgeschlossene, sich nicht iiberschneidende Mengen
sind, so kann der Ring R in eine direkie Summe von Ringen zerlegt werden, beim
ersten von welchen als die Menge von maximalen Idealen 9}, dient, und beim zwei-
ten W, (in dem Sinne, in welchem es beim Beweis des Saizes dieses Paragraphen
erkldrt wurde).

9%
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Folgerung. Wenn in dem Ringe R nur eine endliche Anzahl von maximalen
Idealen existiert, so kann R in eine direkte Summe von Ringen Ry, ..., R,
zerlegt werden, in jedem von welchen nur ein einziges maximales Ideal vorhanden
ist (primédre Ringe).

§ 12. Analytische Funktionen von Elementen des Ringes

In einem normierten Ring sind mit jedem Element x alle Polynome in x
enthalten und, allgemeiner, auch alle ,ganzen Funktionen“ von x, d. h. alle

00 [ce]

Elemente der Forchnx", wo die ReiheZcuﬁ” eine ganze analytische Funktion
0 0

der komplexen Verdnderlichen { darstellt. In der Tat, in diesem Falle wird die
0 0

Reihe D¢, x" durch die konvergente Reihe X|¢,||x [ majorisiert. Somit entspricht
0 0

jeder ganzen analytischen Funktion f({) eine abstrakte analytische Funktion f(x),
die fiir alle Elemente des Ringes definiert ist. Ferner haben wir gesehen, dass
mit jedem Element x, fiir das x (M) auf keinem maximalen Ideal zu Null wird,
in dem Ring auch das Element x~! enthalten ist. Somit entspricht der analytischen

Funktion—;—, die im Punkte {=0 einen Pol besitzt, eine abstrakte analytische

Funktion x-!, die fiir alle Elemente x definiert ist, fiir die die Menge der
Werte von x (M) den Punkt O nicht enthilt. In genau derselben Weise entspricht,
allgemein, jeder rationalen Funktion Q ({) der komplexen Verinderlichen ¢ eine
abstrakte analytische Funktion Q(x), die fiir alle Elemente x definiert ist, fiir
die die Menge der Werte von x (M) keinen Pol der Funktion Q(§) enthilt.

Es entsteht nun naturgemiss die Frage iiber die Erweiterung dieser Korrespon-
denz, die fiir ganze und rationale Funktionen festgestellt wurde, auf alle analy-
tischen Funktionen. Diese Frage wird im positiven Sinnd durch den folgenden
Satz beantwortet:

Satz 19. Es sei D ein beschrinkter abgeschlossener Bereich in der Ebene
der komplexen Verdnderlichen §, A, der algebraische Ring aller analytischen
Funktionen, die in D regulir sind, mit den gewdhnlichen OQperationen der
Addition und Multiplikation; es sei © die Gesamtheit aller Elemente x des
Ringes derart, dass die Menge der Werte von x (M) in A, wvollstindig
enthalten ist, und Ty der algebraische Ring aller Funktionen mit Werten aus
dem Ring, die auf © definiert sind. Es existiert eine isomorphe Abbildung
f(&) — f(x) des Ringes A, auf einen Teil Ay des Ringes I's, bei welcher
F) =28 in f(x)=x iibergent, und eine Folge won Funktionen f,(§), die in
irgendeinem D enthaltenden ofjenen Bereich gleichmissig konvergent ist, in
eine Folge von Funktionen f,(x) iibergeht, die fir jedes x €D der Norm nach
konvergent ist.

Es gibt nur eine solche Abbildung, und diese wird durch die Formel von

Cauchy®
F = | Ce—0 7@ a2 (1)

6 Die Anwendung des Integrals von Cauchy in dhnlichen Fragen (Untersuchung
von Operatoren) findet sich schon bei F. Riesz in seinem Buch iiber die Theorie der
unendlichen Systeme von Gleichungen mit einer unendlichen Anzahl von Unbekannten.
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gegeben, wo als Integrationsweg eine beliebige rektifizierbare geschlossene
Kurve genommen wird, die ganz in dem Regularititsbereich der Funktion f ©
gelegen ist und von D eine positive Entfernung hat.

Beweis. Wir werden zuerst zeigen, dass wenn die in dem Satz behaupte*n
Abbildung iiberhaupt existiert, so muss f(£) in die Funktion f(x) {ibergehen, die
durch die Formel (1) definiert ist, und werden sodann zeigen, dass die durch die
Formel (1) gegebene Abbildung in der Tat allen gestellten Bedingungen geniigt.

Es moge also die uns interessierende Abbildung existieren. Da § in x iiber-
geht, so ist der Homomorphismus f(§) — f(x) nicht trivial. Daher geht die

Funktion f({)=1 in f(x)=e iiber. Daraus folgt, dass die Funktion f—(lr;’

wenn sie zusammen mit f(§) in A, enthalien ist, in f~=1(x)==(f(x))~! iiber-
geht. Es sei nun §, ein beliebiger, zu D nicht angehorender, Punkt. Dann
ist die Funktion ({—¢,)~! in A, enthalten und muss, nach dem vorherigen, in
die Funktion (x—{¢,e)~1 iibergehen. Da nach der Bedingung x € D und ZOED,
so existiert diese letztere Funktion *.

Betrachten wir nun eine beliebige Funktion f({) € A,. Da f(§) in dem
beschrinkten abgeschlossenen Bereich D reguldr ist, so existiert eine rektifizierbare
geschiossene Kurve I', die ganz in dem Regularititsbereich der Funktion f(£)
liegt und von D eine positive Entfernung hat. Nach der Formel von Cauchy
haben wir fiir alle Punkte { € D

£0) dx
fO=gz | 527

T
Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung ist der Grenzwert der Folge
von Summen der Form

Fal) =5 Zf e =2  o,eD),

die in dem ganzen Bereich I' gleichmissig konvergent ist. Einer jeden solchen
Summe entspricht die abstrakte Funktion

fal) =g 3 700 O — 071 Oy — 1)

Nach der Bedingung miissen diese Funktionen fiir jedes x € © der Norm nach zu
einem Grenzwert konvergieren. Sie sind aber Integralsummen fiir das Integral

& x (\) d\ der Funktion x(l)—_—— S () (ke —x)~1 der komplexen Verdnderlichen ),
T

* Damit die Funktion (x—{e)-1 fiir alle { €D existiere, miissen wir die be-
trachteten Elemente x auf den Bereich © beschrinken.

Man beachte, dass © nicht leer ist. In der Tat, sei ), ein innerer Punkt des
Bereiches D, so dass ein p >0 derart existicrt, dass ein Kreis vom Radius p um den
Punkt ) ganz in D enthalten ist. Dann gilt

x' :( O)x_‘__% E:D

i

fiir alle Elemente x des betrachteten Ringes und alle ), die in dem angegebenen Kreis
liegen.
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welche infolge der Wahl von I' existiert und der Norm nach stetig ist. Wie
friither hervorgehbben wurde, existiert ein solches Integral im Sinne der Konver-
genz nach der Norm. Dabei hingt es nicht von der Wahl von T' ab, solange T
den gestellten Bedingungen geniigt, da x (k) eine abstrakte analytische Funktion
der Veridnderlichen ) ist, die ausserhalb D regulidr ist, und fiir solche Funktionen
gilt, wie wir gesehen haben, der Satz von Cauchy.

Somit sind wir zu dem Schluss gekommen, dass jeder Funktion f(§)€ A
eine abstrakte Funktion

D

1 ) d)
4 (x)=2n—i§{;—lx
T
entsprechen muss, wobei diese Funktion tatsichlich existiert und fiir alle x €D
eindeutig definiert ist.
Zeigen wir nun, dass die Abbildung f(§) — f(x), die durch die Formel (1)
gegeben ist, tatsichlich die in dem Satz behaupteten Eigenschaften besitzt.
Beweisen wir, dass diese Abbildung ein Homomorphismus ist. Es braucht
nur bewiesen zu werden, dass das Produkt in das Produkt iibergeht. Mit anderen
Worten, wir haben zu zeigen, dass

fMOgMadr far 1 (g)dr )
Zr:z e —x Zm Ye—x i ) de—x
r r

gilt, wo I' eine rektifizierbare geschlossene Kurve bedeutet, die ganz in dem
gemeinsamen Regularititsbereich der Funktionen f({) und g({) enthalten ist und
von D eine positive Entfernung hat. Ersetzen wir in dem zweiten Integral auf
der rechten Seite von (2) I' durch ein I' enthaltendes und von ihm eine positive

Entfernung besitzendes T';, das noch ganz in dem Regularititsbereich der Funktionen
f(§) und g(§) liegt, so erhalten wir

L(foa 1 (emar f0e®
|22 412” o) (re—n) D=

2ni) e —x 21:1 e—x — x) (re —
r

_ 1 f(»gm( __j £ (f 1 g(#)d’u}
”‘ij p—A e—x pe—x d)“dp'—‘z:cirle—x r?Ti i} dk +-

g () £ dx
+4“ {pe—x( p—2 ) dn.
iy

Da die Funktion }% in dem abgeschlossenen Bereich der Ebene der komplexen

Veridnderlichen A, der von I' begrenzt wird, reguldr ist, so finden wir nach dem
Satz von Cauchy, dass der zweite Summand auf der rechten Seite gleich Null
ist. Ferner, da A ein innerer Punkt des Bereiches ist, der von I, begrenzt wird,
so ist das innere Integral in dem ersten Summanden nach der Formel von Cauchy
gleich g(}). Somit kommen wir zu der Gleichung (2).

v

Zeigen wir nun, dass § in x iibergeht, d. h. dass

1 j taz
s\ =X
Pt e —Xx
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gilt. Da die Funktion f({)=2¢ in der ganzen Ebene regulir ist, so kdnnen wir
fir T einen Kreis von beliebig grossem Radius um den Nullpunkt nehmen.
Wihlen wir diesen Kreis so, dass die Reihe

Le—m)Tt=e il

absolut konvergiert. Dann erhalten wir nach gliedweiser Integration

1 tdg 1 v_
i ) le—x 2u (eCtrt-..)dl=
I

Es mdge nun f, (§) — f(§) gleichmissig in dem offenen Bereich D' gelten,
der D enthilt. Nehmen wir I' im Inneren von D' so liegend, dass es von D
eine positive Entfernung bat, so erhalten wir

l;f,,(X)~f(x)[)=”L fFO—=fa® yon

2 le—x
r
< max /O —/, @l 5 Su (Ce— )1 d%— 0.
T

Es bleibt uns zu zeigen, dass der Homomorphismus f(§) — f(x) ein Iso-
morphismus ist, d. h. dass f(x) 1identisch Null nur in dem Fall ist,
wenn f(§) =0 ist.

Aber wenn f(§)=£0 ist, so existiert ein abo'eschlossener Bereich D, D, in

dessen allen Punkten f({)=~0 ist. Dann ist WE Ap,, und die Funktion S (x)

ist fiir alle x definiert, fiir die die Menge der Werte von x (M) in D, enthalten
ist. Nach dem Bewiesenen haben wir f(x)-f~1(x)==e, und folglich f(x)=£0
fiir alle angegebenen Elemente x

Somit ist der Beweis des Satzes 19 geleistet. Aus der Formel (1) erhalten
wir noch den folgenden

Satz 20. Wenn f(§) in dem Bereich der Werte der Funktion x (M) regulir
ist, so existiert im Ringe ein solches Element y, dass y (M)==f(x(M)) fiir alle
maximalen [deale M ist.

Beweis. Da x (M) eine stetige und beschrinkte Funktion ist, die auf einem
bikompakten Raum definiert ist, so ist die Gesamtheit ihrer Werte eine beschrinkte
abgeschlossene Menge F in der komplexen Ebene. Wie wir gesehen haben,
existiert das Integral (1) und nimmt einen und denselben Wert an fiir jedes I,
das ganz in dem Regularitdtsbereich der Funktion f({) enthalten ist und von F
eine positive Entfernung hat. Dieses Integral ist gerade das Element des Ringes,
das die im Satz angegebene Eigenschaft besitzt. In der Tat, bei fixiertem M und
verdnderlichem x ist x (M) ein lineares Funktional von x, und also haben wir

flx =}jw—x MO =y | L=t an)
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