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О ТОЧНЫХ ОЦЕНКАХ ПОРЯДКОВ КРУЧЕНИЯ ТОЧЕК КРИВЫХ 
ПЕРВОГО РОДА 

Пусть к - алгебраическое числовое поле степени /г о т н о с и ­
тельно поля рациональных чисел й. , d и ^ - соответственно 
кривые у г = зс3+гос ч-S и V2= uf* +CLU? •+ $ , определенные 
над к, ; х. , s , а- , £ - цете числа, 4 ' Ч 3 ' Z 7 - s s = S)> 

Пусть к. (£Pj , $,,—)- поле , полученное присоединением к полю К 
координат точек %•>•••', От, От и От , - базисы групп 
в с е х точек порядка пг на сГ и ^ , От + dz От, = 

минимальное поле , в котором в с е дивизоры из и(3}, $,•••) - г л а в ­
ные. 

Известно [ I ] , что всякая плоская кривая р о д а I , определен­
ная над и, и имеющая к. -рациональную точку, может быть приведена 
над этим полем к виду кривой < / . 

В настоящей с т а т ь е приводится схема доказательства следующе­
г о утверждения. 

ТЕОРЕМА. Пусть /г - простое число, большее 3 . Если п{Р„-ь)= 

К, , то <р(/г*; = fit"L(jt-i)^ 6/г , если же H-(ot)^hc ' , 
то ff/г*) *s kn- . 

Предварительно будем изучать кручение на якобиевой кривой, 
так как формулы сложения точек на более просты по конструкции, 
а затем уже с помощью одного дополнительного соображения п о л у ­
чим аналогичные результаты и для кривой J~ . 

Для удобства записи формул элементы поля >i{9],Pz,.--) 
будем обозначать рукописными буквами, а элементы поля к!$,31,—), 
соответствующие с точностью д о ассоциированности дивизорам из 

YL{tPt,(Pz,--) , - п е ч а т н ы м и . 
Прежде всего заметим, что и, V, и г , связанные между 

собой соотношениями и., V'/'W = Т , г д е irz = + 
а.и.2+ i ,, определяют одну и ту же точку сР~Ы,1г} . Поэтому 
решениям {U,V,Wj ={±i,±i,OJ уравнения V*-W+*lfw"+ 
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соответствуют две бесконечно удаленные точки о={1:0,{'Ог}, 
o'={i--o,-l:Qz} . Примем з а нуль произвольной аддитивной группы 

точек на У бесконечно удаленную точку о . В этом с л у ч а е , если 
\lLt,Vt} , то -tff>- {-lit, Щ j . 

ЛЕММА.I. Если l^/m)' V(j./m) } - примитивная к. - точка 
порядка rib на , то при f(m) > п. и.ы/т) , v-(tl/nv) - целые. 

ЛЕММА 2. Если j U.(c(/m), V ( c i / m ) j _ примитивная к- - точка 
порядка пь , то при ц>(/п) >4/г 

/т) =?Ц*/т,) > > i'(fb, ( I ) 

г д е Зи,Ь,<^, Ufa/nv) 7 ^(л/пь) - целые числа и (2ь, Ъ)=°{ . 
Пусть т=рi, г д е р - простое нечетное число и 

Wt(H)=Zl. £LU- ' = 0 ( 2 ) 

есть уравнение, которому удовлетворяют координаты II в с е х прими­
тивных точек порядка р ь кривой ^ . 

ЛЕММА 3 . -ei , SL - многочлены от переменных а. , & с 
целыми рациональными коэффициентами, причем 

4L- ё t ) • К ( ^ М i=o,i,...,pzt~z(riz~i)~i. ( 3 ) 

ЛЕММА 4 . Для любого натурального числа t < tn/z 

ы )

п Л т > и [dt/z] {t/dL}cL. 

-I ^ / 2 ] {t./d..}<L. 
w / w - ^ ' " U J I п в у \ 

Г 1 ~ L Ч ( 4 ) 

П , " п А ; . - с 

а м ^ л е ' п п в̂ .-<±> 
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г д е \с} -расстояние о т о до ближайшего целого числа, e t , £/,..., 
d. - целые числа из &'(От,), j = Of /uaU^) , Ц=0{гщ)1б;о* <э0'), 
А^. • , В̂ _, ;j , С , d попарно взаимно просты, пь=о(то£Т(п^), 

ь'*~|̂ у={ в случае m/(m,i) Ф р?, (р, - простое ч и с л о ) . 
ЛЕША 5 . Для любых целых рациональных чисел с 4 и сСг , 

при которых порядок точки {u-fr/m.) > Щ*./т)) отличен от 2 , 

М _lnvfti_»-/ A—TUT**}"1 

' ( 5 ) 

г д е (a,, 4, с ) - н . о . д . чисел О . , £ , с ; а £(ы./т) >••••> $Ц 
удовлетворяют условиям, указанным в соотношениях (4) . 

ЛЕММА 6. Пусть сС9+роп = [Ч^р/п > tc,p/m j , г д е & -
произвольная, а 0 ^ - примитивная нечетного порядка п ь точки на 

^ . Тогда на кривой 

расположены точки ^ = d?^(cl^P, от) = d(Q^o^)°*\uJL> j = 

| П ^ 0 И ^ / п / П М Ц,, 8 / я > П / = 0 /Щ^0,Ъ/т] . 

ЛЕММА 7 . Если Оп , 0^, - базис группы всех точек поряд­
ка пь на f , то (0^, Om)=*On>i , {OnZ,0 ) - Q ^ ' J n v o ^ =От). 

- базис группы в с е х точек порядка - п ь на ̂ , . 

ЛЕММА 8 « "-Д/дг. ( i=& 3 »- - ->) удовлетворяют р е к у р ­
рентным соотношениям 
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ПРЕДДСЖЕЖЕ I . Пусть /z- - простое число и 0 t - примитив­
ная - точка. Если /ЬФ2,3 и f(>*j М / ь Д о cL= bV^bJ, 
(а,1>Ы, dJ1-4 ^O(modfi). 

В основе доказательства предложения I лежит следующий факт. 
Если [1=0 (modf>), (d,p)~i и Зи, Ь = Ь, 

JJ ^ . = V , , (Vreoat р) , то в уравнении (2) Ь- = i;/qLsO(modp) 
(1-0,1,...,^ (fi-4)-i; у(р?)), 

{ \ ( ь} Ь' 2i-2 F„г_ у; J р ) =1 , г ч т о при /г > 5 невозможно. Если 
« Г ' f i J o f m o Z p ) , (d,p)=i, а Л = ^ , Ь^=Ь, 

^ = (/г/-^J/f/i i= i,2,..., с , с > ^ t ч т о противоречит 
(6) . 

Пусть , Jz - произвольные, О^. - примитивная н е ч е т н о ­
го порядка т . точки на ^ и + = { W-i,ot/m, > ^1,ы./т,} , 
$-кАОт-^ЪЛ/т > Ъ/и/т j . Суммы, ^ " ч Л / л " ' "Vi/"™- ' 

Уг. пробегают все возможные наборы различных чисел из мно­
жеств [i,Z,.--,m,-i}, { о , i , . . . , nv-l] j обозначим соответственно 
через cL , | / 4 

ЛЕММА 9. 

^ > 4 - < J / ^ * Л ' > С * Н С £ - < Л-,»-0 ( 7 ) 

ЛЕММА 10. Координаты точек г От^ = \ ,о > %/т.,о \ 
(t = 1,2з .••yhb-l) можно представить в виде 
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[пь/г] _t -t.Zc-2 

2%1/m, 

(nv,t) =(т,г) =i, £ = e 

(8) 

г д е CLQ,i> %L - целые числа из ^(о^) . 
ЛЕММА I I . Координаты точек -tom>i + 0^1 кривой %j мож­

но представить в виде 

/ ^m-d if J / ^-m-i . $ J 

•IM,IM =l-J=0
 c°,j 8 * > W / » = ^ = 0 % £ ' ( 9 ) 

ЛЕММА 1 2 . Если И - ( 0 J = K» f(pt)>^fb , т о 

( 1 0 ) 

Из ( 7 ) - ( 1 0 ) следует 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . Пусть /г - простое число и О^ь -примитив­

ная к. - точка. Если [ьФ2,з, ~*'=0(тосС[ь) , то (pf/ifj^n,. 
Примем з а нуль произвольной аддитивной группы точек на J~ 

бесконечно удаленную точку 0 . Тогда , если t Р= \ Х- , Ч. \ , то 

ЛЕММА I » . Если j ^ / ^ j ' Чц/гп) } - примитивная К. - точка 
порядка пь на £ , то при f(n) >п 0С{сС/т), Ц и / п ь ) - целые 
числа. 

ЛЕММА 2 ' . Если jx-(oC//tL) > Уц/т.) } ~ примитивная /С - т о ч ­
ка порядка пь , то при f(nv) > бп. 

v ^ = ( 1 4 ^ ' K i = ^ \ м ) А - ^ г , в - а 6 в , а.) 
г д е r,S, XloL/m,} >Чшт.) - целые числа и (r,S) = i . 

Если т=р£ ( [ь - простое нечетное ч и с л о ) , то уравнение, 
которому удовлетворяют координаты х всех примитивных точек 
порядка p t , имеет вид 
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V W _ 2 - i - 0
 C i X = . ( 2 0 

где cL - многочлены от t , S с целыми рациональными коэффициента­
ми. 

ЛЕММА 3 * . CL , CL - многочлены от,% , S с целыми рацио­
нальными коэффициентами, причем 

ЛЕЖА 4». Для любого натурального числа /«./г 

Sb-c?L\ п п с,L. -a , 

где j с} - та же функция, что и в лемме 4, е - абсолютный наи­
меньший вычет числа т/(пг,Ь) по mod 2; £̂  , с0, L0 , . } JL 
- целые числа из и'(Оп,,), i-0(mod£Д 4'=o(modL L0), L'^C^-,d 
попарно взаимно просты,т^оСтосСТ^^j)} ^ =" 1 с в 
случае пъ /(m,t) Ф jb^; <2/г.? (Д - простое число), 

ЛЕММА 5». Для любых целых рациональных оС{ и aiz , при ко­
торых порядок точки оС£ Om + oiz От отличен от 2 , 

У(*/т.Ге(*/т)С° 0 j . o Я ' (5,) 

ю=с%: п пс; , 
L=0 j = 0 7<Г 

где е. - абсолютный наименьший вычет числа т/(oL± ,о(г,т) по 
mod 2 » а целые из 

К, Си 

удовлетворяют всем условиям, указанным в (4'). * 
ЛЕММА 6 » . Пусть oCP+jsOm 

произвольная, а Ощ, - примитивная нечетного порядка т точки на 
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'J-' . Тогда на кривой 

m-l пг-i 

расположены точки ~ <^ ^ = (^^Л, Qn)=oi(^P, Om.) = jx>(, y^f ~ 

ПЬ-i ffi-1 гпч ш 

ЛЕММА 7'. Если 0^ , 0^ - баг!ис группы всех точек по­
рядка Ш н а £ " , то (0^ , 0J- 0nhi ,(0т&, 0J-0nb!i 

(fn-U z —Um.) - базис группы всех точек порядка Щ на J-
п m-~i / 

8'. Jt, ~J>1 X. о , (L=2,3,...) удовлетворяют рекур-
*• g-{ о,о/т рентным соотношениям 

6 

т-1 

4 - / 4 v > J + ^ - ^ " ^ ' + ^ ^ ^ ^ - * 4 J + ( 6 , ) 

rbjrty4)(2i -2j-lhZ(Aj4 kL_H-2Л._г )+{2j-2)(2L -2J ~ 

Пусть 

1=0 1=0 - уравнения, которым удовлетворяют соответственно координаты 
Ч/т.,0 KU/m,0 (6-4,2,...) . 
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ЛЕММА 8 

V° 4=° Л=° i,=° ir° 

л Ь С ^ C h С • С С 

e = 0 при j i = £ j 2 и e=4 при ^ 2 ^ • 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 . Пусть p, - простое число и 0 t - прими­

тивная И - точка на <h . Если рФ2,3 и > , то 

Доказательство предложения 3 по существу отличается от д о к а ­
зательства предложения I лишь использованием дополнительных с о о т ­
ношений ( 6 ) . 

Пусть , Jz - произвольные, От - примитивная н е ч е т ­

ного порядка т. рочт на F и ^*^0аш{\л/т»^гы./т.} > 

г д е ( £ , . . . , 8 ^ ; ^ пробегают в с е возможные наборы р а з л и ч ­
ных чисел из множеств \l,Z,..., m-i], \o,L,.-r , to--4 j , о б о з н а ­
чим соответственно ч е р е з £ • , Ji-L ^ /!В- i . 

ЛЕММА 9». 

и-1,г,...,»1) 
ЛЕММА 1 0 » . Координаты точек tUn^ = / > Уг/гп,о> 

(£=i,2j---, m,-i) можно представить в виде 

х = У Л . (г -г ) ,и ' - Г % .£*-£*) . 
L=0 i=0 
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(fn,t)=(m,Z)=l,£~eZrU/,*AoL , !S0>i - целые из tt(On) . ( 8 » ) 

ЛЕЫЫА I I » . Координаты точек i O n i

 + 0 ^ { кривой 3~ можно 
представить в виде 

<И J •>=<> V ( g f ) 

[пг/г] 

ЛЕММА 1 2 » . Если H.(0 t)~/C и lf{fi*J>£/i , ~*0(mod[i)f 

TO ' 

[ft*] 
ZL £0 • ~3^0(mocLU-ef), l > 6 . do . ) 

Из лемм 7 ' - 1 2 ' следует . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Д - простое число и (9 ^ - примитив­
ная к. - точка. Если /1Фг,з, D11 " у а o(mocL ft) , то f (/1*^611. 

Из предложений 1-4 вытекает справедливость теоремы. 
Заметим, что полученные оценки уже не являются улучшаемыми. 

Например, при tb={ имеем 
1)д-5". г*=и.*1-а.и.*ч-£, CL = az+{)(t*-Zt3-6tz

+2t+i), 

Z)Д = ?. у г = я : 5 + № + S , - # г = t!-+№*+m 6+ 56ts+ 35t * -

Z73t6+zzzt*+ mt ^Ш3-1StA-6t+i, 0r = l(t*+6ta+ 

tfiz-t- 10t+i)/<Z, t(t+if/z},be&, У(1ь)-№)=6-бп... 
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