
Том 12 

Ж У Р Н А Л 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Сентябрь 1972 Октябрь № 5 

УДК 518 : 519.3 : 62-50 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАЗЫСКАНИЯ СЕДЛОВЫХ ТОЧЕК 

В. Ф. ДЕМЬЯНОВ, А. Б. ПЕВНЫЙ 

(Ленинград) 

Рассматриваются методы разыскания седловых точек и изучается диф-
ференцируемость по направлениям функции максимума в случае, когда 
максимум берется по множеству, зависящему от переменной состояния. 

Введение 

Задачи нахождения седловых точек — это большой класс задач, с кото­
рыми приходится сталкиваться как в разного рода игровых ситуациях 
f1' 2 ] , так и в собственно математических проблемах, например в задаче 
нахождения седловых точек функции Лагранжа [ 3 ] . 

Настоящий обзор не претендует на полноту. Так, мы не рассматриваем 
связей между матричными играми и линейным программированием [ 4 ] . 
Цель статьи — дать общую формулировку нескольких методов для разыс­
кания седловых точек и строго сформулировать условия их сходимости. 
Нам кажется, что полученные чисто теоретические результаты о сходимо­
сти методов проливают свет и на вычислительный аспект проблемы. При 
этом мы ограничиваемся конечномерным случаем, хотя ряд результатов 
может быть перенесен и на бесконечномерный случай. 

Заметим также* что почти все изложенные ниже результаты переносят­
ся на случай вогнутых игр п лиц [ 5 ~ 8 ] . 

§ 1. Понятие седловой точки 

Пусть задано множество Q с= En = En* X Еп\ п = щ + п 2 . Через Рх 

обозначим проекцию Q на Eni, i = 1,2, и рассмотрим прямое произведение 
S = Pi X Р 2 . Ясно, что О, cz S. Пусть на S задана функция у),х& 
^PiCzEn\ у ^P2czEn\ Точка [х*, z / * ] e Q называется седловой точкой / 
на Q, если 1 

для всех [ x \ y ] ^ Q и [х, y*]^Q (см. t 1 " 3 ] ) . Положим z = [х, у], 
w — [щ v] и, как в [ 5 ~ 1 0 ] , введем функцию 

Ф(г, w) =Нщу) -f{x,v).-
Нетрудно проверить, что если г* = [х*, ^ * ] б й и 
(1.1) m i n ® ( z » = O ( z . , z . ) = 0, 
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то z* является седловой точкой / на Q. Если же 

min Ф (z\ w) ^ — е, 8 ^ 0 , 

то выполняются неравенства 

1{Х\ у) - 8 < f(x\ 7 / * ) < / ( * , у*) + 8 

для всех [о;*, г/] е Й и [х, г/*] е й . 
Обратно, если Q = S = Pi X Р 2 , то всякая седловая точка удовлетво­

ряет условию (1.1). В случае же ]й ф S мы будем рассматривать исклю­
чительно седловые точки, удовлетворяющие условию (1.1), и будем пи­
сать просто «седловая точка» вместо «седловая точка,, удовлетворяющая 
условию (1.1)» (в [ 5" 8] такие точки названы нормализованными седловы-
ми точками). 

Везде в настоящей статье предполагается, если не оговорено противное, 
что О, — выпуклый компакт (тогда и проекции Pi и Р 2 будут выпуклыми 
компактами), а функция f(x, у) непрерывна на S и выпукло-вогнута на 
S = Pi X Р 2 , т. е. при любом фиксированном у е Р 2 выпукла по х на Pi и 
при любом фиксированном х е Pi вогнута по у на Р 2 . При этих предполо­
жениях справедлива 

Т е о р е м а 1.1. Седловые точки f на Q существуют. 
Д о к а з а т е л ь с т в о [ 5> 7] - Рассмотрим отображение 

.w(z)={we=Q\Q)(z,.w) = .mm(b(z,w')}. 
Ш ' Е Й 

Из непрерывности и выпуклости по w' функции Ф(г, w') следует, что 
отображение w(z) полунепрерывно сверху [2> и ] . Тогда по теореме Каку-
тани о неподвижной точке [2* 1 1 ] существует точка z* G 2 , Д Л Я которой 
z* е w;(z*), т. е. 

min (S)(z\w) = (b(z*,z*). 

Поэтому точка z* является седловой точкой / на Q. 
В § 2—6, 8, 11 будем предполагать, что / непрерывно дифференцируе­

ма на 5, и использовать обозначение 

h(z) = Ow(z, z)= [fx(x, у)—fy(x, у)]. 

Т е о р е м а 1.2. Если выполнено условие 

(1.2) (h(z + w) — h(z), w) > 0, юфО, z,z + w<=Q, 

то седловая точка / на Q единственна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о [ 7 ] . Заметим, что для седловой точки z * e : Q спра­

ведливо равенство 

min (h (z*), w — z*) = 0, 

так как противное означало бы существование направления спуска функ­
ции Ф(г*, w), не выводящего из £2, что противоречит (1.1). Допустим, что 



Численные методы разыскания седловых точек .1101 

существуют две седловые точки zA и z 2. Тогда ч 

( / ф 0 , z 2 — Zi) ^ 0, (h(z2),.zi — z2) ^ 0, 

{h(z,) — / ф 2 ) , zt — z2) ^ 0. 

В силу (1.2), Zi = z2. Теорема доказана. 
Заметим, что если функция f(z). дважды непрерывно дифференцируема 

на Q и сильно выпукло-вогнута, т. е. 

(1.3) (fxx{z)u, и)^тЫ\ (-:fin,(z)v, v) ^m\\v\\\ т > 0, 

то условие (1.2) выполнено. Действительно, 

(h'(z)w, w) = (fxx(z)u, и) - у , i;') ^ m ( b | | 2 + |М|2) = 
= ^ 1 ! 

(/г(2 Ч- W7) - & ( z ) , » = + ею)"*, w) ^m\\w\\\ 
0 < 9 < 1 . 

Сделаем два замечания о структуре алгоритмов в § 2—6. Если Q = 
— PiX Рг, то при сделанных предположениях всякая точка [я*, 1 / * ] Е Й , 

для которой 

(1.4) min max f(x, у)= max f(x\ у), 

(1.5) max min / (#, z/) = min / (я, */*), 
y e P n x e P j J C E P I 

является седловой точкой / на Q. Поэтому для нахождения седловой точки 
достаточно найти минимакс (1.4) и максимин (1.5). Однако в обычных ме­
тодах нахождения минимакса и максимина на каждом шаге приходится 
решать внутренние задачи в (1.4) и (1.5). В методах же § 2—6 осуществ­
ляется одновременное движение по х и у и не нужно находить ни макси­
мум f(xh, у) по г/, ни минимум /•(#, yh) по х. 

Необходимые условия седловой точки» и методы § 2—6, 9 являются 
обобщением необходимых условий минимума и методов минимизации. 
Если функция /(#, у) не зависит от г/, т. е. f(x, у) = ф(.г), то задача на­
хождения седловых точек / на Q есть задача минимизации ф на Pi и метод 
нахождения седловой точки переходит в соответствующий метод миними­
зации. 

Изучим вначале подробно случай Q ч= Еп, который будет служить нам 
моделью для построения методов при наличии Ограничений. ' 

§ 2.. Нахождение седловых точек на всем пространстве 

Рассмотрим случай, когда Q = Еп = Еп" X Еп\ a f(x, у) дифференци­
руема и выпукло-вогнута на Еп. Очевидно, для того чтобы точка z* была 
седловой точкой / на Еп, необходимо и достаточно, чтобы h(z*) = 0. 

Для нахождения z* можно использовать то обстоятельство, что при не­
которых условиях решение z(t) дифференциального уравнения 

(2.1) i = -h(z), z(Q) =>0 
сходится к z* при"?-^ оо. Изучим эти условия. Пусть / ( -г , г/) дважды не-
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прерывно дифференцируема на Еп и ; 

(2.2) (fxx(x, у)щ и) ^ т\\и\\\ (fyy(x, y)v, v) ^ -т\\и\\\ т > 0, 

для всех [х, у] ж [щи] из Еп. Тогда ; 

(h/(z)w1w) ^ m\\w\\\ z,w^En, 

ж для решения z = z(t) уравнения (2.1) и функции F(z) = ll2\\h(z) \\z 

имеем 
p(z) = -(h'(z)h(z),r h(z)) ^ -m\\h{z)\\2 = —2mF(z), 

F(z(t)) ^F(z0)e-2™\ \\h(z(t))\\^\\h(zo)\\e-m\ 

Отсюда следует, что z(t) сходится к некоторой точке z* при t->- оо. Так как 
ИМ2*) II = \\h(z(t)) || = 0, то z* — седловая точка / на Q. Мы доказали, 
что при условиях (2.2) седловая точка f(x, у) на всем пространстве Еп су­
ществует. 

Далее, учитывая, что (Owwgr g) ^ J^Hgll2, имеем 

0 > Ф (z, z*)— Ф (z, z) = (ФЛ*, z), z* - z) + • 
1 171 

+ — (Ф„(г* - Z ) , 2 ' - 2 ) >{h(z),z* - z)'+ — Hz - z'll2, 

2 ! 

(2.3) Hz-z'll < — llfe(z)ll, 
m 

\\z(t)-z*\\< — \\h(z0)\\e-mt. 
m 

Итак, ||z(£) — 2 * | | убывает не медленнее e~mt. Заметим, что из оценки (2.3) 
следует единственность z*. На основе этого непрерывного метода можно 
построить следующий дискретный метод. Пусть выполнены условия (2.2) и 

(2.4) || ^ М, \\jyy{z) || ^ Ж, \\fxy(z) || ^ М, ZEE Е\ 

Начиная с произвольной точки z 0 е Z?n, строим последовательность {zh} 
следующим образом: 

(2.5) zh+i = zh — ahh(zh), • • 

(2.6) " a * e [ B l » ^ ^ " ] » e t > 0 , - . * > 0 . 

Аналогичные методы для этой и других задач рассматривались в [3- 1 2 - 1 4 ] . 
Т е о р е м а 2.1. При сделанных предположениях {zh} сходится к z* со 

скоростью геометрической прогрессии. 
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Д о к а з а т е л ь е т в о. На луче zka = zh — ah(zh)y а ^ 0, имеем 

d 
-r-F(zka) = -(h (zka)h(zk0L),h(zk)) = 
аа ». 
= - (zka) h (zh), h (zk)) - (h' (zka) (h(zka) - h(zh)), h(zk)). 

Используя условия (2.2) и (2.4), нетрудно получить, что 
(2.7) {h'{z)w, w) ^ mlkll 2, \\h'(z)\\ ^ 2М, ' 
(2.8) \\h(z) — h(Zi)\\ ^MWz-Zil Z,ZUWEEE\ 

Поэтому 'f 

4-F(zka)<-mU(zh)\\* + 4M>a№(zh)\\\ . • 

/ ^ ( 2 А а ) ^ F ( 2 f e ) [1 - 2ma + 4Ж 2 а 2 ] . 

Для а*, удовлетворяющих (2.6), 

1 - 2/тга + 4Ж 2 а 2 < 1 - 28ie2 = g 2 < 1. 

Получим 

F(zk+i)^F(zk)q\ \\h(zh+i)\\^ \\h(zh)\\qy \\h(z0)\\q\ 

Отсюда 
l l^+i - zh\\ = ah\\h(zk) || ^ Ciq\ 

Теперь легко показать, что 

I k - z * | | ^ Cq\ 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е / Е с л и функция у) является выпукло-вогнутой, то вместо нее 
можно рассмотреть функцию 

F(x,y) =/(*, у) +c\\xp-d\\y\\\ 

где с > 0 и d > 0. Функция F (х, у) удовлетворяет условию (2.2) и при малых с и d 
н е очень отличается от f(x, у). 

Чтобы найти 2 * , можно также применить метод Ньютона для решения 
уравнения h(z) = 0 : 

zk+i = zk— [hf(zk)]-ih(zh), 

ибо, в силу (2.7), [h'{zh) ] - 1 существует. Метод Ньютона сходится с квадра­
тичной скоростью, если начальное приближение 2 0 достаточно близко к 2 * . 
Хорошее начальное приближение можно получить, использовав метод 
(2.5). Можно построить метод второго порядка, не требующий на каждом 
шаге обращения матрицы hf (zk) и сходящийся с любого начального при­
ближения. 

Решение уравнения (2.1) представляет собой кривую с параметром t* 
Метод (2.5) основан на замене этой кривой ее касательной. Но можно 
аппроксимировать эту кривую более точно. Имеем 

z(t + a) =z(t) - ah(z(t)) +42a2h'(z(t))h(z(t)) +о(а2). 
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Отсюда сразу получаем метод последовательных приближений. Пусть 
Z Q Е П — произвольная точка и найдено zh. Положим 

Zka '—.Zh — ah(zk) + 1 /2 | а 2 Л / (z h ) h{zk), zh+l = zha]i, 

где правило выбора ak будет указано ниже. Такой метод минимизации был 
предложен в [ 1 2 ] . 

Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнены условия (2.2) и (2.4). Тогда можно 
найти такие 8 i и е 2 (е2..>*. 8 i > 0) , что при ah & [е ±, е 2] последователь­
ность {zk} сходится к z* со скоростью геометрической прогрессии. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

~ F (Zka) = — (К (Zha)h (Zka) , k {Zh) ) + 
da 

+ a(A' ( z f c a ) h ( z k a ) , К{zh)h(zk)). 

Из (2.7) и (2.8) нетрудно получить, что . 

\\h(zha) - h(zk) || ^ 2 M | | z , a - z J < (2Ма + 2MW) ||ft(zftj-||. 

\\h(zha) il < (1 + 2Ma + 2 M V ) \\h\zh)l 

. —F{zka)<-m\\k{zk)\\2 + 2M(2M 
da 

+ 4 M 2 a ( l + 2Ma + 2M2a2) Wh(zh) II2 < ( - m + Co) Wh(zk) \\\ 

F(zAa) < F(zk) (1 - 2ma + Ca 2 ) , a-e=[0," 1]. 

Теперь нетрудно найти такие Si и е2, что при a f t е [ e i , е 2] будет 
1 — 2пга + Ca 2 ^ q2 < 1. Дальнейшее — как в теореме 2.1. 

§ 3. Метод условного градиента 

Этот метод является обобщением метода условного градиента для мини­
мизации [12> 1 5 - 1 7 ] и опирается на следующее простое утверждение: 
для того чтобы точка z* & Q была седловой точкой / на Q, необходимо и 
достаточно, чтобы 

'•ф (z*) = min (h (z*), w — z*) = 0. 

Предположим сначала, что Q — строго выпуклый компакт, а h(z) не­
прерывно дифференцируема на открытом множестве Q'=э £2. Пусть 
Q" = {z <= -Q'|/&(z) =т̂  0}. Для z е Q" существует единственная точка 
6(z) е Q, для которой 

i|> (z) = min (h (z), w - z) = (h (z), 6(z) - z).: 

Для z e и77 и g ^ En существует [1 8 > 1 9 ] производная по направлению 

^l==(h^z)(Q(z)-z)-h(z),g). 

Так как функция £(z) = 6(z) — z непрерывна на Q", то a|)(z) непрерывно 
дифференцируема на Q" и \ 

(3.1) VOO =h'{z)l{z)-h{z). 
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Рассмотрим дифференциальное уравнение 

z = £(z), z(0) = г 0 е = О П О " , 

Допустим, что решение z(t) существует на [0, о о ) (в частности, это так, 
если Q" — Q'). Нетрудно показать, что z (t) е Q для всех t и 

Если z (^) - ^ z * при 4 - > + о о , то i|)(z*) = 0 и z* — седловая точка / 
на й . " ' . 

Предположим теперь, что выполнено хотя бы одно из следующих 
условий: 

1) Q — строго выпуклый компакт и h(z) ф 0 на Q; 
2) Q ' = . P i X f t . -Pi и Р 2 — строго выпуклые компакты, fx(z) ф 0 и 

/ y (z) ¥ = 0 н а О . 
Тогда, как и выше, точка 6(z) единственна, функция \|)(z) непрерывно 

дифференцируема на Q и справедлива формула (3.1). 
В методе условного градиента для нахождения седловых точек [8> 2 0 - 2 2 ] , 

начиная с произвольной точки z0 E " f i , строится последовательность {zk} 
следующим образом: 

Zk+i = Zhak, Zka = Zk + o£fe, £fc = . 6 (Zfc) — Zfc, 

а Л —точка минимума I \|?(zAa) I при a e [ 0 , 1 ] . 
Т е о р е м а 3.1 [ 8 ] . При сделанных предположениях справедливы сле­

дующие утверждения. 
1. ty(zk) 0 и всякая предельная точка {zh} является седловой точ­

кой f naQ. 
2. EcAuty'(z) удовлетворяет условию Липшица naQ, то 

=0(1/к). 

3. Если i|/(z) удовлетворяет условию Липшица на Q и выполнено усло­
вие (1.3), то седловая точка z* единственна и 

^ H(zo)\q\ д < 1 , 

(3.2) ЬА-2112<Л|г|)(г0)|д\ 
m 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Имеем ty{zka) = ty(zk) + aka + o f t (a) , где 

В силу выпуклости-вогнутости / (я , г/), 

Отсюда ak ^ — {h(zh), ^ ) = |t|)(zA) | , i|)(zAa> > *|)(zft) + a|i|)(z f t) | -f oh(a). 
Теперь от противного легко доказать, что ty(zk) - > 0 . Если z f t 5 ^ z * , то 

\p(z*) = 0 и z* — седловая точка / на Q. 
2 ЖВМ и МФ, Л* 5 
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2. Если i|/(z) удовлетворяет условию Липшица на Q, то 

о' 
где D = diamQ <С оо. Отсюда 

Теперь легко показать (см., например, [ 1 2 , 2 3 ] ) , что при больших к 

u J - ф I =0(1//с), что и требовалось доказать. 
3. Если выполнены условия (1.3), то 

Поэтому 

•Ф(^сс) ^ + amll^H 2 + a | ^ ( 2 A ) | — V2 ' a 2 Z, | |^ | | 2 . 

При a ^ min{l, 2m / L\ будет 

(zha) > i|>(zk) +a\ty(zk)\. 
Отсюда 

\$(zh+i) I < \y{zh)\q, \Hp(zh) I < |t|>(zo)|g\ 

g- = 1 — min{l, 2mIL). 

Докажем, что для всех z е |Q и для любой седловой точки z* 

(3.3) | | z-zi 2^A|a |)(z)|, 
т 

откуда будет следовать неравенство (3.2) и единственность z*. 
Действительно, 

0 < Ф (z\ z) - Ф (z, z) = (Ф 2 (z, z), z* - z) + 

+ 7 2 (Ф г 2 (z* - z) , z* ~ z ) ^ ( - h(z), z* - z ) - — Hz* - zll2 < 
2 

^ - • t ( s ) — — —zP. 
2 

Теорема доказана. 

З а м е ч а н и я . 1. Теорема остается справедливой, если шаг а& выбирать таким 
образом: \ 

uk = max '{a = 2- v|i|>(z*a) ^ + 1Щ^Ы |, v = 0 , 1 , 2, . . . } . 
Утверждение 3 имеет место, даже если брать произвольное а& <= [е, min {1, 2т / L}], 
е > 0. При этом q — 1 — е. 

2. В силу выпуклости Ф(г 0 , w) по и> имеем 

min Ф(г 0 , и>) = O ( z 0 , ^о) = Ф ( 2 0 , ы>о) — Ф(*о, z0) ^ ( / ф о ) , и>0 — *о) ^ ^ ( z 0 ) . 

Отсюда следует, что 

(3.4) /(я? 0, У) - Ь ^ Ы < / ( * о , Уо) ^ Уо) — 1 | ) ( 2 0 ) 
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для всех [я 0 , | / ] е Й и [я, у0] £ Й . 
Функция o|)(z) вычисляется на каждой итерации, поэтому оценки (3.3) и (3.4) * 

могут служить для прекращения вычислений при достижении заданной точности^ 

Т е о р е м а 3.2. Пусть: 
1) :Я — сильно выпуклый компакт; т. е. существует у > О такое, что 

хк (х + у) + Z G Я тг/ш любых х, у е fi и любых z: \\z\\ ^ у||# — у|| 2; 
2) IIh(z) || ^ <е > . О для всея z е Я; 
3) ty'{z) удовлетворяет условию Липшица на Я с константой L. 
Тогда {zh} сходится к некоторой седловой точке z* функции f на Q со 

скоростью геометрической прогрессии. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и раньше, имеем 

(3.5) | ^ — <х|^(^А) | + 72^а|1ЬН2. 
Докажем, что 

(3.6) 1 1 У 2 < ^ 1 г | ) Ы 1 . 

Действительно, в силу сильной выпуклости 

Qk + zh ' h(zh) 

Поэтому 

Отсюда и следует (3.6). Из (3.6) и (3.5) следует, что 

l ^ ( z , ) l ^ l ^ ( z 0 ) | g f t , q= min ( l - a + — ) < 1, 

Отсюда 
ИЫ12 ^ Cq\ 

^ IÎ H < Ctf<\ 

Поэтому zh сходится к некоторой точке z* и 

I k - Г || ^ C2qk/\ = 0 . 

Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е . В теореме не требуется, чтобы / удовлетворяла условиям (1.3) 

и чтобы седловая точка была единственной. 
Пусть теперь Я = Pi X Р 2 , где Рл и Р2 — строго выпуклые компакты, 

но fx(x, у) и fy(x, у) могут обращаться в нуль на Я. В этом случае приме­
ним модифицированный метод условного градиента [ 2 0 ] . 

Для z = у] ЕЕ Я ' введем 

^ 1 ( z ) = m i n . ( / * ( * ) , « - * ) , * 2 . ( « ) = m a x (fy(z),v-y), 

H(z) =y2[^(z)+^(z)]. 

i 

2* 
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Ранее рассмотренная функция ^(z) =^i(z) — i|) 2(z). Пусть Qi(z) И 
0 2 ( 2 ) Е Р 2 - любые точки, для которых 

tft(z) = (/,(*), 8t(z) - я ) , ф 2(*) = ('/у(z). 'Э2(z) — z/). 

Докажем, что H{z), tyi2(z), ^ 2

2 ( z ) непрерывно дифференцируемы на Q'. 
Если fx{x) ф 0, то ^i 2 (z) дифференцируема в точке z по любому направ­

л я е т е [ f t ^ ^ 

( Z ) =.2fr (z) [ (fxx(z) №z)- x ) - fx(z), g l ) + 
+ ( / x y ( 2 ) ( e 1 ( 2 ) - ^ ) , g 2 ) ] . 

Если fx(z) = 0, то ij)i2(z) дифференцируема в точке z и 

——- = 0, т. е. шп — • = 0. 
dz ' ^ , • llgll 

Действительно, 

•Ф,2 ( 2 + *) - v (z) = ^ 2 ( z + g ) = ( / , ( 2 + g ) , е , (z+g) -~-z-gi)2 = 
- ( / » ( « ) g + o ( W . ) , Qi(z + g) -x-gly = 0(\\gr). 

Отсюда следует, что i|)i2(z) непрерывно дифференцируема на Q' и 

. - • - ? ^ ^ - = 2 î(z)[/«(z)(e1(z)-a;)-/,(«),/4,(z)(ei(Z)-a;)].. 
Аналогично, г|)2

2 (г) непрерывно дифференцируема на й ' и 

= 2ф я ( Z) [Д. (z) (0 2 . ( * ) - у ) , Ш(Ш-У)-ШЪ 

dz 
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

х = — a|)i(s, г/) (Gifo у ) — я ) , г/ = о|)?(х, г/)(9 2(ж, у)—у)у 

х(0) == а?о, г/(0) = # 0. 

Правая часть этой системы непрерывна на Тогда существует решение 
z = [x(t), ?/(£) ] , определенное на [0, о о ) . Имеем" 

:&(z) =-^2(z)[(fxx(:Q,i-x), 9 4 - * ) - ( / * , 6 i + • 

+ ^ 2

2 ( z ) [ ( / w ( e * - у ) , e 2 - y ) - ( / „ e 2 - y ) ] < 

( * ( * ) ) < ! : v , . ' ^ ° > c = v r и г \ л • 

(£ + c ) 2 V [# (z 0 ) ] . 
Если то # ( 2 * ) = 0 и z* — седловая точка / на Q. На основе 
этого непрерывного метода можно построить следующий дискретный ме­
тод для нахождения z*. 

Выберем z0 ^ Q. Пусть zk = [хк, уЛ уже найдена. Рассмотрим луч 
>\ 

zha = [хи — atyi{zh)gifc, y k + at|) 2(z f e)£ 2ь], 
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где £ l f c = Qi(zk) —xk, = Qz(zk) — z/A, и положим z f e + 1 = z h a v где 
a f t — точка минимума H(zha) при 0 ^ a ^ min {1 / (zfc) |, 1 /.ярг (я*)}* 

Т е о р е м а 3.3. Яри сделанных предположениях H(zh)-+0 и всякая 
предельная точка {zh} является седловой точкой / на£1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . , Имеем 
H(zha) =H(zk) +aak + oh(a), 
ak = — tyi2(zh) [ {fxx{zk)lik, g l f t) — i|)i(zft) ] + 
+ ^2

2(zh) [ (fyy(zh) £ 2 f t, U ) — ^ 2 ] • 
В силу выпуклости-вогнутости/(ж, z/) 

Если допустить, что H(zk) А О , т. е. H(zh) ^ 8 > 0, то получим, что 
H(zk+i) ^H(zk) —% у = const > 0, чего не может быть. Поэтому 

Теорема доказана. 

-ч § 4. Метод проекции градиента 

Этот метод является обобщением метода проекции градиента для ми­
нимизации на выпуклом множестве [ 1 7 ] , Для игр п лиц он был предложен 
в п. 

Пусть Q — выпуклое замкнутое множество, не обязательно ограничен­
ное. В частности, при Q = Еп получим более сильный результат, чем 
в § 2. Пусть Р—-оператор проектирования на Q, определяемый условиями 

Pze=Q, WPz-zW = т ! п П и 7 —zll. 

В силу (1.1) и выпуклости Ф(я, w) по w справедлива 
Т е о р е м а 4.1. Для того чтобы точка z* <была седловой точкой f 

на Q, необходимо и достаточно, чтобы при некотором a > 0 
(4.1) P ( z * - a M * * ) ) =z*. 

Для нахождения z* можно применить следующий метод: 
(4.2) Zk+i = P(zk-ah(zk))1 к = 0 , 1 , 2 , . , . . , i 
где точка z0 е Q, а a > О достаточно мало. 

Предположим, что (z) удовлетворяет условиям 

(4.3) (h(z)-h(w), z-w) ^m(r)||z-u?||2, z, w e= Qr, 
(4.4) ||A(z) - Л ( и ; ) | | < Л Г ( r ) | | z - и ; | | , z, u ; e=Q r , 
где Q r = {z e Q J ||z — z 0 | | ^ г}, 77г(г) — неотрицательная невозрастающая 
функция, M (г) — неубывающая функция, причем может оказаться, что 
m(r) = 0 при больших г, а М(г) + оо при г -> + 0 0 . 

Т е о р е м а 4.2. Яг/сгъ существует г 0 > 0 такое, w o г 0 77г ( г 0 ) > ||A(z0)|[< 
Тогда существует седловая точка функции f на Q, и е с ш шаг а удовлет­
воряет неравенствам 

1 2 
(4.5) 0 < a < s u p [rm (г) -\\h(z0) II], 

г>о гЖ 2(г) 
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то процесс (4.2) со скоростью геометрической прогрессии сходится к неко­
торой седловой точке z*: 

•(4.6) \\zh-z*\\^Cq\ « < 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть шаг а удовлетворяет (4.5) (по предполо­
жению супремум в (4.5) положителен). Выберем г > 0 такое, что 

(4.7) 0 < « < - 1 7 Т Г Т [rm(r)-\\h(z0)\\]. 
гМ (г) 

Покажем, что оператор Oz = P(z — ah(z)) является оператором сжа­
тия на Q r и переводит Qr в себя. Действительно, для z, w e Q r в силу 
(4.3) и (4.4) 

||Ф* - Ф Н 1 2 ^ ||г - w - a(h{z) - h(w)) || 2 = ||z - w\\* -
-2a(h(z) -h.(w), z - w) + a2\\h(z) - h(w)\\2 ^ 
^ (1 - 2am(r) + a 2 M 2 ( r ) ) | | z - w\\\ 

В силу (4.7), 0 < a < 2m(r) / M2(г), поэтому £ 
q = У[1 - 2am{r) + a2M2(r) ] < 1. 

Для доказательства Ф£2Г c i й г достаточно убедиться в том, что 

(4.8) \m0-z0\\ ^ (l-g)r. 
Действительно, для z G Q r элемент 0 Z G Q H 

\\Oz — Z 0 | | = \\Oz- Ф^о + Ф^о — Zo\\ <-gr+' (1 — # ) r = Г. 
Нетрудно проверить, что * • 

гЖ 2(г) 
IIOz-o-z0ll<allA(zo)l!, ( l - g ) r ^ m ( r ) a ^ - a V 

Отсюда и из (4.7) следует (4.8). Итак, Ф — оператор сжатия на Qr и пе­
реводит Qr в себя. По дринципу сжатых отображений существует непод­
вижная точка z*, Фг* = z*, что равносильно (4.1). Поэтому z* — седло­
вая точка и процесс (4.2) сходится к z*, причем выполнено (4.6), где 
С = | | Ф г 0 - Ш ( 1 - ? ) . 

Теорема доказана. 
З а м е н а н и я. 1. Если m(r) = m > 0, M(r) = М > 0, то процесс (4.2) . схо­

дится , если 0 < a < 2 m / M 2 . Величина g минимальна и равна У[1 — m2 / М2] при 
ъ = т / М2. 

2. Все сказанное останется справедливым, если Q — выпуклое замкнутое множе­
ство в гильбертовом пространстве. 

3. В [ 2 4 ] рассмотрен процесс zk+i — zk — ah(zk) для решения уравнения h(z) = 0 
в предположении, что rm(r) — + о о при г - ^ + о о . Наши результаты могут рассматри­
ваться как обобщение [ 2 4 ] на случай уравнения (4.1). 

Пусть теперь вектор-функция h(z) удовлетворяет условиям 
\\h.(z) - h(w) || < M(r) \\z - w\\, -z, w i= Q r . 

<4.9) 
(fe(z) —h(w), z — w) ^ 0, z, м г е Я . 

Нетрудно проверить, что условия (4.9) выполнены, если функция f(x, у) 
выпукло-вогнута и дважды непрерывно дифференцируема (при этих пред­
положениях (h'(z)w, w) ^ 0)., 

file:////Oz-
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Введем функции 
/е(я, У) = / ( я , У) + е | | ж — а 0|| 2 — e||z/ — Ь 0 | | 2 , е > О, 

Ф е ( 2 , И?) У) — / 8 ( Ж , i ;) = . 

= Ф ( * » - 8 | | Z - C o l l 2 + е | | И 7 - С о | | 2 , ! 

he{z) = dOe(z,z)/dw = h(z) +2e(z-c0), 

где c 0 = [a 0, b 0] — некоторая фиксированная точка. Функция K(z) удов­
летворяет условиям 

(4.10) \\he(z) -he(w) || < (M(r) + 2е) \\z - w\\, z, w e Q r ,' 
(4.11) (he(z) —h(w), z — w) ^ 2e||z — HI 2 , z, м? GE Q. 

По теореме 4.2, функция / 8 имеет на Q седловую точку z 8 = [#е, у г] (не­
трудно проверить, что она единственна) и итеративный процесс 

zh+i = P(zh — ahe(zh)) 

при малых а > 0 со скоростью геометрической прогрессии сходится 
К Ze. 

Обозначим через Q* множество седловых точек / на Q и предположим, 
что Q* не пусто. Множество Q* выпукло и замкнуто. 

Т е о р е м а 4.3 Справедливо соотношение 
(4.12) lim ze = z\ 

8 - > + 0 

где z* —точка множества (?*, ближайшая к точке с0: 
\\z* — с0И = min Hz — с0\\. 

z<=Q*. ', 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

Ф 8 ( * е , * ) > 0 , • V 
Ф ( 2 8 , 2;) — е | | ^ 8 — C o l l 2 + S | | 2 — 

Ф ( 2 8 , Z ) = — Ф ( 2 , Z 8 ) < 0, Z G ^ , , 

(4.13) | | Z 8 - C o l l 2 ^ | | Z - C o l l 2 , ZGE<?* . 

Пусть z— произвольная предельная точка {ze}, при е—^ 4- 0 (в силу 
(4.13), {z8} ограничена, поэтому предельные точки существуют)., 

Ясно, что z ^ Q* и в силу (4.13) 

l | z - C o | j < | | z - C o l l , Z G ^ , 

т. е. z —точка множества <?*, ближайшая к с0, значит, z = z*. Так как 
произвольная предельная точка совпадает с z*, то выполнено (4.12). 
Теорема доказана. 

Для случая, когда Q = Р± X Рг, теорема была доказана в [ 2 5 ] . 
Описанную выше замену / на / е можно применять при решении мат­

ричных игр. Для них f(x, у) = {Ах, у), a Q — произведение симплексов 
£ щ X Sn2. Положим 

h(x,y) = (Ах,у)+г\\х\\>-г\\у\\\ 

Тогда функция he(z) = [А*у -\- 2ех, —Ах + 2гу] удовлетворяет условию 
Липшица с константой У ( | |4 | | 2 + 4е 2 ) , а также условию (4.11). Поэтому 
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итерационный процесс 

xk+i = Pi (xh — a(A*yk + 2sxh)), yk+i = Р*(уь + а(Лх к — 2гук))t 

где Pi и Рг — операторы проектирования на Sni и Sn2 и 0 < а < 4 е / ( | | 4 | | 2 + 
+ 4е 2 ) , со скоростью геометрической прогрессии сходится к [# 8, * / 8 ] . Точка 
[ # е , г/е] есть седловая точка / е и при е->- + 0 стремится к решению мат­
ричной игры, ближайшему к началу координат. 

§ 5. Метод наискорейшего спуска 

В этом параграфе рассматривается описанный в [ 2 6] метод нахождения 
е-седловых точек на многогранниках. Доказывается, что метод сходится со» 
скоростью геометрической прогрессии. 

Пусть множество Q задано следующим образом: 

(5.1) Q= {ze=En\ gj(z) < 0 , / е / = l , . . . , i V } , • 

где функций gj(z) выпуклы и дифференцируемы. Пусть Q также ограни­
чено. Введем обозначения 

Q.(z) = {j(=J\ -s^giiz) ^ 0 } , 8 ^ 0 , 

(5.2) re*(z) = {we=En\w = - а&'Ь),а,>0у, 
J e Q e ( Z ) 

d.(z) =min{||ft(?) -w\\2\w<=Te*{z)} = \\h(z) -w\z)\\\ 

Лещо показать, что если d0(z*) = 0, то выполняется (1.1) и z* — седловая 
точка / на й . Если dB(z*) = 0 при е > 0, то точку z* назовем е-седловой. 
Можно показать, что если выполнено условие Слейтера, т. е. существует 
точка z е Q такая, что 

(5.3) g,(z) < - V < 0 

для всех нелинейных ограничений gj(z) ^ 0, то при 0 ^ е ^ у для любой 
е-седловой точки z* выполняются неравенства 

/(*•, у) - СЕ < f(x% Y) < /(*, »*) + Сг 

для всех [#*, г / ] б Й и г/*] е й , С = const. 
Перейдем к доказательству геометрической скорости сходимости мето­

да [ 2 6 ] . Как и в [ 2 6 ] , предположим, что 

g5(z) = (Ah z) +ah 114,11 = 1, / Е / , 

а функция / дважды дифференцируема на Q ж 

(U(z,y)u9u)^M\\u\\%, 
(5.4). ^ № | | 2 < (/„(*, y)v, v) < -m\\v\\\ 

\\f*y(x, У\\) <Mr m> 0, [x, у] e= Q, [щ и] <=E\ 

Зафиксируем e > 0. В [ 2 6 ] предложен следующий метод отыскания е-сед­
ловой точки. Начиная с произвольной точки z0 е Q строим последователь-
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яость {zk}. На Л-м шаге решаем задачу квадратичного программирования 
mm{\\h(zK) - w\\2\w *= IV (z*)} = 4 = \\wk - Л(**)На = llftll2. Если 4 = 
= 0, то zh есть е-сёдловкя точка, и процесс прекращается. 

Если dh > 0, то положим 

zka •— zu + ugh, PA = max{p | zh$ щ Q}, zh+i = z f e a f e , 

где шаг ak может выбираться одним из следующих способов: 
1) Ok — точка минимума de(zka) при а е [ 0 , р й ] ; 
2) «а* — точка минимума \\h(zka) — w j 2 при л б [0, р ^ ] ; 

3) а я - т о ч к а минимума 1 — 2тшх + Ш2а2 на [0, ipfe], т. е. ah = 
= mm{rrt/iM2

1 р . } . 
Т е о р е м а 5.1. Д /я г любом выборе шага dh-+0 со скоростью геометри-

. ческой прогрессии. Если применять способ 3) , то {zk} сходится к некоторой 
г-седловой точке со скоростью геометрической прогрессии. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно показать, что wk е Г е* {zka) при a е 
^ [0, р А ] . Отсюда имеем 

de(Zka) ^ Wh(Zka) - Wk\\* = \\k(zha) — h(zk) + h(zh) - = 
•• = \\gk\\2-2(h(zha) -h(zk)ygh) + \\h(zha) -h(Zk)\\2. 

В силу (5.4) выполняются неравенства 

(h(z + w) —h{z), w) ^m\\w\\2, 
\\h(z + w) -h{z)\\ < 2 M | k l 

Отсюда 

de(zka) ^dk(l-2ma + 4M2a2), a e [ 0 , M . ' 

Легко показать, что pA ^ е / \\gh\[ — е / и допущением противного мож­
но доказать, что dk-+0. Поэтому р А - ^ + о о и для больших к при способах 
D - 3 ) , 

dh+i<dhq\ q2 = 1 ~ m2 / Ш2 < 1. 

Таким образом, dh ^ Cq2h. Далее, при способе 3) 

\\zk+i — zhi\ = ah\\gk\\<Ciq\ 

Отсюда { z h } сходится к некоторой точке z*' и 

\\Zk-z*\\ < C2q\ 

Функпдя de(z) полунепрерывна снизу по z, поэтому d e(z*) = 0 и z* есть 
е-седловая точка. Теорема доказана. "\ 

З а м е ч а н и я . 1. Непрерывный метод наискорейшего спуска для нахождения 
седловых точек был рассмотрен в [ 5 ] . 

2. Можно показать, что если выполнено условие Слейтера (5.3), то для z 0 = 
= [^о, у о] Е Q и 0 ^ е ^ у справедливы неравенства 

(5.5) /(аг0 > y)-Ce-Dde(z0) < / ( а ? 0 , у о) </(*, у*)+Сг + Ddz{z0y 

для всех [*<>, у], [х, у0] E Q . Здесь Я = d i a m Q , С — константа, не зависящая от z» 
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ж е. Если же кроме того выполняется условие ( 1 . 3 ) , то 

1 1 
(5,6) /(*<,, у)- Сг - — da

2(z0) ^ /(*„, у о) < /(*, уо) + Сг + de

2(z0), 
2т 2 т 

<5.7) | U - z i 2 < — [ с е + — < * « 2 Ы 
т |_ 2т 

для всех [х0, у ] , [х1 у0] е Q. Функция de(z) вычисляется на каждой итерации, по­
этому оценки (5.5) — (5.7) можно использовать для прекращения вычислений при 
достижении заданной точности. ^ , 

§ 6. Метод Зуховицкого — Поляка — Примака 

Этот метод рассмотрен в [6> 7 ] и является обобщением [ 2 7 ] . Применяет­
ся он в случае, когда iQ задано системой неравенств 

Q = {ze=E»\gi{z) ^ 0 , / e / = l , . . . , i V } . 

Введем обозначения 

Qe(z) = { /е=/ | - e ^ f t ( z ) ^ 0 } , 8 ^ 0 , 
Le(z) = с о { / ф ) ; g'i{z),l^Q&{z)}, 
p 8(z) = min 1Ы1 = Иы;в(:г)11. 

w e L e ( z ) 

Легко показать, что если w;0(z*) = 0 , то выполняется (1.1) и z* — седло­
вая точка / на Q. 

Перейдем к описанию алгоритма. Выберем последовательность чисел 
{гк} такую, что 8& > 0, е ^ О , 2e f e = о о , и произвольную точку z0 

<^Q. Пусть приближение zk уже построено. Найдем wk = w&K(zk). Если 
щФ 0, то положим 

10 H 

(6.1) . zk+i = zh-ak—-
\\wkW 

(6.2) a f t = m i n { 8 f t , p j , p f c = m a x | p | z k - p 3 j e Q | . 

Если % = 0, то найдем другое % = w0(zk). Если новое = 0, то zk — 
-седловая точка. Если новое wk ф 0, то вычислим zh+1 по формулам (6.1) и 
(6.2). 

Т е о р е м а 6.1 [ 6 > 7 ] . Пусть: 
1) выпуклое замкнутое ограниченное множество Q содержит внутрен­

ние точки; 
2) выпуклые функции gj(z) непрерывно дифференцируемы; 
3) непрерывная вектор-функция h(z) удовлетворяет условию (1.2). 
Тогда существует подпоследовательность {zhi}1 сходящаяся к единст­

венной в этом случае седловой точке z*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы приведено в [6- 7 ] . 

З а м е ч а н и е . Можно показать, что если выполнено условие Слейтера (5.3), 
то существуют8о > 0 и К ^ 1 такие, что для Z G Q и е е [0, е 0 ] выполняются не­

равенства 
р 8(z) < de(z) <^ Kpe(z), 
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где dB(z) определено в § 5. Так как p e ( z ) вычисляется на каждой итерации, то оцен­
ки (5.5) —(5.7) с заменой de(z0) на KpB(zo) могут служить для прекращения вычис­
л е н и й при достижении заданной точности. 

§ 7- Метод Салмона — Дарабана 

Заметим, что любой метод нахождения минимакса 

{7.1) min maxM(z, w) = M* 
Z G G № £ D 

может быть использован для нахождения седловых точек, так как всякая 
точка z* ^ Q, в которой 

min max Ф (w, z) = max Ф (w, z*), 

является седловой точкой / на Q. В частности, методы, рассмотренные в [ 2 8 ] , 
могут применяться для разыскания седловых точек *}. Другой метод разы­
скания минимакса (7.1) предложен в [ 2 9 > 3 ° ] . 

Не предполагается, что компакты G и D выпуклы, а непрерывная функ­
ция M(z, w) выпукло-вогнута. Сам метод заключается в том, что начиная 
с произвольной точки W t ^ D строятся последовательности {zh} и {wk} из 
условий 
(7.2) max M{zk, u?*) = min max M (z, и\), 

(7.3) M(zh,wh+i) = maxM(zh,w). 
w^D 

Ниже будет доказано, что этот метод сходится, даже если задачи (7.2) и 
(7.3) решаются приближенно. 

Пусть M(z, w) удовлетворяет условию Липшица по w: 

\M(z, w') - M(z, w") I < L\\wr - w"\\, z<=G, w', w" G E D . 
Л е м м а 7.1. Если {zk} —произвольная последовательность, а последо­

вательность {wk} такова, что 

1 ( 4 , ш Н 1 ) ^ т а х 1 ( ^ ш г ) , 

то 
lim [M(zk, wk+i) — max M(zk, ии) ] = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное: 
M(zha Wks+i)- maxM(zk Wi)>e0>0. 

s 

Отсюда 

что противоречит ограниченности компакта D. 
Т е о р е м а 7.1. Если последовательности {zh} и {wh} таковы, что 

max М (zh, w{) < min max M (z, и;,-) + 6fe, 6k > 0, 

*> Для применения методов [ 2 8 ] важно знать производные функции максимума 
во направлениям (см. Приложение 1 ) . 
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M(zk, wk+i) > max М (zft, и;) - А*, К > 0, , 

M(zk, wk+i) > max M(zk, щ), 

причем d h и Xk-^O, то 
lim msxM(zk,w) = M0 

h-> оо ioe=D 

и во всякой предельной точке z* последовательности {zh} достигается ми-
нимакс (7.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем 

Xh + M(zh, wh+i)>max#(zft, w)>M*> max M{zh, Wi) — 6&, 

max M (zk, w) — M* ^ M {zh, Wh+i) max M (zA, Wj) + Xk ~b бь, 

и утверждение теоремы следует из леммы 7.1. 

§ 8. Метод чебышевских центров 
Метод чебышевских центров [6> 7 ] позволяет находить седловые точки 

выпукло-вогнутой функции f(x, у) на выпуклом компакте Q. Этот метод 
опирается на следующее утверждение. 

Для того чтобы з * ' £ Й была седловой точкой / на ;Q, необходимо и до­
статочно, чтобы точка [z*, z*] была седловой точкой функции (h(w), z— 
— w) на Й Х Д т. е. 

(Л(w), z* — w) ^ (h(z*), z* — z*) = 0 ^ (h(z'), z — z*) 

для всех Z E Q H W E Q . 
Отсюда всякая точка Z * G Q , B которой 

(8.1) max (h(w),z* — w) = min щ'ах(/&(и>),2 — w) = 0, 

является седловой точкой / на Q. 
Метод чебышевских центров [6> 7 ] заключается в следующем. 
Начиная с произвольной точки z 0 е Q строим последовательность {zfc} 

из условия 

(8.2) max (h (z t), zft — z,) — min max ( M z ^ z — Z i ) = = JXA. 
0^i<fe—1 z e Q 0 < г ' < Ь — l 

Если Q — многогранник, то это — задача линейного программирования. 
Этот метод получается, если для решения задачи (8.1) применить метод 
Салмона — Дарабана и на каждом шаге полагать wk+i = zk. . 

Т е о р е м а 8.1 [6' 7 ] . Если h(z) удовлетворяет условию (1.2), то р*->-0 
и существует подпоследовательность {zik}, сходящаяся к единственной сед­
ловой точке z*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

0 > i i h s = max (h(zi),zhs-zi)^(h(zhsi)iZ's'-z%_i). 

Пусть {zk} сходится. Тогда \xhs - ^ 0 . Так как {\xh} не убывает, то j.u-> 0. 
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Введем функцию 

6 ( 0 = m i n {(h(z + w) -h(z), w)\\\w\\>t, z, Z + WZEQ}. 

Жмеем 
0 ^ 6 ( | | z , - * 1 l ) ^ (h(zt)-h(z*)tZi-z*) = ( Л Ы , . ^ - ? * ) -
-(hiz'ytZi-z^^-ihMtz'-Zt), 
0< min 6 (Hz,- — z*\\)<— max (fc(z<),z* — z{)< — \ik. 

Выделим подпоследовательность {z i f c }, положив 

min б (Hz, — z*H) = б (H^fe— . 

Так как ^ - ^ 0 , то 6(\\zik — z*'\\)-+0> Отсюда в силу (1.2) z ^ - ^ z * . 

§ 9. Метод штрафных функций 

Этот метод является обобщением метода штрафных функций для реше­
ния задач на условный экстремум [ 1 7 , 3 1 ] , 

Пусть jRt и R2 —- выпуклые компакты, PiCiintjRi, P 2 c : in t jR 2 , а функ­
ция f(x, у) непрерывна и выпукло-вогнута на i? = R\ X Д 2 . Мы покажем, 
как задача нахождения седловой точки /(#, у) на .й . = Pi X Р 2 сводится к 
решению последовательности задач нахождения седловой точки на R. 

Выберем такие функции tyt(x) и г|)2(г/), что tyi(x) непрерывна и выпук­
ла на jRi, tyi(x) = 0 при х е Р 1 ? tyi(x) > 0 при х ^ P i , ty2(z/) непрерывна 
и выпукла на # 2 , \|)2(г/) = 0 при у е Р 2 и ф2(г/) > 0 при г/ е Р 2 . 

Такие функции существуют. Так, в качестве tyi(x) можно взять р(#, 
Pi) — расстояние от точки х до выпуклого компакта Р ь Если Pi задан вы­
пуклыми неравенствами gi(x) ^ 0, i = 1 , . . . , m, то можно положить 

тп 

г=1 

где tp(£) — произвольная функция со свойствами: 
1) tp(t) непрерывна, выпукла и не убывает на (—оо, оо); 
2) <р(*) = 0 при t < 0, <р(*> > 0 при * > 0. 
Часто используют следующие две функции: 
1) ф ( 0 = 0 п р и * < О , ф ( « ) = ^ п р и * > 0 , а > 1 ; 
2) Ф ( 0 = m a x {0, е < - 1 } . 
Рассмотрим теперь функции 

Ы*, У) = /(*,*/) + Лл[>1 (я:) -Аг|) 2(г/), Я > 0, 
• Фх(г, и;) «=Л(в , у) - * \ ( г , г;) = <D(z, и;) +,Я[г|)1(гг) -

+ Я [ . ф А ( 1 ; ) - я Ы # ) ] -

Метод штрафных функций для разыскания седловой точки'/ на Q за­
ключается в нахождении «^-седловых точек zk функции FK (х, у) на R, т. е. 

z*e=i?, т т Ф я ( 2 л , и ? ) ^ - е х , е х > 0 . 
го е й 

По теореме 1.1 такие точки z* существуют. 
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Т е о р е м а 9.1. Если 0 при А , - > + о о , то 
(9.1) р (zK, Q) ->- 0 при X -> +оо 

гг всякая предельная точка z* последовательности {zj} является седловой 
точкой f на Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если w^Q, TOI|)I(U) = ty2(v) = 0 и ФлО&х, ш) = 
= Ф ( ^ , и;) — AAJ;I(^) — А д Ы # 0 ^ — £ ь Отсюда следует, что 

(9.2) min 0,(zX l и?) > - е х , 
. ш е й 

1 
О < г|з4 (%) -Ь Ы < -V [£к + С] ч- 0 при X -+ »,. 

А 

где С — максимум Ф (z, z#) на i? X i?. Теперь, используя свойства функ­
ций ^i{x) и "ф2.(#), легко доказать соотношение (9.1). Из него следует, что 
предельная точка z* е й и в силу (9.2) 

min<D(z*, w)>0, 

а это и означает, что z* — седловая точка / на £2. 

З а м е ч а н и е . Теорема верна, если R± = Еп\, R2 = Еп2 и при этом 

sup inf f(x, у ) < + о о , inf s u p / ( * , # ) > — о о . 

§ 10. Обобщения метода Брауна — Робинсон 

Метод Брауна — Робинсон [ 3 2] служит для решения матричных игр,» 
т. е. для нахождения седловой точки билинейной формы (Ах, у) на про­
изведении симплексов Sni X Sn2. Этот метод разными способами был обоб­
щена [ 1 0 ' 3 3 ] . 

Рассмотрим сначала метод [ 1 0 > 3 4 ] . Пусть функция f(x, у) непрерывна 
и выпукло-вогнута на Q = Pi X Р2. Выберем последовательность {а*} та­
кую, что 

00 

ал"€=(0,1], a f t - ^ 0 , ^ ah = <х>. 

Пусть найдено /с-е приближение [xh, Ук] е й . Найдем к Л — точку миниму­
ма f(x, уh) на Р^ vh — точку максимума f(xh, у) на Р2 и положим 

(10.1) = xk + ' а* (иА — агА), = у к + «л — у к ) . 

В [ 1 0] доказано, что если при любом х максимум f(x, у) по у ^Р2 дости­
гается в единственной точке и при любом у минимум f(x, у) по # е Р 4 

достигается в единственной точке, то {[xh, yh]} сходится к единственной 
в этом случае седловой точке [х*, у*]. В [ 3 5 ] , используя идею доказатель­
ства [ 3 2 ] , автор доказал, что и без условий единственности всякая предель­
ная точка {[хк, yh]} является седловой точкой / на Q. 

Метод (10.1) является непосредственным обобщением процесса Брау­
на — Робинсон. Легко проверить, что этот процесс является частным слу­
чаем метода (10.1) при а,ь = 1 / к. 
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Нетрудно обобщить метод [ 1 0] на случай Q ф РЛ X Р 2 . Равенство (1.1) 
эквивалентно тому, что пара [z*, z*] является седловой точкой функции 
CD(z, w) на Q X Метод (10.1) принимает вид 

(10.2) Zk+i = zh + ah(m — zh), 

где wk — точка минимума Ф(гк, w) по ш е й . Из результата [ 3 5 ] следует, 
что всякая предельная точка {zh} является седловой точкой / на Q. 

Перейдем к методу [ 3 3 ] . Пусть f(x, у) — непрерывная функция, опре­
деленная на прямом произведении компактных пространств Pi и Р2 и та­
кая, что 

min max / (х, у) = v = max min / (х, у). 
x e P j г / е Р 2 Ь*е=Р2 э с е р . 

Зададим последовательности {xh} и следующим образом: х0 произволь­
но, Xh минимизирует сумму 

h-i 

i/o произвольно, г/А максимизирует сумму 
h-i 

В [ 3 3] доказано, что 

1 h ~ i ^ k ~ i 

l i m 17Т\ f(x*У*) =limТ"F, / ( * i , y h ) = v. 
г ' = 0 г ' = 0 

Алгоритм [ 3 3 ] в случае матричных игр совпадает с процессом Брауна — 
Робинсон. 

Скорость сходимости метода Брауна — Робинсон и его обобщений не­
велика. Так, в случае матричных игр в [ 3 6] доказано, что после к-то шага 
метода Брауна — Робинсон погрешность в определении значения игры v 
не превосходит а 2 п А г 1 / ( я ~ 2 \ где a = max \a{j\, n = ni + n2 — размерность 
[х,у]. 

. § 1 1 . Метод Ньютона для нахождения седловых точек 
на ограниченном множестве 

Пусть множество Q задано формулой (5.1), конус Y0*(z) — формулой 
(5.2) и выполнено условие Слейтера (5.3). Тогда для того, чтобы точка 
z*^Q была седловой точкой / на Q, необходимо и достаточно чтобы 
h(z*) Е Г 0 * М , т , е . 

Можно показать, что существует множество Q<=Q0(Z*) такое, что векто-
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ры g/(z*), j ^ Q, линейно независимы и справедливы равенства 

(11.1) M O + £ , P i W O = ^ • . f t ( 0 = <V ; . е=9 , 

где р ;* > 0. Предположим теперь, что h(z) и gj(z) непрерывно дифферен­
цируемы, а матрицы fxx(z*) и —fyy(z*) положительно определены. Тогда 
можно доказать, что якобиан системы (11.1) не равен нулю при z = z* и 
любых Р> Поэтому для решения системы (11.1) можно применить метод 
Ньютона. Хорошее начальное приближение можно получить, использовав 
методы, описанные выше. Аналогичный прием для случая минимизации 
функции максимума был рассмотрен в [ 2 8 ] . 

Задача нахождения множества Q значительно упрощается, если оказы­
вается, что Q = Qo(z*), ибо в этом случае можно воспользоваться следую­
щей леммой. 

Л е м м а 11.1. Существуют такие е > 0 и б > 0, что при \\z — z*\\ < б, 
z е Q, множество Qe (z) совпадает с QQ (z*). 

Эта лемма может быть использована и в общем случае, когда Q ф 
T^QO(Z*), ибо обычно множество Qo(z*) значительно уже, чем множество 
J = 1 , . . . , TV, так что задача «угадывания» множества Q cz Qo(z*) облег­
чается. 

§ 12. Другой вариант метода Ньютона 

Этот метод является обобщением метода Ньютона для задач миними­
зации с ограничениями [ 1 7 ] . Его можно применять не только для нахожде­
ния седловых точек, но и вообще для решения уравнения вида (12.1)/ 

Пусть на выпуклом замкнутом множестве Q задана вектор-функция 
h(z). Требуется найти решение уравнения 

• .' • i 
(12.1) ty(z) = 0, ?i|)(z) = inf (h(z),w-z). 
Предположим, что h(z) дифференцируема. Тогда для решения уравнения 
(12.1) можно применить метод последовательных приближений, в котором 
zk+l — точка минимума на Q функции 

<$k(z) = (h(zh), z — zk) + l/2(h'(zh) (z — Zk), Z — Zk). 

(предполагается, что минимум на Q достигается). 
В [ 1 7 , 3 7 ] получены условия сходимости этого метода для случая, когда 

h(z) является градиентом некоторой функции. Однако можно заметить, 
что при доказательстве нигде не используется, что h(z) является градиен­
том. Поэтому из результатов [ 3 7 ] следует 

Т е о р е м а 12.1. Пусть на множестве Q r = {z е Q | \\z — z 0 | | ^ г} мат-
рица h'(z) удовлетворяет условию Липшица с константой L и условию 

(12.2) (h'(z)w, w) ^ mIMI2, m > 0, z e= Q r . 
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В случае когда h(z) = [/*, —/»] и f{x, у) выпукло-вогнута, реше­
ния уравнения (12.1) суть седловые точки / на Q. Поэтому описанный 
выше метод можно применять для нахождения седловых точек. Условна 
(12.2) выполнено, например, если / сильно выпукло-вогнута на £J r, т. е. 

для любого z е Qr выполнено условие (1.3). 

З а м е ч а н и е . В [ 3 7 ] получены условия сходимости в случае, когда вектор 
h(zk), матрица h'(zk) и точка минимума z h + l вычисляются приближенно. Кроме того, 
если в теоремах 5 и 6 из [ 3 7 ] заменить f(x) на h(z) и f"(x) на h'{z), то получим 
общие теоремы сходимости методов решения уравнения ( 1 2 . 1 ) . 

Методы § И и 12 можно называть методами Ньютона, так как в случае 
Q = Еп они совпадают с классическим методом Ньютона решения уравне­
ния h(z) = 0. 

В заключение обратим внимание на аналогию между методом [ 1 0 ] 
(§ 10), методом условного градиента (§3 ) и методом Ньютона (§ 12.), Все 
эти методы можно записать в виде 

Zh+i — zk + ah(wk — Zh), 
где шаг ah <= (0, 1], a wh — точка минимума некоторой функции Фь(и>) на 
Q. В методе [ 1 0 ] шаги ak выбираются заранее такими, что а А - > 0 , 2 а А = со 
и минимизируется выпуклая функция Ok(w) = Ф(гк, w). В методе услов­
ного градиента минимизируется на Q линейная функция ФА(Ш) = (h(zh), 

w — z k ) , являющаяся линейной аппроксимацией функции Ф(гк, w) в точке 
w — zh, & в качестве шага ak берется точная или приближенная точка ми­
нимума функции i|)(zft -{-a(wk — z k ) ) на отрезке [0, 1] . В методе Ньютона 
ak = 1 и минимизируется квадратичная функция 

d>k(w) = (h(zk), w — z h ) + 1/2(h/(zh) (w — zh), w — zk), 

являющаяся квадратичной аппроксимацией <P(zA, ш) (хотя h'(zh) не сов­
падает с (DwiZk, zh), но (h'(zh) w, w) = {<3)ww(zh, zk) w, w)). 

При ah — 1 метод Ньютона сходится, если z 0 достаточно близко к 2*. 
Если ah выбирать из других соображений (например, из условия миниму­
ма i|)(zfe + a(wk — zh)) на [0, 1]) , то можно надеяться получить сходимость 
с любого начального приближения. Аналогичный прием для задач мини­
мизации при наличии ограничений предложен в [ 3 8 ] . 

Как уже отмечалось в § 10, в случае матричных игр метод Брауна —' 
Робинсон является частным случаем метода [ 1 0] при ah = Ilk. Но для 

3 ШВМ й МФ, № 5 

Пусть также начальное приближение z 0 таково, что 

Lhi - z0ll —ZQII у\ 2fe 
2m ' q ^LJ 

Тогда существует решение z* e Qr уравнения (12.1) и {zk} с квадратич­
ной скоростью сходится к z*: 

l l z f c - z i < > Q . 
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матричных игр функция Ф (z*, w) линейна по w и, следовательно, совпада­
ет со всей линейной аппроксимацией (h(zh), w —zk). Поэтому метод Брау­
на — Робинсон можно рассматривать как частный случай метода условного 
градиента. 

§ 13. Вычислительный аспект 

Мы не можем рассмотреть этот вопрос в полном объеме: это -чрезвы­
чайно важная и недостаточно исследованная проблема, при обсуждении 
которой нужно в большой мере опираться на результаты численных экспе­
риментов. 

Сначала несколько слов о нахождении седловых точек на всем прост­
ранстве (§ 2). Может оказаться целесообразным сначала применять гра­
диентный метод (2.5), не требующий хорошего начального приближения 
и обладающий вначале быстрой сходимостью. После того как скорость схо­
димости градиентного метода замедляется, обычно бывает возможно при­
менить метод Ньютона, так как уже получено хорошее начальное прибли­
жение. 

В методах § 3—6 исходная задача сводится к последовательности 
вспомогательных экстремальных задач: задача минимизации линейной 
функции на Q (§ 3); задача проектирования на Q (§ 4 ) ; задача нахожде­
ния точки конуса r 8 *(z A ) , ближайшей к точке h(zh) (.§ 5) ; задача нахож­
дения точки многогранника Le(zh)1 ближайшей к началу координат (§ 6 ) . 

Естественно, что применение соответствующего метода целесообразно 
лишь в том случае, когда вспомогательная задача решается достаточно 
просто. 

Заметим, что две последние задачи могут эффективно решаться симп­
лекс-методом для квадратичного программирования [ 3 9 , 4 0 ] . При этом если 
Qe(Zh) содержит q индексов, то требуется порядка qn + 2q2 ячеек памяти. 

Вспомогательные задачи в методах § 5 и 6 по трудности близки. Одна­
ко метод § 5 применим лишь при линейных ограничениях, а метод § 6 — 
и при нелинейных. 

С другой стороны, в случае линейных ограничений метод § 5 сходится, 
по-видимому, быстрее метода § 6, что видно хотя бы из того, что при ус­
ловиях (5.4) метод § 5 сходится со скоростью геометрической прогрессии, 
а для метода § 6 при тех же условиях этого установить не удается. 

В методе [ 1 0] на каждом шаге требуется максимизировать f(xh, у) по 
у и; минимизировать /(#, ук) по х . В методе [ 3 3 ] на каждом шаге требует-

ся даже минимизировать ^ / ( # , у\) п о х и максимизировать ^ / ( ^ ; » */) 

по г/. Если функция f(xr у) нелинейна,;то приходится запоминать xt и yir 

O^i^k— 1. 
Метод § 11 можно применять на заключительном этапе других методов, 

когда множество Q определилось и получено хорошее начальное прибли­
жение. 
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З а м е ч а н и е . Доказательство теорем 4.2 и 5.1 принадлежит А. Б . Певному. 
Отметим еще некоторые работы. В [ 4 i ] рассмотрен непрерывный метод в духе Эрроу, 
Гурвица и Удзавы. В [ 2 5 ] , получен ряд результатов о методе проекции градиента 
и о методе штрафных функций. В [ 4 2 ] дан обзор методов, рассмотренных в [ 6 _ 8 ] . 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Диффереицируемость по направлениям функции максимума 

Рассмотрим функцию 

ф ( я ) = m a x / (я, у). 
уей(х) 

В задачах минимизации Ц){х) большое значение имеют производные по направле­
ниям 

1 -
ф ' ( * о , ^ ) = Н т [у(х0 + ag)—q>(x0)]. 4 

а - » + о о: 

Ниже будут указаны условия существования и вид этих производных. 
Предположим, что 

Q(x) ={у\Ъ(х,у) < 0 ,* = 1, . . . , / V } , 

где функции hi(x, у) непрерывно дифференцируемы, выпуклы по у при х = х& 
и при х = х0 удовлетворяют условию Слейтера: существует у такое, что hi(x0l у) < О, 
i = l 7 TV. Пусть также все Q(x) содержатся в некотором ограниченном множе­
стве D. Введем множества 

Г (я, у, g) = {v\ (hix(x, у), g) + (hiy(x, у), v) ^ 0, i e Q{x,y)}, 

Q(x,y) = {*|Л,(*. y) = 0}. 

Если hi(x, у) не зависят от то Г(х\ г/, g)' -г- обычный конус допустимых-направ­
лений. Введем также множество 

Д (*о) = {*/ е Q (?о) | ф (хо) = / (ж0, г/) }.-

О функции /(а;, г/) предположим, что она непрерывна и в точках [х0, z/], y^R(xo), 
дифференцируема по любому направлению [g, v]\ т. е. существует предел 

\ 1 
f'(xo,y;g,v)=la& — [f(xo + ag,y + av) — f(x0ry)]. 

Другими словами, 
f(x0 + ag, у + ay) — f(x0, у) = af'(x0, у; g, v) + о (a ) . 

Пусть выполнены условия: 
1) если vk ->» У, то 

/ ' («о, г/; gr, *0 ^ l im f (ж0, у; g, 

2) если xh = х0 + akg, yk = Уо + CLkVk + o(ah), ak-> + 0 , z/0 <= # ( * 0 ) , a ^ ^ O , 
i v e Г(ж 0 , г /о , g), . то справедливо неравенство 

f(xk, Ун) — f(x0, уо)^ akf (xQ,y0] g,vk) + o(ak). 

При сделанных предположениях справедлива 
Т е о р е м а * ) . Функция (р(х) дифференцируема в точке х0 по любому направ­

лению g и 
(p'(x0;g)= sup x s u p f(x0, у] g, v). 1 

y(=R(xQ) v<=r(x0,y,g) 

*) Этот результат получен совместно с Т. К. Виноградовой. 

3* 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно показать, что Г ( я 0 , У, g) является замыканием 
множества допустимых направлений 

У (*о, У, g) = И Э«о > 0: у + аи <= Q(xQ + ag) при 0 ^ а < а 0 } . 

Фиксируем y<=R(x0) и v<=y{xQ,y, g). Тогда у + av <= Q(x0 + ag) при малых а и 

ф(*о + ag) ^ f(xQ + ag, у + av) = у(х0) + af{х0, у; g, v) + о(а), 
1 

ф'(*о,£) = lim — [ф(*о + а£ )— ф ( я 0 ) ] ^ / ' (x0i у\ g, v). 
— а 

В силу произвольности у е R(x0) и v <= у(х0, у, g) 

(1) ф ' ( * о , £ ) > sup sup f'(x0,y;g,v). 
y&R(Xp) ve-y(XQ,y,g) 

Из условия 1) следует, что ! -

(2) sup f'(x0ly;g,v)= sup f'(x0,y,g,v). 
vey(XQ,y,g) v<=T(x0)y,g) 

Положим 

ф'(*о,*) = lim — [ ф ( * о + а $ ) — ф ( * о ) ] . 
а-* + 0 Ct " 

Выберем {yh} и {а&} так, чтобы 

1 
[ф(яо + ад)—ф(я0)]-*ф'(*о, g), yh<=R(x0 + сад), 

Уи^Уо, ak-++0. 

При сделанных предположениях точечно-множественное отображение Q (ж) непре­
рывно при х = я 0 . Поэтому из непрерывности /(ж, у) следует непрерывность ц(х) 
при z = аг0. Отсюда вытекает, что у о = l im yk е Л (ж 0), т. е. y 0 ^ Q ( # o ) , ф(#о) = 
*= / (яо , */о). Точку y f c можно представить в виде y f e = у0 + ahvh + o{ah), где 

Положим также z f e = х0 + ад. Тогда в силу условия 2) 

Ф Ы — ф(*о) = / (**, Ук) —f(xo, Уо) ^ a f e f (х 0 , у 0 ; £, »fc) + o ( a f c ) , . 

(3) ф' (я 0 , g) < lim / ' (я*, yo; *>л) < sup sup / ' ( * 0 , 2 / ; g, v). 
h^oo y<=R(x0) V(=T(x0,y0,g) 

Из (1) — (3) следует утверждение теоремы. 

I ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

В этом приложении рассмотрим задачу о нахождении седловых точек выпукло-
вогнутого функционала / (# , у), заданного на Q = Pi X Pi, где Р 4 и Р2 — замкнутые 
ограниченные выпуклые множества в некоторых гильбертовых пространствах. Пред­
положим также, что f(x, у) слабо полунепрерывен снизу по х на Pi и слабо полу­
непрерывен сверху по у на Рг. Последнее условие не вытекает из выпукло-вогнутости. 
Пример: /(ж, у) = ф(ж), ф(0) = 1, ф(я) = я при 0 < х ^ 1, Pt — [0, 1] . 

Т е о р е м а 1. При сделанных предположениях / ( я , у) имеет седловую точку 
на, 

Д о к а з а т е л ь с т в о может быть проведено точно так же, как в [ 2 ] доказы­
вается теорема о минимаксе. 

Многие из методов § 2—12 могут служить для разыскания седловых точек в 
рассматриваемом бесконечномерном случае. Так, в [43> 4 4 ] рассмотрен метод услов­
ного градиента. Без всяких изменений сохраняют свою силу в рассматриваемом слу-
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чае доказательства теорем 4.2 и 12.1 о сходимости метода проекции градиента и 
метода Ньютона. 

Для нахождения седловой точки f(x, у) на Q может быть также применен ме­
тод Ритца. Идея этого метода, хорошо известного для задач минимизации (см. [ 1 7 ] ) , 
заключается в аппроксимации множества Q конечномерными множествами. 

Пусть fli, . . . , ani...— полная в Pi система, т. е. для всякого I G P I 

l im inf \\х- X^hai 11 = 0. 

Будем называть ее базисом. Обозначим через Ьп подпространство, натянутое на 
at, . . . , ащ и положим P i n = Ln П P i . 

Пусть Ь ь Ь п , . . . . — базис в Р 2 . Аналогично построим Р 2 п . Будем искать сед-
ловую точку / (х , у) на Q n = P l n X Р г п . Эта задача конечномерна, так как она за-
ключается в нахождении седловой точки функции 

т* у* 

ф(Я, \i) = / ̂  kidi, ^V*&i^ 
при ограничениях 

i=t г=1 
Для ее решения могут быть использованы методы § 2—12. 

Т е о р е м а 2. Пусть /(аг, у) непрерывна по х равномерно относительно у е Р 2 

(г. е. /(а? п, y)-+f(x, у) равномерно по у GE Р 2 гс/ш ||а;п — ж|| 0) м непрерывна по у 
равномерно относительно х GE Pi. Пусть zn* ,= [a:n*v */n*] есть гп-седловая точка 
/ (х , I/) на й п , г. е. 
( 1 ) / ( * Л 2/) — e n ^ / К * , г/п*) < /(ж, Уп*) + бп 

для всех [я, г/] ЕЕ Q n . Тогда всякая слабо предельная точка z* последовательности 
{zn*} является седловой точкой f(x, у) на Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для простоты, обозначений будем считать, что {z n*} слабо 
сходится к z*. Фиксируем z = [х, у] Е Й . В силу полноты базисов существует по* 
следовательность {z n}, zn = [хщ уп] £ Й П ) такая, что \\zn — z\\-+0. В силу (1) 

/(а?п, Уп*) — f{xn*, Уп) + 2гп > 0, , ^ 

/ ( * , У » * ) . — / * * » ' , У) + [/(*», у»*) - /•(*, Уп*)] + 
W + •[/(*«*, У)-1(Хп\ Уп)] + 2 е п > . 0 . 

В силу слабой полунепрерывности сверху по у и снизу по х 

f(x,y*)-f(x\y)>^[f(z,yn4-f(xn%y)]>0. 
п-±оо 

В силу произвольности z = [х, у] Е= Q это означает, что z* = [я*, т/*] — седловая 
точка / (а:, у) на Q. 

Теорема доказана. 
В [ 4 4 ] показано, что если /(а;, у) — д в а ж д ы непрерывно дифференцируемый, и 

сильно выпукло-вогнутый на Р 4 X Р 2 функционал, то {zn*} сильно> сходится к z*. 
Примером бесконечномерной задачи является задача нахождения седловых то^ 

чек функционала 

I(u,v) = J^*, u;bjt)dt-+<l>(xlT)) 
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на множестве V X V. Здесь фазовые переменные x(t) и управления и (*)-,- v(t) свя­
заны уравнением 

dx 
— = ф(ж, K,.*VOI х(0)=о:о, 

время Г. и начальное состояние я 0 фиксированы, U — ограниченное замкнутое вы­
пуклое множество в L r

2 [О, Т], V — ограниченное замкнутое выпуклое множество 
в Lq

z[0, Г ] , Lq

2[0, Т] — пространство g-мерных вектор-функций, суммируемых с квад­
ратом на [О, Г ] . Об условиях, при которых функционал / ( и , v) является дифферен­
цируемым, выпукло-вогнутым и т. д., см., например, [ 1 7 ] и [ 4 4 ] . t 

Поступила в редакцию 16.07.1971 
4 Переработанный вариант 26.02Л972 
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