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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅÃÐÓÁÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ
ÍÀ ÒÎÐÅ Tn

Íà äâóìåðíîì òîðå ïîñòðîåíà íåãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, âåêòîðíîå ïîëå, òîð.

Ïóñòü M � ãëàäêîå (êëàññà Cr+1) ñâÿçíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n, V r(M) � ìíîæåñòâî Cr-âåêòîðíûõ ïîëåé, ñíàáæåííîå Cr-
òîïîëîãèåé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1 (ñì. [1] ). Âåêòîðíûå ïîëÿ X, Y ∈ V r(M) íàçû-
âàþòñÿ (Cr-ýêâèâàëåíòíûìè) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùå-
ñòâóåò (Cr-äèôôåîìîðôèçì) ãîìåîìîðôèçì h : M → M, êîòîðûé ïåðå-
âîäèò òðàåêòîðèè ïîëÿ X â òðàåêòîðèè ïîëÿ Y, ñîõðàíÿÿ èõ îðèåíòàöèè:
ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè p ∈ M è δ > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
ε > 0, ÷òî åñëè 0 < t < δ, òî h(Xt(p)) = Yt′(h(p)) äëÿ íåêîòîðîãî t′ ∈ (0, ε).

Â äàëüíåéøåì h áóäåì íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ
ìåæäó X è Y .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Âåêòîðíîå ïîëå X ∈ V r(M) íàçûâàåòñÿ ãðó-
áûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V ïîëÿ X â V r(M), ÷òî ëþáîå
Y ∈ V òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîëþ X.

Ïóñòü X = {a, b} � ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå íà R2(u, v). Âåêòîðíîå
ïîëå X ìîæíî ðàññìîòðåòü íà òîðå T 2, òàê êàê åãî êîîðäèíàòû ÿâëÿþò-
ñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Òîãäà èíòåãðàëüíûå êðèâûå âåêòîðíîãî ïîëÿ íà T 2

ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âåêòîðíîãî ïîëÿ â R2(u, v) ïðè
ôàêòîðèçàöèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. ×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíî íåçàâèñè-
ìûìè, åñëè èç ka + mb = 0 ñ öåëûìè k è m ñëåäóåò k = m = 0.

Åñëè ÷èñëà a è b ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, òî êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðè-
âàÿ ïîëÿ X ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé íà òîðå T 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå X
íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíîé îáìîòêîé.

Èçâåñòíî, ÷òî èððàöèîíàëüíàÿ îáìîòêà íà äâóìåðíîì òîðå íå ÿâëÿåòñÿ
ãðóáîé [1].
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Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, ïîðîæ-
äåííàÿ ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì Xε, êîòîðîå äîñòàòî÷íî áëèçêî ê X â
Cr-êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè, òî åñòü ‖X − Xε‖r < ε. Áîëåå òîãî,
âåêòîðíîå ïîëå Xε ïîñòðîåíî ÿâíûì îáðàçîì:

Xε =
{
a′ +

ε(2π)−r

√
5 · |k|r · |m|r · sin

2(nπ(ku−mv)), b′
}
, a′, b′ ∈ Q, n ∈ N.

Äîêàçàíî, ÷òî ýòî âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íà
òîðå T 2.

Åñëè ðàññìîòðåòü ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïà-
ðàëëåëüíî âåêòîðó {a′, b′}, òî îíà èìååò óðàâíåíèå

ku−mv = 0 (1)
Â òî÷êàõ ýòîé ïðÿìîé ïîëå Xε èìååò âèä Xε = {a′, b′}, ïðè÷åì ïðÿìàÿ

(1) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûé êðèâîé ïîëÿ Xε.
Åñëè ðàññìîòðèì ïðÿìûå

ku−mv =
l

|k|n, ãäå l = 1, 2, 3, . . . , |k|n, (2)

òî â òî÷êàõ ýòèõ ïðÿìûõ âåêòîðíîå ïîëå èìååò âèä Xε = {a′, b′}.
Ïðÿìûå (2) ïðè ôàêòîðèçàöèè ïåðåõîäÿò â çàìêíóòûå êðèâûå. Ïðè÷åì

ïðÿìûå ku−mv = 0 è ku−mv = l
|k|n , (l = |k|n) ïåðåõîäÿò â îäíó çàìêíóòóþ

êðèâóþ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ïðÿìûå

ku−mv =
l

|k|n, ãäå l = 0, 2, 3, . . . , |k|n

çàäàþò |k|n çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïîëÿ Xε íà T 2.
Äàëåå äîêàçàíî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå Xε íå èìååò äðóãèõ çàìêíóòûõ

òðàåêòîðèé.
Â ðàáîòå [2] òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîðìà ðàçíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé

è èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà r ìåíüøå ÷åì ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
‖X −Xε‖r < ε. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå [2] ïîñòðîåíà àíàëèòè÷åñêàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà äâóìåðíîì òîðå, êîòîðàÿ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê èððàöèîíàëüíîé îáìîòêå
â ãëàäêîé êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè âåêòîðíûõ ïîëåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà n-ìåðíîì òîðå
Tn, êîòîðàÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê èððàöèîíàëüíîé îáìîòêå òîðà è èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Òî åñòü èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � èððàöèîíàëüíàÿ îáìîòêà íà òîðå Tn. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå Xε òàêîå, ÷òî ïîëå Xε

èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è ‖X−Xε‖r < ε, ãäå ‖·‖r �
ðàññòîÿíèå â ïðîñòðàíñòâå V r(Tn) [1].
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G.O. Aslonov
About one sensitive dynamical system on torus Tn

A sensitive dynamical system is built on the two-dimensional torus.
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