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(НОВЫЕ ОБОБЩЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРЕМЫ ПУАНКАРЕ 

В. л . Г и н з б у р г 

В работе доказано, что число замкнутых траекторий поля ядер замкну­
той невырожденной и сохраняющей центр тяжести 2-формы на тотальном про­
странстве ориентируемого расслоения со слоем окружность над ориентируе­
мой компактной двумерной базой не меньше минимального числа критиче­
ских точек гладкой функции на базе, если поле ядер С^-близко к вертикально­
му. С учетом кратности это число не меньше минимального числа критиче­
ских точек морсовской функции на базе. Мы также оцениваем снизу число 
замкнутых траекторий в случае многомерной базы. Форма сохраняет центр 
тяжести, если ее когомологический класс поднят с базы. В качестве приложе­
ния мы доказываем, что число замкнутых траекторий частицы на поверхности 
в сильном и мало меняющемся перпендикулярном поверхности магнитном 
поле не меньше, чем минимальное число критических точек функции на по­
верхности. 

Автор благодарен В. И. Арнольду за постановку задачи о замкнутых тра­
екториях полей ядер форм, сохраняющих центр тяжести и за помощь в ра­
боте. 

I. Условие сохранения центра тяжести. Пусть S^ -> Л/ —> 5 — ориен­
тируемое расслоение над замкнутым (компактным и без края) ориентируе­
мым многообразием В. 

О п р е д е л е н и е 1. Замкнутая 2-форма со на Л1 сохраняет центр тя­
жести (СЦТ), если выполнено одно из следующих равносильных условий: 

1) для любой замкнутой кривой ТвВ интеграл со по 2-цепи р~^ (Г) равен 
нулю; 

2) существует замкнутая 2-форма COQ на В такая, что [со] = р* [o^olj 
3) j[?i [со] = О, где /?! — прямой образ в когомологиях — трансфер 

(р, = D'B^P^ DM^ D\ jff* ~> H^ — отображение двойственности Пуанкаре). 
Равносильность условий 1) — 3) вытекает из точной последовательности 

Гизина. 
Предположим раз и навсегда, что В четномерно. Тогда любая 2-форма 

на М имеет в каждой точке ненулевое ядро и называется невырожденной, ес­
ли это ядро одномерно (в каждой точке). 

О п р е д е л е н и е 2 (см. [1]). Симплектический диффеоморфизм ф^: 
В-^ В называется гомологичным толщественному (ГТ), если его можно сое-
дпнить с тождественным гладкой кривой ф^, состоящей из симплектических 
диффеоморфизмов так, что поле скоростей ф̂  имеет однозначную функцию 
Гамильтона h^. Если ф̂  ГТ диффеоморфизм, то ф̂  можно выбрать так, что hf 
периодична по ^ с периодом 1. 

Исследование неподвижных точек ГТ диффеоморфизмов можно свести 
к исследованию невырожденных С1ДТ форм. 

Рассмотрим прямое произведение М = В X S^, S^ = [О, 1]/0 ^ 1. 
Пусть со — такая замкнутая невырожденная 2-форма на Л/, что поле направ­
лений Кег со трансверсально «горизонтальным» многообразиям Bf = В X 
X {t}, t ^ S^. Зафиксируем О ̂  S^. Поле Кег со определяет симплектиче-
кое отображение Пуанкаре Ф (со): {BQ, COQ) -> {BQ, COQ), COO = со | BQ. Любой 
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ГТ диффеоморфизм (BQ, WQ) -> {BQ, OQ) МОЖНО получить как отображение 
Пуанкаре СЦТ-формы ш = р * COQ — с?/г Д dt. 

Проекция р позволяет отождествить все Bf с В. 
У т в е р ж д е н и е 1 . а ) (о СЦТ =^ Ф (со) ГТ, если либо база В двумер­

на, либо 0)̂  = со \ Bf С^-близка Й: COQ при всех t ^ S^. Более того, существует 
диффеоморфизм Н: М-^ М такой, что Н (В^) = Bf при всех t ^S^, 
Н \Bo = id и Н^ (х)= /?*со — dh /\ dt, где h ^ С^ {М). 

б) Ф (о))/'Г=>со СЦТ, если со—p^^o^Q С^-мала, илибо класс когомологий 
[соо] целочисленный, либо иГ^о]^""^- Н^ {В\ В)-^ Н^^^^ {В; Щ-изоморфизм 
{2п = dim В). 

З а м е ч а н и е . Ф (со) ГТ -/> о) СЦТ. Пример: В — двумерный тор с ко­
ординатами р и q, (л) = dp /\ dq + dp ^ dt. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ориентируем [0,1] от О к 1. Эта ориентация 
задает ориентацию поля направлений Кег со. Ориентированное поле направ­
лений Кег со определяет семейство диффеоморфизмов B^-^Bf, t^[0, 1],, 
переводящих х ^ BQ в первое пересечение траектории с началом в х с Bf. 
Отождествив при помощи р Bf, t ^ S^, с В, получим диффеоморфизмы Ф^(со): 
В -^ В, t ^ [ОД], Фо = id, Ф^ = Ф (со). Отображение со ^ {Ф^ (со)} — взаим­
но однозначное соответствие между множеством замкнутых невырожден­
ных 2-форм на М, для которых Кег со трансверсально Bf при всех t ^ 5^, 
и множеством путей [О, 1] —̂  Diff В с тождественным началом и симплекти-
ческим концом. Пусть ф̂  — такой путь, ф — его гомотопический тип (с за­
крепленными концами), Г — 1-цикл в В. Следуя А. Баньяге [5; 6], по­
ложим S (ф) (Г) = \ о ) о , где интеграл берется по 2-цепи, «составленной» из 
1-циклов ф̂  (Г). S (ф) (Г) не зависит от выбора {ф^} ^ ф и равен пулю, если 
Г гомологичен нулю, поэтому S (ф) ^ Н^ {В; R). Если со такова, что Ф^ (со) =^ 
== q)f , то S (ф) (Г) равен интегралу со по р~^ (Т), т. е. S (ф) = pi [со]. 

Докажем а). 
Л е м м а 1. Существует гомотопный тождественному сохраняющий 

все Bf диффеоморфизм Y: Tkf-> М, для которого Ч^* со | Bf = COQ, при всех 
t ^ S^ и ¥ 1^0 = id. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. Так как все стандартные сечения 
В -^ Bf гомотопны, то [o)J = [COQ]. ЕСЛИ dim В= 2 или со̂  С^ -близка к COQ, 
то для каждого t ^ S^ найдется такое гладкое по ^ и т ^ [О, 1] семейства 
замкнутых невырожденных 2-форм со̂ , t на Bf, соединяющее COQ И СО̂ , что 
Ыг,т] = [COQ] И СОО, Т = сОо при всех т ^ [О, 1]. По теореме Мозера [9] су­
ществует семейство диффеоморфизмов ^^, t* {Bf, соо)-> (^ь о)̂ , t), гладко 
зависящее от î  и т, для которого ^t,xo = id, "Ф"о, t == id при всех t и т. Семей­
ство {Y; i} задает искомый W, Лемма доказана. 

Форма со' = Ч *̂со сохраняет центр тяжести и со' 1 5^ == COQ, Т. е. диф­
феоморфизмы ф^ = Ф^ (со') = Т7^1 Ф/ (со) — симплектические при всех 
t ^ [О, 1] и S (ф) = 0. 

Обозначим связную компоненту единицы в группе симплектпческих 
диффеоморфизмов {В, соо) -^ {В, оод) через G. 

Л е м м а 2. Пусть {ф^}— путь в G, (ро = id и S (ф) = О, тогда суще­
ствует такой гомотопный {с закрепленными концами) ему в G путь gf, что 
поле gf гамилътоново при всех î  ̂  [О, 1]. Обратно, если {ф^} — путь в G и 
ф^ — гамилътоново поле при всех t ^ [О, 1], то S (ф) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы дано А. Баньягой [5]. Положим: Ft ~ 
~ gt^^^ti Ф̂  ^ Ф* {^^')' Петля {Ft} гомотопна id и определяет такой диффео­
морфизм F : М -^ М, что /^*со' =р*сОо — dh /\dt для некоторой h^C°^ (М). 
Диффеоморфизмы W и F гомотопны id, для завершения доказательства 
п. а) осталось положить Н == FW. 

Докажем б). Так к а к Ф (со) — ГТ, существует такое семейство симплек-
тических диффеоморфизмов gt: {В, соо) ~> {В, COQ), t е [О, 1], что go = id^. 
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^1 = Ф (со) и поле gt гамильтоново при всех t. Разность со̂  — COQ С^-мала 
при всех t ^ S^. Из леммы 1 вытекает, что найдется {ф J — путь в G^ гомо­
топный (в Diff В) пути Ф^ (со). Тогда 5 (ср) = 5 (Ф) = р\ [со], а по лемме 2 
3 {g) = 0. Пусть %: (5 , o)o)->(i5, со о) — петля в G, полученная последова­
тельным прохождением путей g^t, t е [О, 1/2] и фа-гь ^ ^ И/2, И, тогда 
S (г]5) ^ S (я1 (G, id)). Очевидно, что если[сОо] — целочисленный, то послед­
няя группа дискретна в Ю (В, R). Как показал А. Баньяга [5], это также 
верно, если U [соо]"""': Я^ (5 ; R) -> Н^''-^ (В; R) — изоморфизм (2п = 
= dim В). Выберем 1-циклы Fi, Гд, . . ., Г?,-, задающие базис в Hi {В; R), 
тогда все значения | S (гр) (Г^) | = | <[со], р~^ (Г^)) | достаточно малы, если 
разность /?*сОо — со достаточно С^-мала. Следовательно, эти значения равны 
нулю, так как подгруппа 5 (л1 (G, id)) дискретна. Значит, pi [со] ==̂  «5 (гр) = 
= О и со СЦТ. Утверждение доказано. 

З а м е ч а н и е . Лемма 1 доказана для В = Т^^ [7]. 
Кратностью неподвижной точки отображения ф называется размерность 

локальной алгебры ростка отображения ф — id в этой точке [3]. Кратно­
стью замкнутой траектории поля направлений называется кратность отоб­
ражения Пуанкаре этой траектории. Если траектория невырожденна (мо-
нодромия не имеет собственных чисел, равных 1), то ее кратность равна 1. 
Если поле направлений имеет вид Кег со (со — невырожденная 2-форма), то 
найдется сколь угодно С^-близкая к со невырожденная 2-форма со' такая, что 
Кег со' имеет только невырожденные замкнутые траектории, и их число не 
больше, чем число замкнутых траекторий поля Кег со с учетом кратности. 
Когда со замкнута и СЦТ можно выбрать обладающую этими свойствами со'. 
Доказательство стандартно. 

С л е д с т в и е 1. Пусть В — поверхность рода g, а о) — такая 
замкнутая невырожденная СЦТ2-форма на В X S^, что Кег со транс-
версально многообразиям В X {Ц при всех t^S^, тогда Кег со имеет не 
менее двух при g = О и трех при g ^ I геометрически различных замкнутых 
траекторий, а с учетом кратности — не менее 2g + 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Следствие вытекает из утверждения 1 а) и 
результатов И. А. Никишина [10] при ^ = О, теоремы Конли и Цендера [7] 
при ^ = 1, результатов Ж.-К. Сикорова [12] при g^ i. 

У т в е р ж д е н и е 2. Пусть со — такая замкнутая 2-форма на В X 
X S\ dim В - 2п, что Ц [co]^-i: Я^ {В; R) -> Я^^-^ (В; R) — изоморфизм, 
где со — среднее значение формы со \ В X {t} по t ^ S^. Тогда о> СЦТ, если 
и только если [со]̂ ^ ^ апп р'^П^ (В; R), {р: В X S^ -^ В — естественная 
проекция). 

Д о к а з а т е л ь с т в о стандартно. 
З а м е ч а н и е . В утверждении 2 нельзя отказаться от изоморфности 

и 1Щ^~^. Действительно, если В — многообразие Делиня — Терстона [4] 
и со = /?*сОо + (/?*с?ф) Л ^̂ '̂ ^Д^ ^0 — симплектическая структура на В, 
а ф — угловая координата на слое расслоения В ->- Т^, инвариантная отно­
сительно монодромии, то [со]^ ^ апп/?*Я^ ( 5 ; R), но со не СГДТ. 

Сформулируем теперь определения величин, через которые мы оценим 
число замкнутых траекторий поля Кег со. 

I I . Число критических многообразий функции на пространстве одно-
мерного расслоения со слоем 8^. Пусть, как и в п. I, S^ -^ М -^ В — ориен­
тируемое расслоение над ориентируемым замкнутым многообразием. Обоз­
начим ^g (р) множество таких функций на М, что: 1) их критические мно­
гообразия — гладкие кривые; 2) проекции критических многообразий на 
базу гомологичны нулю, ёа (р) — подмножество в eg (р), состоящее из 
функций/, критические многообразия которых невырожденны по Ботту, т. е. 
ограничения d^f на трансверсали к критическим многообразиям невырож­
денны. 
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О п р е д е л е н и е 3. Геометрической (алгебраической) критичностью 
Kg (В) {Ка (В)) многообразия В называется минимальное число критических 
точек гладкой (морсовской) функции на В. Геометрической (алгебраической) 
критичностью Kg (р) (Ка (р)) расслоения р называется минимальное число 
критических многообразий функции из Sg {р). {Sa (р))-

Имеют место следующие оценки: 
2^Kg{p)^Ka{p), . . . 

/л /л (1) 
Kg (В) < Ка (В), 

Ка (р) > 2 dim Нт, (М; R)/2, О < /с < dim М. (2) 
Оценка (1) очевидна, а (2) вытекает из неравенств Морса для функций с не­
вырожденными критическими многообразиями. 

Например, если В — ориентируемая поверхность рода g я р пе три­
виально, то (2) дает 

KAp)>2g+i. (3) 

Это показывает, что (2) — грубая оценка: при ^ = О неравенство (3) хуже, 
чем (1). Когда М = В X S^ -^ В ~ тривиальное расслоение, 

Ка (р) > 2 dim Ну, ( 5 ; R), О < А: < dim В, (4) 

Неравенство (4) следует из (2). 
Т е о р е м а 1. Пусть В — ориентируемая, связная и компактная 

поверхность рода g, а р — ориентируемое расслоение над В со слоем S^', тогда 
1) Ка (р) = 2g + 2, 
2) Kg (р) = 3 при ^ > О, 
3) Kg (р) = 2 при g==0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство 3) вытекает из (1). Нам надо пока­

зать, что число критических многообразий функции из Sg (р) {&а (р)) не 
меньше трех {2g + 2) при g ^ 0. Если число критических многообразий 
бесконечно, то все доказано, значит, мы можем считать, что все критические 
многообразия изолированы. Далее все (ко)гомологии — с коэффициентами в R. 

Докажем 2). Достаточно показать, что если Kg (р) = 2, то В диффео-
морфно S^. Пусть f ^ eg (р), и / имеет ровно два критических многообразия: 
ZQ И h. В этом случае М \ IQ стягивается к / j , а М \ /i — к IQ. Значит, 
[ZQI И HI] порождают Hi (М), и так как р (IQ) И р (h) гомологичны нулю, то 
jOjj.̂ 1 (М) = 0. Но р^ I Hi (М) — эпиморфизм (это следует из последователь­
ности Гизина). Следовательно, Hi (В) = О я В диффеоморфно S^. 

Докажем 1). Если ^ = О или р тривиально, то 1) следует из (1) или (4). 
Пусть р не тривиально и ^ ^ 0. Согласно (3) достаточно показать, что 
Ка (р) ф 2g + 1. Пусть Ка (р) = 2g + I, Т. С. найдется f ^ 8а (р), имею­
щая ровно 2 ^ + 1 критическое многообразие. Тогда / имеет одно критиче­
ское многообразие индекса О (по Ботту), одно — индекса 2 я 2g — 1 — ин­
декса 1. Это следует из неравенств Морса для функций с невырожденными 
критическими многообразиями. 

Пусть L — подпространство в Hi (Af), порожденное критическим много­
образием индекса О, тогда dim Hi (М) ^ dim L + 2g ~ i. Действительно, 
dim Hi (Мс^г) — dim Hi (Мс_е) < 1, где М« = {х ^ М \ f (х) < а}, 8 > 
^ О мало, с — критическое значение индекса 1. Если с = m a x / , то 
Hi (Мс-е) = Hi (М). Поскольку р^: Hi (М) ->- Hi (В) — эпиморфизм и 
р^ \ L = О, dim Hi {В) < dim p^Hi {М) < 2^ — 1. Но dim Hi (В) = 2g — 
противоречие. Теорема доказана. 

П р о б л е м а . Верно ли, что при любых р я В (р ориентируемо, 
В компактно и ориентируемо) имеют место равенства: Ка (р) = Ка (5), Kg (р) = 
= к, (В). 
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I I I . Основной результат. 
Т е о р е м а 2. Пусть S^ -^ М —> В — ориентируемое расслоение над 

замкнутым ориентируемым четномерным многообразием В и а) — замкнутая 
невырожденная С ЦТ 2-форма на М такая, что поле направлений Кег о> 
С-^-близко к вертикали. Тогда Кег со имеет не меньше Kg (р) замкнутых 
траекторий, а с учетом кратности — не менее Ка (р). 

С л е д с т в и е 2. В условиях теоремы 2 число замкнутых траекторий 
поля Кег со в расслоении над S^ не меньше двух, в расслоении над поверхно­
стью рода g" ^ О — не меньше трех, а с учетом кратности — не меньше 
2g + 2. 

З а м е ч а н и я . 1. Следствие 2 доказывает частный случай гипотезы 
В. И. Арнольда, согласно которой, если со замкнута, невырожденна и СЦТ, 
л поле Кег со трансверсально некоторой связности на расслоении р, то поле 
Кег со имеет не менее Kg (В) замкнутых траекторий, а учитывая кратности — 
не менее К^ (В). 

2. Если р тривиально, то следствие 2 покрывается следствием 1. 
3. В случае В ^ S^ достаточно С^-близости поля Кег со к вертикали. Это 

вытекает из результата К. Саймона [13], но которому бездивергентное поле 
на S^, С^-близкое к вертикали, имеет не менее двух замкнутых траекторий, 
и того, что S^^ послойно накрывает тотальное пространство любого нетри­
виального 5^-расслоения над S^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Зададим на р ориентацию, а на 
В — метрику. Зафиксируем для каждой точки b ^ В окрестность Пь ра­
диуса меньшего, чем радиус инъективности. Пусть также Р — какая-нибудь 
связность на р. 

Для каждой точки х f^ М найдется единственное сечение у^: jDp(x) - ^ 
->• р~^ (Z)p(x)), jx {р {^)) = X, Р — плоское вдоль каждой геодезической 
с началом в /? {х). Введем на М метрику, в которой связность Р ортогональна 
слоям и р^ \ Р^: Рх ->• ĵo(x) В — изометрия при всех х ^ М. Пусть zi — 
векторное поле на М, имеющее вертикальную компоненту единичной длины, 
такое, что i^fiy = 0, и z — проекция zi на Р вдоль слоя. Поле Кег о С^-
близко к вертикали тогда и только тогда, когда поле z С^-мало. В этом случае 
траектория поля Кег со с началом в х ^М, проходимая в положительном на­
правлении, пересечет вложенный диск 2Dx = jx (^р(х)) после одного оборота 
над слоем р~^ {р (х)). Обозначим эту точку пересения ф (х), а отрезок траек­
тории от :г до ф (х) — через Г^. Соединим р (х) и р (ф (х)) единственной гео­
дезической, лежащей в Dp(^^), и обозначим ее подъем в 3)х через Л̂ с- Ориен­
тируем Г;х; и Дд; от ^ к ф (х). 

Определим теперь функцию S (^ С°° (М), критические многообразия 
которой являются замкнутыми траекториями поля Кег со. Для этого зафи­
ксируем XQ ЕГ М. Пусть X ^ М и 7* [О, 1] - ^ М — кривая, соединяющая 

Обозначим через с (у) 2-цепь, «составленную» из 1-циклов Ty(t) — 
— AY(t), t ^ [О, 1]. Положим S (х) = ]оу по 2-цепи с (у). Если х = XQ 
(кривая замкнута), то 2-цикл с (у) гомологичен 2-циклу р~^ (р (у)) и ] со = 
= О, так как со СЦТ. Следовательно, S (х) не зависит от выбора кривой 7» 
соединяющей XQ С Х. Очевидно, S ^ С^ (М). 

Условимся считать, что геодезическая р (А^) на В параметризована от­
резком [О, 1]. Положим: Wx = А^ (0). 

Л е м м а 3. d^S = О <=̂  Г̂ ^ замкнута. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . -̂ =) Немедленно следует из принципа наимень­

шего действия. =^) Пусть и (^ ТхМ, тогда dxS (и) равно интегралу со по 
инфинитезимальному четырехугольнику П (рисунок). Это вытекает из опре­
деления функции S и принципа наименьшего действия. Если z С^-мало, то 
Ф С^-близко к id, и П близок к инфинитезимальному параллелограмхму, полу­
ченному параллельным переносом v вдоль Л^. Интеграл со по последнему 
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равен (0̂  {V, w^c) -^ о (|| w^ ||) О {\\v\\). Поэтому d^^S = i^^co + О {\\z\\c^)-
-О (II Wx II). Значит, если z достаточно С^-мало, то w^ ф О =^ d^S Ф 0. Лемма 
доказана. 

Очевидно, что S ЕЕ eg (р). Таким образом, если z С^-мало, то число 
замкнутых траекторий ноля Кег о не меньше Kg (р). Осталось показать, что 
если монодромия поля Кег со вдоль замкнутой 
траектории Г̂с невырожденна, то квадратичная 
форма dlS I Рх невырожденна. 

Из определения S и принципа наименьшего 
действия следует, что d^S (г/, у) = со^ (у, Лу)/2, 
где г/ G Рх и Л: Рх-^ Рх — оператор монодро-
мии. Очевидна 

Л е м м а 4. Пусть Q — симплектическая 
форма на R^̂  и А: R^̂  -> R^̂  — невырожденный 
симплектический линейный оператор. Квадратич­
ная форма Q {у, Ау), у ^ R^̂  невырожденна тог­
да и только тогда, когда А не имеет собствен­
ных чисел + 1 . 

Монодромия не имеет собственных чисел + 1 , так как поле Кег о С -̂
близко к вертикали и траектория Г^ невырожденна. По лемме 5 форма 
d%S I Рх невырожденна. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Если р тривиально, то в условиях теоремы 2 поле 
Кег 0) имеет не менее Kg (В) замкнутых траекторий, а с учетом кратности — 
не менее Ка (В). Это легко доказать, если заметить, что угол между крити­
ческими многообразиями функции S и слоем и угол между Кег dS и слоем 
(в некритических точках) малы. 

IV. Обсуждение результатов. Магнитные поля на поверхностях. Рас­
смотрим роль условия сохранения центра тяжести. Пусть и ^ Н^ (В; R). 
Определим константы Kg (и, р) и К а (и, р) аналогично константам Kg (р) 
и Ка (р), но с заменой функций на замкнутые формы когомологического 
класса р'^и. Аналогично теореме 2 доказывается 

V 
Т е о р е м а 3. Пусть S^-^ М ~~> В — ориентируемое расслоение над замк­

нутым ориентируемым многообразием В и со — замкнутая невырожденная 
2-форма на М такая, что поле Кег со С^-близко к вертикальному. Тогда поле 
Кег 0) имеет не менее Kg {р\ [со], р) замкнутых траекторий, а с учетом 
кратности — не менее К^ {р\ [со], р). 

Применим теперь полученные результаты к исследованию магнитных 
полей на замкнутых ориентируемых поверхностях. 

Пусть В ~ такая поверхность с метрикой Н на Г^Б, ж К\ 5 -^ R^ — 
положительная гладкая функция. Следуя В. И. Арнольду [2], рассмотрим 
движение точки с единичной скоростью по В под действием поперечного маг­
нитного поля К, т. е. движение со скоростью 1 по кривым, геодезическая 
кривизна которых в точке х есть К {х). Это движение задается векторным по­
лем V = Гш + Vf на гиперповерхности М = {̂  ^ Т^В | Я (|) = 1/2}, где 
^^ — поле геодезического потока наМ (т. е. Vjy^ определяет движение свобод­
ной частицы на В), а. Vf = К-Х, X — генератор действия U (1) на М. Пусть 
dX — ограничение стандартной симплектической структуры (на кокасатель-
иом расслоении) на М, di dS — форма объема на В. 

Очевидна 
Л е м м а 5. Движение в магнитном поле К происходит по проекциям 

траекторий поля направлений Кег {р'^К dS + dX). 
У т в е р ж д е н и е 3. Обозначим род В через g. 
1) Если g = О и К~^ С^-мала, то движение имеет не менее двух замкну­

тых траекторий. 
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2) Если g = I и К~^ достаточно С^-мала {при фиксированной Н) или Н 
достаточно С^-близка к стандартной {при фиксированном К), то движение 
имеет не менее трех замкнутых траекторий^ а с учетом кратности — не 
менее четырех. 

3) Если g^ \ и К~^ С^-мала, то движение имеет не менее трех замкну­
тых траекторий, а с учетом кратности — не менее 2^ + 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Форма со = р'^К dS -f dX замкнута, невы­
рождена и СЦТ. В случае 1) Кег со С^-близко к вертикали, в случае 3) — 
С^-близко к вертикали, а в случае 2) поле Кег со трансверсально многообра­
зиям В X {t} в тривиализации М = В X S^, соответствующей плоской ме­
трике ша В = Т^. Случай 1) доказывается аналогично результату К. Сай­
мона [13] (см. замечание 3 после теоремы 2; 2) вытекает из следствия 1; 3) — 
из следствия 2. Доказательство закончено. 

Утверждение 3.2) при g = О и в невырожденном случае при g > 1 по­
крывается результатами С. П. Новикова и И. А. Тайманова [И ; 14]. В слу­
чае плоской метрики на Т^ утверждение доказано В. И. Арнольдом и 
В. В. Козловым [8]. 

Как сообщил автору В. В. Козлов, утверждение 3.2) можно вывести 
из результатов работы [8] следующим образом. Введем глобальные изотер­
мические угловые координаты х, у на Г^^ в которых метрика имеет вид 
Я {dx^ + dy^)/2. Следуя Биркгофу, сделаем замену времени по формуле 
dt = X dr. Согласно принципу Мопертюи, траектория частицы с энергией h 
совпадает с траекторией частицы нулевой энергии на плоском торе в том же 
магнитном поле, но с добавочным потенциалом —Xh, Используя результат 
работы [8] о существовании трех (с учетом кратности — четырех) замкнутых 
тракторий частицы на плоском торе с потенциалом в достаточно сильном 
магнитном поле, получаем утверждение 3.2). 
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