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Рассматривается оператор H = L+ V , который представляет собой возмущение оператора Тейбл-
сона–Владимирова L = D

α с помощью потенциала V (x) = b‖x‖−α, где α > 0 и b ≥ b∗. Доказано,
что оператор H замыкаем и его минимальное замыкание является неотрицательно определенным
самосопряженным оператором (при этом критическое значение b∗ зависит от α). Хотя оператор H
неотрицательно определен, потенциал V (x) может принимать отрицательные значения, например,
при b∗ < 0 для всех 0 < α < 1. Для уравнения Hu = v существует функция Грина gH(x, y) — инте-
гральное ядро оператора H−1. Получены точные нижняя и верхняя оценки отношения функций
Грина gH(x, y) и gL(x, y).
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для самоподобных фракталов типа треугольника Серпинского спектральная теория со-
ответствующих лапласианов достаточно хорошо изучена. Она обладает несколькими важны-
ми особенностями: канторовой структурой существенного спектра и, как следствие, большим
количеством спектральных лакун, наличием бесконечного числа собственных значений, каж-
дое из которых имеет бесконечную кратность и для которых собственные состояния имеют
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18 А.Д. БЕНДИКОВ и др.

компактные носители, нерегулярно меняющимися ядрами теплопроводности, которые содер-
жат члены с колебаниями порядка log t, и т.д. (см. работы П. Грабнера и В. Вёсса [21], Г. Дер-
феля, П. Грабнера и Ф. Фогля [16] и А. Бендикова, В. Цыгана и В. Вёсса [4]).

Упомянутые выше спектральные свойства в очень точной форме проявляются для лапласи-
ана Тейблсона–Владимирова Dα — оператора дробного дифференцирования порядка α. Этот
оператор можно ввести несколькими различными способами, например как L2(Qp)-мультипли-
катор, где Qp — кольцо p-адических чисел (см. работы М. Тейблсона [36], В.С. Владимирова,
И.В. Воловича, Е.И. Зеленова [37–39] и А.Н. Кочубея [26]).

Оператор Dα унитарно эквивалентен гиперсингулярному интегральному оператору L, дей-
ствующему в L2(0,∞):

Lf(x) =

∞∫
0

(
f(x)− f(y)

)
J(x, y) dy; (1.1)

ядро J(x, y) будет указано ниже в этом разделе. За подробностями мы отсылаем читателя к
работам [3, 9, 27] (см. также [2, 6–8, 15, 17, 31, 32, 35, 40]).

Кратко обсудим структуру оператора L. Эквивалентность Dα � L будет следовать из
того, что Dα и L являются существенно самосопряженными операторами, имеющими чисто
точечный спектр, состоящий из собственных значений бесконечной кратности с нулем в ка-
честве единственной предельной точки; как подмножества в [0,+∞) их спектры совпадают.
Подробное изложение заинтересованный читатель может найти в [3].

Ультраметрическое пространство. Зафиксируем целое число p ≥ 2 и рассмотрим семей-
ство разбиений {Πr : r ∈ Z} множества X = [0,+∞), где каждое Πr состоит из всех p-адических
интервалов I = [kpr, (k + 1)pr). Число r будем называть рангом разбиения Πr (соответственно
рангом интервала I ∈ Πr). Каждый интервал ранга r представляет собой объединение p непе-
ресекающихся интервалов ранга r − 1. Каждая точка x ∈ X принадлежит некоторому интер-
валу Ir(x) ранга r, а пересечение всех интервалов Ir(x), r ∈ Z, равно {x}.

Иерархическое расстояние d(x, y) определяется как нуль, если x = y, и как длина l(I) ми-
нимального p-адического интервала I, содержащего обе точки x и y, в противном случае. Так
как любые две точки x �= y принадлежат некоторому p-адическому интервалу, то d(x, y) < ∞.
Очевидно, d(x, y) = 0 тогда и только тогда, когда x = y, и d(x, y) = d(y, x). Более того,
для произвольных x, y и z выполняется ультраметрическое неравенство (более сильное, чем
неравенство треугольника)

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}. (1.2)

Ультраметрическое пространство (X, d) является полным сепарабельным некомпактным соб-
ственным метрическим пространством. Множество всех открытых шаров в (X, d) счетно и
совпадает с множеством всех p-адических интервалов. В частности, любые два шара либо не
пересекаются, либо являются вложенными (один является подмножеством другого). Таким
образом, (X, d) — вполне несвязное топологическое пространство.

Борелевская σ-алгебра, порожденная ультраметрическими шарами, совпадает с борелев-
ской σ-алгеброй, порожденной евклидовыми шарами.

Как следует из общей теоремы М. Дель Муто и А. Фига-Таламанки [15, Sect. 2], неком-
пактное ультраметрическое пространство (X, d) изометрически изоморфно кольцу p-адиче-
ских чисел Qp, снабженному своей канонической ультраметрикой ‖x − y‖p. См. теорему 2.2
ниже и комментарии после нее о возможном отождествлении однородного ультраметрического
пространства с вполне несвязной локально компактной абелевой группой.

Иерархический лапласиан. Пусть D — множество всех локально постоянных функций с
компактным носителем и κ ∈ (0, 1) — фиксированный параметр. Иерархический лапласиан L
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определяется как сумма лапласианов (т.е. марковских генераторов с обратным знаком) Lr

чисто скачкообразных процессов1:

(Lf)(x) =

+∞∑
r=−∞

(1− κ)κr−1

⎛⎝f(x)− 1

l(Ir(x))

∫
Ir(x)

f dl

⎞⎠
︸ ︷︷ ︸

(Lrf)(x)

. (1.3)

Ряд в (1.3), вообще говоря, расходится, но для любой функции f ∈ D он конечен и принадле-
жит всем пространствам Lp(0,∞), p ≥ 1.

Поскольку каждый “элементарный” лапласиан Lr можно записать в виде

Lrf(x) =

∞∫
0

(
f(x)− f(y)

)
Jr(x, y) dy, Jr(x, y) dy = (1− κ)κr−1︸ ︷︷ ︸

λr(x)

1Ir(x)(y)

l(Ir(x))
dy︸ ︷︷ ︸

Ur(x,dy)

,

оператор L совпадает с гиперсингулярным интегральным оператором

Lf(x) =

∞∫
0

(
f(x)− f(y)

)
J(x, y) dy, J(x, y) =

κ−1 − 1

1− κp−1

1

(d(x, y))1+α
, α = − log κ

log p
.

Оператор L допускает полную систему собственных функций с компактным носителем. Дей-
ствительно, рассмотрим p-адический интервал I ранга r, и пусть I1, I2, . . . , Ip — его p-адические
подынтервалы ранга r − 1. Рассмотрим p функций

ψIi =
1Ii
l(Ii)

− 1I
l(I)

.

Каждая функция ψIi принадлежит D и удовлетворяет уравнению

LψIi = κr−1ψIi .

Когда I пробегает множество всех p-адических интервалов, набор собственных функций ψIi

образует полную систему в L2(0,∞). В частности, L — существенно самосопряженный опера-
тор, имеющий чисто точечный спектр

Spec(L) = {0} ∪ {κr : r ∈ Z}.
Каждое собственное значение κr имеет бесконечную кратность. В частности, спектр опера-
тора L совпадает с его существенной частью. Отсюда следует, что, записывая κ как p−α, мы
можем отождествить оператор L с оператором Тейблсона–Владимирова Dα — оператором
дробного дифференцирования порядка α, действующим в L2(Qp):

D
αψ(x) = − 1

Γp(−α)

∫
Qp

ψ(x)− ψ(y)

‖x− y‖1+α
p

dm(y).

1Марковский процесс {X(t), Px} с пространством состояний X называется чисто скачкообразным процессом,
если, начиная с любой точки x ∈ X , все его траектории постоянны, за исключением изолированных скачков,
и непрерывны справа. Основными данными, определяющими процесс, являются (i) функция 0 < λ(x) < ∞
и (ii) марковское ядро U(x, dy), удовлетворяющее равенству U(x, {x}) = 0. Его лапласиан (т.е. марковский
генератор с обратным знаком) имеет вид

Lf(x) =

∫

X

(
f(x)− f(y)

)
λ(x)U(x, dy).

Интуитивно понятно, что частица, стартовавшая из точки x, остается там экспоненциально распределенное
время с параметром λ(x), после чего “перепрыгивает” в новую позицию x′ согласно распределению U(x, ·)
и т.д.
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20 А.Д. БЕНДИКОВ и др.

К общей теории. К настоящему времени имеется ряд публикаций о спектре иерархиче-
ского лапласиана, действующего в общем ультраметрическом пространстве с мерой (X, d,m)
(см. [1, 2, 6–9, 31, 32]). Иерархический оператор типа Шрёдингера (предмет настоящей рабо-
ты) изучался в [13, 18, 32–34], а также в работах [28–30] (иерархическая решетка Дайсона)
и [26, 38, 39] (поле p-адических чисел).

Согласно общей теории, развитой А.Д. Бендиковым, А.А. Григорьяном, П. Крупским,
К. Питтэ и В. Вёссом [7–9], любой иерархический лапласиан L действует в L2(X,m) и яв-
ляется существенно самосопряженным неотрицательно определенным оператором. Его можно
представить в виде гиперсингулярного интегрального оператора

Lf(x) =

∫
X

(
f(x)− f(y)

)
J(x, y) dm(y). (1.4)

Соответственно квадратичная форма QL(u, u) := (L1/2u,L1/2u)L2(X,m) является регулярной
формой Дирихле с представлением

QL(u, u) =
1

2

∫
X×X

(
f(x)− f(y)

)2
J(x, y) dm(x) dm(y). (1.5)

Оператор L имеет чисто точечный спектр, а его марковская полугруппа (e−tL)t>0 обладает
непрерывной переходной плотностью p(t, x, y) относительно m. В терминах некоторой (нераз-
рывно связанной с L) ультраметрики d∗(x, y) функции J(x, y) и p(t, x, y) можно представить
в виде

J(x, y) =

1/d∗(x,y)∫
0

N(x, τ) dτ, p(t, x, y) = t

1/d∗(x,y)∫
0

N(x, τ) exp(−tτ) dτ. (1.6)

Функция N(x, τ), называемая спектральной функцией, будет указана в следующем разделе.
План статьи. Опишем структуру основной части статьи. В разд. 2 мы вводим понятие

однородного иерархического лапласиана L и перечисляем его основные свойства, включая
следующие: спектр оператора L является чисто точечным; все собственные значения операто-
ра L имеют бесконечную кратность и им соответствуют собственные функции с компактными
носителями; ядро теплопроводности p(t, x, y) существует и является непрерывной функцией
с определенными асимптотическими свойствами. Основные факты, связанные с ультраметри-
ческим анализом ядер теплопроводности, читатель может найти в работах [7–9].

В качестве примера мы рассмотрим случай, когда X = Qp — кольцо p-адических чисел,
наделенное своей стандартной ультраметрикой d(x, y) = ‖x− y‖p и нормированной мерой Ха-
ара m. Иерархический лапласиан L в этом примере совпадает с оператором Тейблсона–Вла-
димирова Dα — оператором дробного дифференцирования порядка α (см. [26, 37, 39]). Наибо-
лее полными источниками основных определений и фактов, связанных с p-адическим анали-
зом, являются монографии [25] и [36].

В следующем разд. 3 мы рассмотрим оператор типа Шрёдингера H = Dα + V с потен-
циалом V ∈ L1

loc, имеющим локальную особенность, например V (x) = b‖x‖−α
p , 0 < α < 1.

Основная цель здесь — доказать, что при некоторых условиях на V квадратичная форма

Q(u, u) := QDα(u, u) +QV (u, u),

где

QDα(u, u) =

∫ ∣∣Dα/2u
∣∣2 dm, QV (u, u) =

∫
|u|2V dm,
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полуограничена и, следовательно, определяет самосопряженный оператор H. При определен-
ных условиях на V мы докажем, что множество D локально постоянных функций с компакт-
ным носителем действительно является ядром формы для Q(u, u).

Мы также докажем несколько результатов об отрицательной части спектра оператора H.
Например, если V ∈ Lp для некоторого p > 1/α, то оператор H имеет существенный спектр,
совпадающий со спектром оператора Dα. В частности, если H имеет какой-либо отрицатель-
ный спектр, то он состоит из последовательности отрицательных собственных значений ко-
нечной кратности. Если эта последовательность бесконечна, то она стремится к нулю.

В заключительном разд. 4 мы рассматриваем оператор H = Dα + b‖x‖−α
p , предполагая,

что 0 < α < 1 и b ≥ b∗, где b∗ — критическое значение, которое будет указано позже. Мы дока-
жем, что уравнение Hu = v обладает фундаментальным решением gH(x, y) (которое является
функцией Грина оператора H). Функция gH(x, y) непрерывна и принимает конечные значения
вне диагонали. Пусть gDα(x, y) — функция Грина оператора Dα. Основным результатом этого
раздела является следующее утверждение: для любого b ≥ b∗ существует β, (α− 1)/2 ≤ β < α,
такое, что

gH(x, y)

gDα(x, y)


(
‖x‖p
‖y‖p

∧ ‖y‖p
‖x‖p

)β
,

где знак 
 подразумевает, что отношение левой и правой частей ограничено снизу и сверху по-
ложительными константами. Этот результат необходимо сравнить с оценками функции Грина
для операторов Шрёдингера на полных римановых многообразиях (см. [22]).

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

2.1. Однородное ультраметрическое пространство. Пусть (X, d) — локально ком-
пактное сепарабельное ультраметрическое пространство. Напомним, что метрика d называется
ультраметрикой, если она удовлетворяет ультраметрическому неравенству

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}, (2.1)

которое сильнее обычного неравенства треугольника. Основное следствие ультраметрического
свойства состоит в том, что каждый открытый шар является замкнутым множеством. При
этом каждую точку x шара B можно рассматривать как его центр, а любые два шара A и B
либо не пересекаются, либо являются вложенными (один является подмножеством другого).
В частности, ультраметрическое пространство (X, d) вполне несвязно (см. [9] и цитируемую
там литературу). В этой статье мы предполагаем, что ультраметрическое пространство (X, d)
собственное, т.е. каждый замкнутый шар является компактом.

Любому ультраметрическому пространству (X, d) можно стандартным образом поставить
в соответствие дерево T . Вершинами дерева являются метрические шары. Дерево T будет
ультраметрическим пространством, если расстояние между двумя шарами u и v определить
как диаметр diam(u � v) минимального шара u � v, содержащего оба шара u и v. Границу ∂T
можно отождествить с одноточечной компактификацией X ∪ {	} пространства X.

Описание связи между ультраметрическим пространством и деревом его метрических ша-
ров можно найти в [9].

Определение 2.1. Ультраметрическое пространство с мерой (X, d,m) называется одно-
родным, если группа его изометрий действует транзитивно и сохраняет меру.

Следующий замечательный результат установлен М. Дель Муто и А. Фига-Таламанкой [15,
Sect. 2].

Теорема 2.2. Любое однородное ультраметрическое пространство с мерой (X, d,m)
можно отождествить с некоторой локально компактной абелевой группой, наделенной
трансляционно инвариантной ультраметрикой и мерой Хаара.
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Рис. 1. Дерево шаров со степенями исхода вершин an = 2

Например, множество X = [0,+∞), наделенное ультраметрической структурой, порожден-
ной p-адическими интервалами, и нормированной мерой Лебега, является некомпактным одно-
родным ультраметрическим пространством с мерой. Его дерево шаров, очевидно, совпадает с
деревом шаров кольца p-адических чисел Qp, поэтому эти два однородных ультраметрических
пространства с мерой изометрически изоморфны.

Отождествление в теореме 2.2 не является однозначным. Один из возможных способов
определить такое отождествление — выбрать последовательность a = {an} степеней исхода
вершин, соответствующую дереву шаров T (рис. 1). Эта последовательность двусторонняя,
если X некомпактно и совершенно (не имеет изолированных точек), и односторонняя, если X
компактно и совершенно или X дискретно. В первом случае мы отождествляем X с кольцом
a-адических чисел Ωa, во втором случае — с кольцом целых a-адических чисел Δa ⊂ Ωa, в тре-
тьем случае — с дискретной группой [Ωa : Δa]. Отметим, что Ωa = Qp — кольцо p-адических
чисел (соответственно Δa = Zp — кольцо p-адических чисел), если все числа an одинаковы
и равны p. Группа [Qp :Zp] — это просто бесконечное произведение циклических групп Zp

порядка p.
За подробным описанием специальных групп Ωa, Δa и [Ωa :Δa] мы отсылаем читателя к

монографии Э. Хьюитта и К. Росса [23].

2.2. Однородный иерархический лапласиан. Пусть (X, d,m) — некомпактное одно-
родное ультраметрическое пространство с мерой. Пусть B — множество всех открытых шаров,
B(x) ⊂ B — множество шаров с центром в x и C : B → (0,∞) — функция, удовлетворяющая
следующим условиям:

(i) C(A) = C(B) для любых двух шаров A и B одинакового диаметра;
(ii) λ(B) :=

∑
T∈B : B⊆T C(T ) < ∞ для всех B ∈ B;

(iii) supB∈B(x) λ(B) = ∞ для любой неизолированной точки x.

Класс функций C(B), удовлетворяющих этим условиям, достаточно богат; например, мож-
но взять

C(B) =

(
1

m(B)

)α
−
(

1

m(B′)

)α
для любых двух ближайших (соседних) шаров B ⊂ B′. В этом случае λ(B) = (1/m(B))α.

Однородный иерархический лапласиан L определяется (поточечно) как

Lf(x) :=
∑

B∈B(x)
C(B)

⎛⎝f(x)− 1

m(B)

∫
B

f dm

⎞⎠ . (2.2)
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В общем случае ряд в (2.2) расходится, но для f ∈ D, где D — множество всех локально посто-
янных функций с компактным носителем, он сходится в банаховых пространствах Lp(X,m),
1 ≤ p < ∞, и в C∞(X).

Выберем любые два ближайших соседних шара B ⊂ B′ и положим

fB =
1B

m(B)
− 1B′

m(B′)
. (2.3)

Тогда ясно, что fB ∈ D, и можно проверить, что

LfB(x) = λ(B′)fB(x). (2.4)

Поскольку пара B ⊂ B′ пробегает все ближайшие соседние шары в B, система {fB : B ∈ B}
полна. В частности, мы заключаем, что L : D → L2(X,m) — существенно самосопряженный
оператор.

Внутренняя ультраметрика d∗(x, y), ассоциированная с L, определяется следующим об-
разом:

d∗(x, y) :=

⎧⎨⎩
0, если x = y,

1

λ(x � y)
, если x �= y,

(2.5)

где x � y — минимальный шар, содержащий обе точки x и y. В частности, для любого неод-
ноэлементного шара B имеем

λ(B) =
1

diam∗(B)
. (2.6)

Спектральная функция τ → N(τ) (см. (1.6)) определяется как непрерывная слева ступенчатая
функция со скачками в точках λ(B) и со значениями

N(λ(B)) =
1

m(B)
.

Функция объема V (r) определяется как V (r) = m(B), где шар B имеет d∗-радиус r. Легко
понять, что

N(τ) =
1

V (1/τ)
. (2.7)

Марковская полугруппа Pt = e−tL, t > 0, обладает непрерывной плотностью p(t, x, y) относи-
тельно m; мы называем ее ядром теплопроводности. Функцию p(t, x, y) можно представить в
виде (1.6).

При λ > 0 марковская резольвента Gλ = (λ + L)−1 обладает непрерывным строго поло-
жительным интегральным ядром g(λ, x, y). Оператор Gλ корректно определен при λ = 0 (т.е.
марковская полугруппа (Pt)t>0 невозвратна) тогда и только тогда, когда для некоторых (или,
что то же самое, для всех) x ∈ X обратная величина к функции объема τ → 1/V (τ) интегри-
руема в бесконечности. Интегральное ядро g(x, y) := g(0, x, y), называемое также функцией
Грина, имеет вид

g(x, y) =

+∞∫
r

dτ

V (τ)
, r = d∗(x, y). (2.8)

При некоторых тауберовых условиях оно принимает вид

g(x, y) 
 r

V (r)
, r = d∗(x, y). (2.9)
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2.3. Подчиненность. Пусть Φ: R+ → R+ — возрастающий гомеоморфизм. Для любых
двух ближайших соседних шаров B ⊂ B′ определим

C(B) = Φ

(
1

m(B)

)
− Φ

(
1

m(B′)

)
. (2.10)

Пусть LΦ — иерархический лапласиан, соответствующий C(B). Имеют место следующие свой-
ства:

(i) λ(B) =Φ(1/m(B)); в частности, лапласианы LΦ и LId связаны уравнением LΦ =Φ(LId);2

(ii) d∗(x, y) = 1/Φ(1/m(x � y));
(iii) V (r) ≤ 1/Φ−1(1/r);
(iv) V (r) 
 1/Φ−1(1/r) при условии, что как Φ, так и Φ−1 удовлетворяют условию удвоения

и неравенство m(B′) ≤ Cm(B) выполнено для некоторого C > 0 и всех ближайших
соседних шаров B ⊂ B′. В частности, в этом случае мы имеем

pΦ(t, x, y) 
 tmin

{
1

t
Φ−1

(
1

t

)
,

1

m(x � y)
Φ

(
1

m(x � y)

)}
.

2.4. Мультипликаторы. Как частный случай общей конструкции рассмотрим кольцо
p-адических чисел X = Qp, снабженное стандартной ультраметрикой d(x, y) = ‖x − y‖p. За-
метим, что, как уже было указано во введении, ультраметрические пространства (Qp,d) и
([0,∞), d) с неевклидовой метрикой d изометрически изоморфны (изометрию можно устано-
вить путем отождествления их деревьев метрических шаров).

Пусть F : f → f̂ — преобразование Фурье функции f . Известно (см. [26, 36, 39]), что
F : D → D — биекция.

Пусть Φ: R+ → R+ — возрастающий гомеоморфизм. Определим самосопряженный опера-
тор Φ(D) как мультипликатор, т.е.

Φ̂(D)f(ξ) = Φ(‖ξ‖p)f̂(ξ), ξ ∈ Qp. (2.11)

В силу теоремы 3.1 из [8] оператор Φ(D)— однородный иерархический лапласиан. Собственные
значения λ(B) оператора Φ(D) имеют вид

λ(B) = Φ

(
p

m(B)

)
= Φ

(
p

diam(B)

)
. (2.12)

Пусть pΦ(t, x, y) — ядро теплопроводности, соответствующее оператору Φ(D). Предполагая,
что Φ и Φ−1 удовлетворяют условию удвоения, мы получаем следующее соотношение:

pΦ(t, x, y) 
 tmin

{
1

t
Φ−1

(
1

t

)
,

1

‖x− y‖p
Φ

(
1

‖x− y‖p

)}
. (2.13)

Оператор Тейблсона–Владимирова Dα, введенный в [36] и [39], является мультипликатором,
соответствующим функции Φ(τ) = τα. На множестве D его можно представить в виде

Dαψ(x) = − 1

Γp(−α)

∫
Qp

ψ(x) − ψ(y)

‖x− y‖1+α
p

dm(y), (2.14)

где Γp(z) = (1− pz−1)(1− p−z)−1 — это p-адическая гамма-функция. Функция z → Γp(z) меро-
морфна в комплексной плоскости C, при этом она удовлетворяет функциональному уравнению
Γp(z)Γp(1− z) = 1.

2В случае, когда Φ(τ ) — функция Бернштейна, соотношение LΦ = Φ(LId) изучается в известной теории
подчиненности Бохнера (см. [19]).
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В силу сказанного выше ядро теплопроводности pα(t, x, y) (переходную плотность марков-
ской полугруппы (e−tDα

)t>0) можно оценить следующим образом:

pα(t, x, y) 

t

(t1/α + ‖x− y‖p)1+α
. (2.15)

В частности, марковская полугруппа (e−tDα
)t>0 невозвратна тогда и только тогда, когда α < 1.

В невозвратном случае функцию Грина gα(x, y) можно вычислить явно:

gα(x, y) =
1

Γp(α)

1

‖x− y‖1−α
p

. (2.16)

По поводу всех перечисленных выше фактов мы отсылаем читателя к [7–9].

2.5. Символ иерархического лапласиана. Отождествляя X с локально компактной
абелевой группой, мы можем рассматривать −L как изотропный генератор Леви. В силу (1.4)
оператор L на D принимает вид

Lf(x) =

∫
X

(
f(x)− f(y)

)
J(x− y) dm(y) (2.17)

или, что эквивалентно, в терминах преобразования Фурье

L̂f(θ) = L̂(θ) f̂(θ), θ ∈ X̂, (2.18)

где X̂ — двойственная абелева группа (например, Q̂p можно отождествить с Qp) и

L̂(θ) =

∫
X

[
1− Re〈h, θ〉

]
J(h) dm(h). (2.19)

Функция L̂(θ) ≥ 0 (символ генератора Леви −L) является непрерывной и отрицательно опре-
деленной (см. [11]). В частности, функция

√
L̂(θ) субаддитивна. По свойству подчиненности

(см. [8, теорема 3.1]) функция L̂(θ)2 является символом симметричного генератора Леви −L2,
поэтому функция L̂(θ) =

√
L̂(θ)2 также субаддитивна, т.е. удовлетворяет неравенству тре-

угольника
L̂(θ1 + θ2) ≤ L̂(θ1) + L̂(θ2). (2.20)

Поскольку −L является изотропным генератором Леви (см. [8, п. 5.2]), имеет место более
сильное свойство.

Теорема 2.3. Функция L̂(θ) удовлетворяет ультраметрическому неравенству

L̂(θ1 + θ2) ≤ max
{
L̂(θ1), L̂(θ2)

}
. (2.21)

Доказательство. Для упрощения обозначений будем считать, что X = Qp — кольцо
p-адических чисел. Пусть B ⊂ B′ — два ближайших соседних шара с центрами в нейтральном
элементе. Отметим, что B и B′ являются компактными подгруппами группы Qp, скажем,
B = p−kZp и B′ = p−k−1Zp. Применяя преобразование Фурье к обеим частям уравнения (2.4),
получаем

L̂(θ)f̂B(θ) = λ(B′)f̂B(θ). (2.22)

Мера ωB = (1Bm)/m(B) является нормированной мерой Хаара компактной подгруппы B;
аналогичный факт справедлив и для ωB′ . Поскольку для любой локально компактной абелевой
группы преобразование Фурье нормированной меры Хаара любой компактной подгруппы A
является индикатором ее группы-аннулятора A⊥, а в нашем частном случае B⊥ = pkZp и
(B′)⊥ = pk+1Zp, получаем

f̂B(θ) = 1B⊥(θ)− 1(B′)⊥(θ) = 1∂B⊥(θ), (2.23)
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где ∂B⊥ — сфера B⊥ \ (B′)⊥. Из уравнений (2.23) и (2.4) следует, что функция L̂(θ) принимает
постоянное значение λ(B′) на сфере ∂B⊥, т.е. L̂(θ) = ψ(‖θ‖p) для некоторой функции ψ(τ)
такой, что ψ(0) = 0 и ψ(+∞) = +∞. Поскольку из вложения C ⊂ D следует неравенство
λ(C) > λ(D), функцию ψ(τ) можно выбрать непрерывной и возрастающей, поэтому L̂(θ) =
= ψ(‖θ‖p) удовлетворяет ультраметрическому неравенству (2.21), что и утверждалось. �

3. ОПЕРАТОРЫ ТИПА ШРЁДИНГЕРА

Пусть (X, d,m) — однородное ультраметрическое пространство с мерой и L — однородный
иерархический лапласиан на нем. В этом разделе мы приступаем к изучению операторов типа
Шрёдингера

Hf(x) = Lf(x) + V (x)f(x).

Наша цель — найти условия, при которых данному уравнению можно поставить в соответствие
самосопряженный оператор H, действующий в L2(X,m).

3.1. Локально ограниченные потенциалы. Если предположить, что потенциал V —
локально ограниченная функция, то

(Hu)(x) := (Lu)(x) + V (x)u(x)

будет корректно определенным симметричным оператором H : D → L2(X,m). Доказательство
следующей теоремы см. в [5, Theorem 3.1].

Теорема 3.1. Предположим, что V — локально ограниченная функция. Тогда справед-
ливы следующие утверждения.

1. Оператор H существенно самосопряженный.
2. Если V (x) → ∞ при x → 	, то самосопряженный оператор H имеет компактную

резольвенту (следовательно, его спектр дискретен).
3. Если V (x) → 0 при x → 	, то существенный спектр оператора H совпадает со спек-

тром оператора L (таким образом, спектр оператора H чисто точечный, а отрицательная
часть спектра состоит из изолированных собственных значений конечной кратности).

Замечание 3.2. Для классического оператора Шрёдингера H = −Δ+ V , определенного
на множестве гладких функций с компактным носителем, утверждение, аналогичное утвер-
ждению 1 теоремы 3.1, известно как теорема Сирса: H существенно самосопряжен, если по-
тенциал V допускает нижнюю оценку

V (x) ≥ −Q(|x|),

где Q(r) > 0 — непрерывная неубывающая функция такая, что
∞∫
0

Q(r)−1/2 dr = ∞;

в противном случае H может не быть существенно самосопряженным (см. [10, гл. II, теоре-
ма 1.1, пример 1.1]).

3.2. Потенциалы с локальными особенностями. Если нас интересуют потенциалы
с локальными особенностями, такие как V (x) = b‖x‖−β

p , b ∈ R, то нам следует наложить
определенные локальные условия на потенциал V , чтобы доказать, что квадратичная форма

Q(u, u) := QL(u, u) +QV (u, u), (3.1)
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определенная на множестве

dom(Q) := dom(QL) ∩ dom(QV ),

является плотно определенной ограниченной снизу замкнутой квадратичной формой, а зна-
чит, ей соответствует ограниченный снизу самосопряженный оператор H (см. [14, Sect. 4.4]).
Принято писать H = L + V , но следует помнить, что это сумма квадратичных форм, а не
операторов, как в предыдущем пункте.

Теорема 3.3. Если 0 ≤ V ∈ L1
loc(X,m), то квадратичная форма (3.1) является ре-

гулярной формой Дирихле. В частности, это форма неотрицательного самосопряженного
оператора H,

Q(u, u) =
(
H1/2u,H1/2u

)
,

а множество D является ядром для Q.
Доказательство. Множество D принадлежит как dom(QL), так и dom(QV ); следователь-

но, Q плотно определена. Положим Vτ = V ∧ τ и определим на множестве dom(QL) форму

Qτ (u, u) = QL(u, u) +QVτ (u, u).

Поскольку потенциал Vτ ограничен, форма Qτ замкнута. В частности, функция u → Qτ (u, u)
полунепрерывна снизу. Отсюда следует, что функция u → Q(u, u) = sup{Qτ (u, u) : τ > 0}
также полунепрерывна снизу. Следовательно, согласно [14, Theorem 4.4.2] форма Q замкнута
и, значит, является формой неотрицательно определенного самосопряженного оператора H.
Ясно, что форма Q марковская, т.е. на (Q,F), где F = dom(Q), действует нормальное сжатие.
Таким образом, Q — форма Дирихле. Покажем, что D является ядром для Q, т.е. что Q —
регулярная форма Дирихле (см. [20]).

Шаг 1. Положим un = ((−n) ∨ u) ∧ n для u ∈ dom(Q). Тогда un ∈ dom(Q) и имеем сходи-
мость Q(u− un, u− un) → 0 (см. [20, Theorem 1.4.2]). Следовательно, множество ограниченных
функций из dom(Q) является ядром для Q.

Шаг 2. Пусть B — шар с центром в нейтральном элементе. Пусть u ∈ dom(QL) ограничена
и uB = 1B · u. Функция 1B принадлежит D ⊂ dom(QL), поэтому в силу [20, Theorem 1.4.2]
получаем uB ∈ dom(QL) и√

QL(uB , uB) ≤
√
QL(u, u) + ‖u‖∞

√
QL(1B ,1B).

Следующий вспомогательный результат представляет и самостоятельный интерес: пусть B′ ⊃
⊃ B — ближайшие соседние шары и λ(B′) — собственное значение оператора L, соответству-
ющее шару B′ (см. (2.3) и (2.4)). Тогда

1

2
m(B)λ(B′) < QL(1B ,1B) < 2m(B)λ(B′). (3.2)

Действительно, чтобы доказать неравенство (3.2), запишем

1B
m(B)

=
∑

T∈B : B⊆T

fT ,

где ряд сходится в L2(X,m). Так как λ(C) < λ(D) для любых двух шаров C ⊃ D, то спра-
ведлива следующая формула, в которой ряды сходятся в L2(X,m) (а также в равномерной
метрике):

L1B = m(B)
∑

T∈B : B⊆T

LfT = m(B)
∑

T∈B : B⊆T

λ(T ′)fT .
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Поэтому 1B ∈ dom(L) и имеем

QL(1B ,1B) = (L1B ,1B) = m(B)2
∑

T∈B : B⊆T

λ(T ′)‖fT ‖2 =

= m(B)2
∑

T∈B : B⊆T

λ(T ′)

(
1

m(T )
− 1

m(T ′)

)
.

Из этого тождества, в свою очередь, вытекают требуемые неравенства

QL(1B ,1B) > m(B)λ(B′)

(
1− m(B)

m(B′)

)
≥ 1

2
m(B)λ(B′)

и

QL(1B ,1B) < m(B)λ(B′)
∑

T∈B : B⊆T

m(B)

m(T )
≤ 2m(B)λ(B′).

В частности, если предположить, что

lim
B↗X

m(B)λ(B′) = 0 (3.3)

(это так, например, в случае оператора L = Dα, α > 1), то

lim sup
B↗X

QL(uB , uB) ≤ QL(u, u). (3.4)

С другой стороны, так как форма QL замкнута, то функция u → QL(u, u) полунепрерывна
снизу, поэтому получаем

lim inf
B↗X

QL(uB , uB) ≥ QL(u, u). (3.5)

Таким образом, предполагая выполненным условие (3.3), мы получаем

lim
B↗X

QL(uB , uB) = QL(u, u). (3.6)

По теореме Лебега о сходимости имеем

lim
B↗X

QV (uB , uB) = QV (u, u). (3.7)

Следовательно, применяя (3.6) и (3.7), получаем

lim
B↗X

Q(uB , uB) = Q(u, u). (3.8)

Шаг 3. Пусть (Rλ)λ>0 — марковская резольвента, соответствующая Q. Пусть Q1(f, g) :=
:= Q(f, g) + (f, g). Тогда для любой функции v ∈ L2(X,m) по теореме Лебега о сходимости

Q1(uB , R1v) = (uB , v) → (u, v) = Q1(u,R1v).

Так как R1(L
2(X,m)) — всюду плотное подмножество в гильбертовом пространстве (F , ‖·‖∗),

где F = dom(Q) и ‖u‖∗ =
√

Q1(u, u), то последовательность uB слабо сходится в (F , ‖·‖∗) к u,
т.е.

Q1(uB , w) → Q1(u,w) ∀w ∈ dom(Q). (3.9)
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Из соотношений (3.8) и (3.9) получаем

lim
B↗X

Q1(u− uB , u− uB) = lim
B↗X

(
Q1(u, u)− 2Q1(uB , u) +Q1(uB , uB)

)
=

= Q1(u, u)− 2 lim
B↗X

Q1(uB , u) + lim
B↗X

Q1(uB , uB) =

= Q1(u, u)− 2Q1(u, u) +Q1(u, u) = 0.

Таким образом, если условие (3.8) выполнено, то множество ограниченных функций с ком-
пактным носителем в dom(Q) является ядром для Q, что и требовалось.

Шаг 4. Чтобы доказать свойство (3.8) без каких-либо ограничений на спектр оператора L,
мы вынуждены применить преобразование Фурье и воспользоваться метрическими свойства-
ми символа L̂(θ) оператора L. Для упрощения обозначений будем считать, что X = Qp, так что
X̂ = Qp. Любой шар B с центром в нейтральном элементе является компактной подгруппой
в X. Поскольку преобразование Фурье нормированной меры Хаара компактной подгруппы
является индикатором ее аннулятора, имеем

QL(uB , uB) =

∫
̂X

L̂(θ)|ûB(θ)|2 dm̂(θ) =

∫
̂X

L̂(θ)|û ∗ m̂B⊥(θ)|2 dm̂(θ),

где B⊥ — аннулятор компактной подгруппы B ⊂ X, а m̂B⊥ — нормированная мера Хаара
группы B⊥. Имея это в виду и используя неравенство

|û ∗ m̂B⊥ |2 ≤ |û |2 ∗ m̂B⊥ ,

получаем

QL(uB , uB) ≤
∫
̂X

L̂(θ)
(
|û|2 ∗ m̂B⊥

)
(θ) dm̂(θ) =

∫
̂X

L̂(θ)

⎛⎝ ∫
B⊥

|û(θ + ζ)|2 dm̂B⊥(ζ)

⎞⎠ dm̂(θ) =

=

∫
B⊥

⎛⎝∫
̂X

L̂(θ + ζ)|û(θ)|2 dm̂(θ)

⎞⎠ dm̂B⊥(ζ).

По теореме 2.3 имеем L̂(θ) = ψ(‖θ‖p), где ψ(τ) — возрастающая непрерывная функция. Отсю-
да следует, что функция θ → L̂(θ) удовлетворяет ультраметрическому неравенству (2.21), и,
значит,

QL(uB , uB) ≤
∫
B⊥

⎛⎝∫
̂X

max
{
L̂(θ), L̂(ζ)

}
|û(θ)|2 dm̂(θ)

⎞⎠ dm̂B⊥(ζ) ≤

≤
∫
B⊥

⎛⎝∫
̂X

(
L̂(θ) + L̂(ζ)

)
|û(θ)|2 dm̂(θ)

⎞⎠ dm̂B⊥(ζ).

Так как m̂B⊥(1) = 1, то из сказанного выше следует неравенство

QL(uB , uB) ≤ QL(u, u) +

⎛⎝ ∫
B⊥

L̂(ζ) dm̂B⊥(ζ)

⎞⎠‖u‖2.

При B ↗ X мера m̂B⊥ слабо сходится к мере Дирака, сосредоточенной в нейтральном эле-
менте. Поскольку L̂(0) = 0, мы наконец получаем

lim sup
B↗X

QL(uB , uB) ≤ QL(u, u). (3.10)
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Очевидно, из соотношений (3.10), (3.5) и (3.7) вытекает равенство

lim
B↗X

Q(uB , uB) = Q(u, u),

которое справедливо без каких-либо ограничений на спектр оператора L. Таким образом, как
и на шаге 3, мы приходим к выводу, что множество ограниченных функций с компактным
носителем из dom(Q) является ядром для Q, что и требовалось.

Шаг 5. Пусть теперь u ∈ dom(Q) ограничена и имеет компактный носитель. Пусть B —
шар с центром в нейтральном элементе группы X (напомним, что B — компактная подгруппа
группы X) иmB — ее нормированная мера Хаара. Положим uB = u ∗mB . Функция uB локаль-
но постоянна и имеет компактный носитель; следовательно, она принадлежит D ⊂ dom(Q).
Имеем ûB = û · 1B⊥ , откуда

lim
B→{e}

∥∥u− uB
∥∥2
2
= lim

B⊥→ ̂X

∫
(B⊥)c

|û(θ)|2 dm̂(θ) = 0; (3.11)

аналогично

lim
B→{e}

QL

(
u− uB , u− uB

)
= lim

B⊥→ ̂X

∫
(B⊥)c

L̂(θ)|û(θ)|2 dm̂(θ) = 0. (3.12)

Существует компакт K, содержащий носитель любой функции u− uB такой, что diam(B) ≤ 1.
Для ε > 0 существует разложение V |K = V1 + V2 такое, что ‖V1‖1 < ε и V2 ∈ L∞(X,m). Тогда
имеем

QV

(
u− uB, u− uB

)
=

∫
K

V |u− uB |2 dm =

∫
K

V1|u− uB|2 dm+

∫
K

V2|u− uB |2 dm ≤

≤ 4ε‖u‖2∞ + ‖V2‖∞
∥∥u− uB

∥∥2
2
,

откуда
lim sup
B→{e}

QV

(
u− uB , u− uB

)
≤ 4ε‖u‖2∞. (3.13)

Очевидно, из соотношений (3.11)–(3.13) вытекает требуемый результат

lim
B→{e}

Q1

(
u− uB , u− uB

)
= 0,

т.е. D действительно является ядром для Q = QL +QV . �
Замечание 3.4. Ясно, что теорему 3.3 можно распространить на те V , которые ограни-

чены снизу и ограничены в L1
loc(X,m), просто добавив достаточно большую положительную

константу. Однако если нас интересуют V с отрицательными локальными особенностями, то
нам нужны более сильные локальные условия на V , чтобы доказать замкнутость формы Q.

Определение 3.5. Пусть число p ≥ 1 фиксировано. Будем говорить, что потенциал V
лежит в Lp + L∞, если его можно представить в виде V = V ′ + V ′′, где V ′ ∈ Lp(X,m) и
V ′′ ∈ L∞(X,m). Это разложение не единственно, и если оно возможно, то можно сделать так,
чтобы норма ‖V ′‖p была сколь угодно малой.

Теорема 3.6. Рассмотрим кольцо X = Qp, наделенное мерой Хаара m. Пусть L = Dγ —
оператор, действующий в L2(Qp,m), и Q = QL +QV — квадратичная форма (3.1), в которой
V ∈ Lp + L∞ для некоторого p > 1/γ. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Форма Q является плотно определенной ограниченной снизу замкнутой квадратичной
формой. В частности, Q отвечает ограниченному снизу самосопряженному оператору H.

2. Если 2 ≤ 1/γ < p, то dom(H) = dom(Dγ). То же верно при 1/γ < 2 и p = 2.
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Доказательство. Множество D лежит как в dom(QL), так и в dom(QV ), поэтому Q плот-
но определена. Для произвольного ε > 0 мы можем найти разложение |V | = W + W ′ такое,
что ‖W‖p < ε и W ′ ∈ L∞(X,m). Мы утверждаем, что если ε > 0 достаточно мало, то∥∥W 1/2u

∥∥2
2
≤ 1

2
QL(u, u) + c0‖u‖22 (3.14)

для некоторой константы c0 > 0 и всех u ∈ dom(QL). В силу неравенства (3.14) мы имеем∫
|V | · |u|2 dm ≤

∥∥W 1/2u
∥∥2
2
+ ‖W ′‖∞‖u‖22 ≤

1

2
QL(u, u) + c1‖u‖22

для некоторой константы c1 > 0 и всех u ∈ dom(QL). Таким образом, для c2 > 2c1 получаем

1

2

{
QL(u, u) + c2‖u‖22

}
≤ Q(u, u) + c2‖u‖22 ≤ 3

2

{
QL(u, u) + c2‖u‖22

}
.

Отсюда следует, что квадратичная форма u → Q(u, u) + c2‖u‖22 неотрицательна и замкнута,
поэтому ей соответствует неотрицательный самосопряженный оператор, который, очевидно,
равен H + c2I. Для доказательства неравенства (3.14) нам потребуются некоторые вспомога-
тельные Lp-оценки, представляющие самостоятельный интерес.

(E1) Если 0 < α ≤ 1/(2γ) и 2 ≤ p < 2/(1 − 2αγ), то (Dγ + I)−α — ограниченный ли-
нейный оператор из L2(X,m) в Lp(X,m). Если α > 1/(2γ), то (Dγ + I)−α — ограниченный
линейный оператор из L2(X,m) в L∞(X,m).

(E2) Если 0 < α ≤ 1/(2γ) и W ∈ Lq(X,m), то A := W · (Dγ + λI)−α — ограниченный
линейный оператор на L2(X,m) при условии, что 1/(αγ) < q ≤ ∞. При этом существует
константа c > 0 такая, что ‖A‖L2→L2 ≤ c‖W‖q для всех таких W. Такая же оценка спра-
ведлива в случае α > 1/(2γ) и q = 2. В обоих случаях оператор A является компактным
оператором на L2. Кроме того,

lim
λ→∞

∥∥W · (Dγ + λI)−α
∥∥
L2→L2 = 0.

Доказательство утверждения (E1). Предположим сначала, что 0 < α ≤ 1/(2γ). Опреде-
лим функцию g(y) := (‖y‖γp + 1)−α и предположим, что 1/(αγ) < s < ∞. Тогда

‖g‖ss =
∫
Qp

dm(y)

(‖y‖γp + 1)αs
=

(
1− 1

p

) ∞∑
τ=−∞

pτ

(pτγ + 1)αs
< ∞.

Если k = (̂Dγ + I)−αf и f ∈ L2, то k(y) = g(y)f̂(y). Положим 1/q = 1/s + 1/2, 1/(αγ) < s ≤ ∞.
Тогда 1 < q ≤ 2 и

‖k‖q ≤ ‖g‖s‖f̂‖2 = c1‖f‖2.

Если 1/p + 1/q = 1, то 2 ≤ p < ∞ и в силу теоремы Хаусдорфа–Юнга

‖(Dγ + I)−αf‖p = ‖k̂‖p ≤ ‖k‖q ≤ c1‖f‖2.

Имеем 1/p = 1− 1/q = 1/2 − 1/s и 1/(αγ) < s ≤ ∞, поэтому p возрастает от 2 до 2/(1 − 2αγ),
когда s убывает от ∞ до 1/(αγ). Если α > 1/(2γ), то определенная выше функция g лежит
в L2 и мы заключаем, что

‖k‖1 = ‖gf̂‖1 ≤ ‖g‖2‖f̂‖2 = c2‖f‖2,

поэтому, как и выше,
‖(Dγ + I)−αf‖∞ = ‖k̂‖∞ ≤ ‖k‖1 ≤ c2‖f‖2,

что и требовалось.
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Доказательство утверждения (E2). Для любого фиксированного λ> 0 при 0<α≤ 1/(2γ)
имеем ∥∥W · (Dγ + λI)−αf

∥∥
2
≤ ‖W‖q‖(Dγ + λI)−αf‖p

при условии, что 1/2 = 1/p+ 1/q. Условие 2 ≤ p < 2/(1 − 2αγ) эквивалентно условию 1/(αγ) <
< q ≤ ∞. Тогда нужный результат получается из утверждения (E1). Случай α > 1/(2γ) ана-
логичен, при этом ∥∥W · (Dγ + λI)−αf

∥∥
2
≤ ‖W‖2‖(Dγ + λI)−αf‖∞.

Для доказательства компактности оператора A = W · (Dγ + λI)−α выберем последователь-
ность Wn ∈ D такую, что Wn → W в Lq. Пусть Φn — строго возрастающая функция такая, что
Φn(τ) = τγ для 0 ≤ τ ≤ n и Φn(τ) 
 eτ при τ → ∞. Если положить An = Wn · (Φn(D) + λI)−α,
то An → A в операторной норме. Поскольку множество компактных операторов замкнуто от-
носительно взятия предела по норме, достаточно доказать, что каждый оператор An является
оператором Гильберта–Шмидта. Каждый оператор An унитарно эквивалентен интегральному
оператору Ân : û → Ânu с ядром

Ân(θ, ζ) = Ŵn(θ − ζ)
(
Φn(‖ζ‖) + λ

)−α
:= Ŵn(θ − ζ)G(ζ),

так что для нормы Гильберта–Шмидта ‖Ân‖ оператора Ân имеем

‖Ân‖ = ‖Wn‖2‖G‖2 < ∞.

Таким образом, оператор A = W · (Dγ + λI)−α компактен и, очевидно, его норма стремится к
нулю при λ → ∞.

Перейдем к доказательству оценки (3.14). В случае 0 < γ ≤ 1 и p > 1/γ имеем∥∥W 1/2u
∥∥2
2
=
∥∥W 1/2 · (Dγ + I)−1/2 · (Dγ + I)1/2u

∥∥2
2
≤

≤
∥∥W 1/2 · (Dγ + I)−1/2

∥∥2
L2→L2

∥∥(Dγ + I)1/2u
∥∥2
2
=

=
∥∥W 1/2 · (Dγ + I)−1/2

∥∥2
L2→L2

(
QL(u, u) + ‖u‖22

)
≤

≤ c‖W 1/2‖2q
(
QL(u, u) + ‖u‖22

)
≤ 1

2
QL(u, u) + c1‖u‖22

при условии, что ε > 0 выбрано достаточно малым и q = 2p > 2/γ, как в утверждении (E2)
при α = 1/2.

Случай γ > 1 аналогичен. Ограничение p > 1/γ переходит в p ≥ 1. Положим Y = {|V | > τ}
и W = |V |1Y . По неравенству Маркова m(Y ) ≤ τ−p‖V ‖pp < ∞, поэтому ‖W‖1 = o(1) при
τ → ∞. В частности, W 1/2 ∈ L2 и ‖W 1/2‖2 = o(1) при τ → ∞. Применяя вторую часть
утверждения (E2) при α = 1/2 и q = 2, заключаем, что∥∥W 1/2u

∥∥2
2
≤ c‖W 1/2‖22

(
QL(u, u) + ‖u‖22

)
≤ 1

2
QL(u, u) + c1‖u‖22,

как и требовалось. Чтобы доказать, что dom(H) = dom(Dγ), сначала представим V в виде
V = V ′ + V ′′, где V ′ ∈ Lp(X,m) и V ′′ ∈ L∞(X,m). Из утверждения (E2) получаем

lim
λ→∞

∥∥V ′ · (Dγ + λI)−1
∥∥
L2→L2 = 0.

Также имеем ∥∥V ′′ · (Dγ + λI)−1
∥∥
L2→L2 ≤ ‖V ′′‖∞‖(Dγ + λI)−1‖L2→L2 = λ−1‖V ′′‖∞
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при всех λ > 0, откуда
lim
t→∞

∥∥V · (Dγ + λI)−1
∥∥
L2→L2 = 0.

Для любого достаточно малого 1 > δ > 0 мы можем выбрать достаточно большое λ > 0 так,
что

‖V f‖2 ≤ δ‖Dγf‖2 + λδ‖f‖2
для всех f ∈ dom(Dγ). Таким образом, V — относительно ограниченное возмущение операто-
ра Dγ с относительной оценкой δ < 1. Поэтому dom(Dγ + V ) = dom(Dγ) в силу [14, Theo-
rem 1.4.2], что завершает доказательство. �

Замечание 3.7. Число N := 2/γ — это так называемая спектральная размерность, свя-
занная с оператором Dγ (напомним, что топологическая размерность пространства состоя-
ний Qp равна нулю). Значение числа N в наших условиях аналогично значению топологи-
ческой размерности в классической теории потенциала; например, утверждения (E1) и (E2)
можно рассматривать как вариант известных оценок для оператора −Δ в евклидовом про-
странстве RN (см. [14, Sect. 3.6]). Еще один пример дает соотношение

pγ(t, x, x) 
 t−N/2, (3.15)

которое справедливо для ядра теплопроводности pγ(t, x, y) оператора Dγ (см. (2.15), а также
более глубокое исследование асимптотического соотношения (3.15) в [4]).

3.3. Положительный спектр. Мы найдем критерии того, что спектр потенциала опе-
ратора типа Шрёдингера H = L + V лежит в интервале [0,∞). Предположим, что квадра-
тичная форма Q = QL +QV плотно определена, ограничена снизу и замкнута, множество D
является ее ядром и, следовательно, H — ограниченный снизу самосопряженный оператор,
отвечающий Q. Напомним, что это так, например, если потенциал V удовлетворяет одному
из условий приведенных выше теорем 3.3 и 3.6. Однако отметим, что даже если Spec(H)
содержится в интервале [0,∞), форма Q не будет формой Дирихле без условия V ≥ 0.

В дальнейшем будем обозначать через Γ(u, v) квадратичный градиент, определяемый сле-
дующим образом: для любых u, v ∈ D полагаем

Γ(u, v) :=
1

2

{
uLv + vLu− L(uv)

}
. (3.16)

Пусть J(x − y) — плотность скачков, соответствующая (нелокальному) иерархическому ла-
пласиану L (см. (2.17) и (2.19)). Несложно показать, что справедливы следующие тождества:

Γ(u, v)(x) =
1

2

∫
X

(
u(y)− u(x)

)(
v(y)− v(x)

)
J(x− y) dm(y), (3.17)

QL(u, v) =

∫
X

Γ(u, v) dm, (3.18)

QL(uv,w) =

∫
X

vΓ(u,w) dm +

∫
X

uΓ(v,w) dm, (3.19)

∫
X

vΓ(u2, w) dm − 2

∫
X

vuΓ(u,w) dm =

=
1

2

∫
X×X

(
u(y)− u(x)

)2
(w(y)− w(x))

(
v(y)− v(x)

)
J(x− y) dm(x) dm(y). (3.20)
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В частности, имеем∫
X

wΓ(u2, w) dm − 2

∫
X

wuΓ(u,w) dm =

=
1

2

∫
X×X

(
u(y)− u(x)

)2(
w(y)− w(x)

)2
J(x− y) dm(x) dm(y) ≥ 0. (3.21)

Представленные выше тождества можно распространить на множество всех ограниченных
функций u, v и w из dom(QL). Подробности см. в [20, Sect. 5].

С помощью интерполяции оператор L : D → L2(X,m) можно продолжить на каждое из
банаховых пространств C∞(X) и Lq(X,m), 1 ≤ q < ∞, как марковский генератор с обратным
знаком. Для упрощения формул мы по-прежнему будем обозначать продолженный оператор
через L и при необходимости указывать его область определения.

Теорема 3.8. Предположим, что существует функция 0 < f ∈ domC∞(X)(L) такая,
что неравенство

V (x) ≥ −Lf(x)

f(x)

справедливо m-почти всюду. Тогда существует самосопряженный оператор H ≥ 0, отвеча-
ющий квадратичной форме Q = QL + QV , т.е. такой, что Q(u, u) = (Hu, u) для всех u ∈
∈ dom(H) ⊂ dom(Q). В частности, Spec(H) ⊆ [0,∞).

Доказательство. Предположим сначала, что f — локально постоянная функция. Поло-
жим Wf := (−Lf)/f , и пусть ϕ ∈ D. Тогда для функции ψ := ϕ/f ∈ D с помощью уравнений
(3.18)–(3.21) получим

Q(ϕ,ϕ) =

∫
X

(
ϕLϕ+ V ϕ2

)
dm ≥

∫
X

(
ϕLϕ+Wfϕ

2
)
dm =

=

∫
X

(
ψLf − 2Γ(f, ψ) + fLψ +Wffψ

)
fψ dm.

Так как Lf +Wff = 0, то правую часть данного неравенства можно записать в виде∫
X

(
−2ψf Γ(f, ψ) + f2ψLψ

)
dm =

∫
X

(
−2ψf Γ(f, ψ)

)
dm+QL(f

2ψ,ψ).

Тогда

Q(ϕ,ϕ) ≥
∫
X

(
−2ψf Γ(f, ψ)

)
dm+QL(f

2ψ,ψ) =

=

∫
X

{
−2ψf Γ(f, ψ) + f2Γ(ψ,ψ) + ψΓ(f2, ψ)

}
dm,

откуда окончательно в силу (3.21) получаем

Q(ϕ,ϕ) ≥
∫
X

f2Γ(ψ,ψ) dm +

∫
X

{
−2ψf Γ(f, ψ) + ψΓ(f2, ψ)

}
dm ≥

∫
X

f2Γ(ψ,ψ) dm ≥ 0.

Мы уже показали, что Q(ϕ,ϕ) ≥ 0 для всех ϕ ∈ D. Поскольку такие функции ϕ образуют
ядро для Q, результат получается применением вариационной формулы

E = inf
{
Q(ϕ,ϕ) : ϕ ∈ D, ‖ϕ‖2 = 1

}
, (3.22)
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где E — нижняя грань спектра оператора H. В общем случае можно выбрать последователь-
ность локально постоянных функций fn такую, что Wfn → Wf локально равномерно по X.
Например, можно выбрать δ-последовательность φn ∈ D+ и положить fn := f ∗ φn. Тогда для
функций ψn := ϕ/fn имеем

Q(ϕ,ϕ) =

∫
X

(
ϕLϕ+ V ϕ2

)
dm ≥

∫
X

(
ϕLϕ+Wfϕ

2
)
dm =

= lim
n→∞

∫
X

(
ϕLϕ+Wfnϕ

2
)
dm ≥ lim sup

n→∞

∫
X

f2
nΓ(ψn, ψn) dm ≥ 0,

что завершает доказательство теоремы. �
Следствие 3.9. Рассмотрим квадратичную форму Q = QDα + QV с областью опреде-

ления D. Предположим, что 0 < α < 1 и почти всюду выполнено неравенство

V−(x) ≤
(
Γp

(
1 + α

2

))2
‖x‖−α

p .

Тогда Q(ϕ,ϕ) ≥ 0 для всех ϕ ∈ D.
Предположим также, что неотрицательно определенная квадратичная форма (Q,D) за-

мыкаема, и пусть Dα + V — неотрицательно определенный оператор, соответствующий ее
минимальному замкнутому расширению. Тогда

Spec(Dα + V ) ⊆ [0,∞).

Доказательство. Положим uβ(x) := ‖x‖βp . В силу [39, § 8, п. 1, формула (1.6)] функция uβ

задает распределение (обобщенную функцию) из D′, голоморфное по β на всей вещественной
прямой. Оператор Dα : ψ → Dαψ можно определить как свертку распределений u−α−1/Γp(−α)
и ψ (см. [39, § 9]). Мы утверждаем, что

D
α
uβ =

Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
uβ−α ∀β �= α (3.23)

в смысле распределений. Случай β = 0 тривиален. Для β �= 0 мы применим преобразова-
ние Фурье. Напомним, что преобразование Фурье f → f̂ является линейным изоморфизмом
D′ → D′. В силу результатов из [39, § 7, п. 5] уравнение

ûγ−1(ξ) = Γp(γ)u−γ(ξ) (3.24)

справедливо для всех γ �= 1. Применяя (3.24), получаем

D̂αuβ(ξ) = uα(ξ)ûβ(ξ) = uα(ξ)ûβ+1−1(ξ) = uα(ξ)Γp(β + 1)u−β−1(ξ) =

= Γp(β + 1)u−(1+β−α)(ξ) =
Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
Γp(β + 1− α)u−(1+β−α)(ξ) =

=
Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
û(1+β−α)−1(ξ) =

Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
ûβ−α(ξ),

тогда требуемый результат вытекает из теоремы единственности. Для φ ∈ D+ и β := (α− 1)/2
определим функцию

Wφ :=
Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)

uβ−α ∗ φ
uβ ∗ φ =

(
Γp

(
1 + α

2

))2 u−(1+α)/2 ∗ φ
u−(1−α)/2 ∗ φ

.

Докажем, что функция Wφ принадлежит C∞(X) и Wφ = Dαf/f , где

0 < f = u−(1−α)/2 ∗ φ ∈ domC∞(X)(D
α).
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Действительно, если ‖x‖p > ‖y‖p, то ‖x − y‖p = ‖x‖p, поэтому для любого фиксированного
шара B с центром в нейтральном элементе, содержащего множество {φ > 0}, и для любого x
такого, что ‖x‖p > diam(B), имеем

0 < u−(1∓α)/2 ∗ φ(x) =
∫
B

φ(y)

‖x− y‖(1∓α)/2
p

dm(y) =
1

‖x‖(1∓α)/2
p

∫
B

φdm. (3.25)

Отсюда следует, что функции u−(1−α)/2 ∗ φ, u−(1+α)/2 ∗ φ и Wφ принадлежат C∞(X). В част-
ности, применяя формулу (3.23), получаем f ∈ C∞(X) и

Dαf =

(
Γp

(
1 + α

2

))2
u−(1+α)/2 ∗ φ := F (3.26)

в смысле распределений. Поэтому в силу [39, § 9, п. 3] имеем

f(x) = D
−αF (x) =

1

Γp(α)

∫
F (y)

‖x− y‖1−α
p

dm(y). (3.27)

Наконец, соотношения (3.27) и (3.25) показывают, что функция f (являющаяся потенциалом
Грина функции F ∈ C∞(X)) принадлежит C∞(X) — области определения оператора Dα.
В частности, равенство (3.26) выполнено в сильном смысле. Очевидно, Wφ = Dαf/f , и утвер-
ждение доказано. Таким образом, теорема 3.8 применима, и мы заключаем, что

QWφ
(ϕ,ϕ) ≤ QDα(ϕ,ϕ) ∀ϕ ∈ D.

Выберем последовательность {Bn : n = 1, 2, . . .} шаров с центром в нейтральном элементе 0
такую, что

⋂∞
n=1Bn = {0}, и положим φn = 1Bn/m(Bn). Очевидно, φn ∗ f → f для любой

непрерывной функции f , так что

Wφn(x) → W (x) =

(
Γp

(
1 + α

2

))2 u−(1+α)/2(x)

u−(1−α)/2(x)
=

(
Γp

(
1 + α

2

))2
‖x‖−α

p .

Применяя теперь лемму Фату, заключаем, что для всех ϕ ∈ D справедливо неравенство
(Qp-версия классического неравенства Харди в RN )

QW (ϕ,ϕ) ≤ QDα(ϕ,ϕ).

Поэтому для всех ϕ ∈ D

−QV (ϕ,ϕ) ≤ QV−(ϕ,ϕ) ≤ QW (ϕ,ϕ) ≤ QDα(ϕ,ϕ),

или, что эквивалентно,
Q(ϕ,ϕ) := QDα(ϕ,ϕ) +QV (ϕ,ϕ) ≥ 0.

Множество D образует ядро для Q(ϕ,ϕ) в силу предположений относительно V , и доказатель-
ство завершается применением вариационной формулы (3.22). �

Пример 3.10. Рассмотрим квадратичную форму Q = QDα + QV , где V (x) = b‖x‖−α
p ,

0 < α < 1, b ≥ −{Γp((1 + α)/2)}2, с областью определения dom(Q) = D, где D — множество
всех локально постоянных функций с компактным носителем. Для доказательства полуогра-
ниченности и замыкаемости формы Q мы не можем просто воспользоваться теоремой 3.6,
поскольку V ∈ Lp + L∞, только если p < 1/α. Однако заметим, что теорема 3.6 применима
в случае Q = QDα + Q

b‖·‖−β
p
, где 0 < β < α < 1 и b ∈ R1, поскольку V ∈ Lp + L∞ для всех

1/α < p < 1/β.
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В случае Q = QDα +Qb‖·‖−α
p

будем рассуждать следующим образом. Рассмотрим оператор
H = Dα + b‖x‖−α

p , определенный на всюду плотном множестве D0 = {ϕ ∈ D : ϕ(0) = 0}.
Очевидно, оператор H : D0 → L2 симметричен и мы можем записать

Q(ϕ,ϕ) := QDα(ϕ,ϕ) +Qb‖·‖−α
p

(ϕ,ϕ) = (Hϕ,ϕ) ∀ϕ ∈ D0.

Так как b ≥ −{Γp((1 + α)/2)}2, мы можем применить следствие 3.9, в силу которого Q(ϕ,ϕ)≥ 0
для всех ϕ ∈ D. В частности, оператор H является неотрицательно определенным и симмет-
ричным. Так как каждый неотрицательно определенный симметричный оператор замыкаем,
а его минимальное замкнутое расширение H является неотрицательно определенным самосо-
пряженным оператором, то квадратичная форма Q с областью определения D0 замыкаема.

Чтобы доказать замыкаемость неотрицательной квадратичной формы Q с областью опре-
деления D, достаточно показать, что индикаторную функцию 1B любого шара B, содержа-
щего нейтральный элемент 0, можно приблизить в Q-метрике последовательностью функций
из D0. Пусть Bn ↓ {0} — убывающая последовательность шаров из B такая, что любые два
шара Bn ⊂ Bn−1 являются ближайшими соседями, и пусть 1B\Bn

∈ D0 — последовательность
индикаторов множеств B \Bn. Покажем, что

Q
(
1B − 1B\Bn

,1B − 1B\Bn

)
= Q(1Bn ,1Bn) → 0, n → ∞.

Ясно, что QV (1Bn ,1Bn) → 0, поэтому достаточно показать, что QDα(1Bn ,1Bn) → 0. Применяя
неравенство (3.2), получаем

1

2
m(Bn)λ(Bn−1) < QDα(1Bn ,1Bn) < 2m(Bn)λ(Bn−1).

Мы также можем предположить, что m(Bn) = p−n для всех достаточно больших n. Тогда соб-
ственное значение λ(Bn−1) равно pα(n−1). Поскольку 0 < α < 1, мы получаем m(Bn)λ(Bn−1) =
= p−(1−α)(n−1)−1 → 0, что и требовалось. Таким образом, форма Q с dom(Q) = D неотрица-
тельно определена и замыкаема, а ее минимальное замыкание соответствует неотрицательно
определенному самосопряженному оператору H,

Q(u, u) =
(
H1/2u,H1/2u

)
∀u ∈ dom(Q).

3.4. Отрицательный спектр. Далее мы обсудим несколько результатов, дающих ин-
формацию об отрицательной части спектра оператора типа Шрёдингера H = L+ V . Рассмот-
рим оператор L = Dγ , действующий в Lp(Qp,m), где m — мера Хаара.

Теорема 3.11. Пусть L = Dγ , и пусть V ∈ Lp(Qp,m) для некоторого p > 1/γ. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Оператор H = L+ V имеет существенный спектр, совпадающий со спектром опера-
тора L.

2. В частности, если H имеет какой-либо отрицательный спектр, то он состоит из
последовательности отрицательных собственных значений конечной кратности. Если эта
последовательность бесконечна, то она стремится к нулю.

3. Предположим, что существует открытое множество U ⊂ X, на котором функция V
отрицательна. Если Eλ — нижняя грань спектра оператора Hλ = L + λV, то Eλ ≤ 0 для
всех λ ≥ 0 и limλ→∞Eλ = −∞.

Доказательство. 1. По теореме 3.6 если c > 0 достаточно велико, то оператор H + cI
неотрицателен и

1

2

∥∥(L+ cI)1/2u
∥∥
2
≤
∥∥(H + cI)1/2u

∥∥
2
≤ 3

2

∥∥(L+ cI)1/2u
∥∥
2

(3.28)
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для всех u ∈ dom(QL). Определим Δ := (L+ cI)−1 − (H + cI)−1. Тогда

Δ = (L+ cI)−1V (H + cI)−1 = ABCDE,

где A = (L + cI)−1/2, B = (L + cI)−1/2|V |1/2, C = sign(V )B∗, D = (L + cI)1/2(H + cI)−1/2 и
E = (H + cI)−1/2. Ясно, что A и E — ограниченные операторы в L2(Qp,m), B∗ и C — ком-
пактные операторы в L2(Qp,m) (см. утверждение (E2) в доказательстве теоремы 3.6), а D —
ограниченный оператор в L2(Qp,m) в силу (3.28). Таким образом, разность двух резольвент Δ
является компактным оператором на L2, как произведение компактных и ограниченных опера-
торов. По теории возмущений линейных операторов H и L имеют один и тот же существенный
спектр (см., например, [24]). Поскольку Specess(L) = Spec(L) ⊂ [0,∞), любая отрицательная
точка спектра оператора H должна быть изолированным собственным значением конечной
кратности. Любой предел отрицательных собственных значений лежит в существенном спек-
тре, поэтому единственно возможный предел равен нулю.

2. То, что Eλ ≤ 0 для всех λ ≥ 0, следует из включения 0 ∈ Specess(L) и равенства
Specess(L+ λV ) = Specess(L). Для доказательства второго утверждения заметим, что D явля-
ется ядром формы QL +QλV , поэтому

Eλ = inf
{
QL(u, u) +QλV (u, u) : u ∈ D и ‖u‖2 = 1

}
. (3.29)

Выберем u ∈ D с носителем в множестве U . Тогда при λ → ∞ получаем

Eλ ≤ QL(u, u) +QλV (u, u) = QL(u, u)− λ

∫
U

|V | · |u|2 dm → −∞,

что и требовалось. �
Следующий пример показывает, что решающее значение для существования отрицатель-

ных собственных значений в теореме 3.11 при всех λ > 0 имеет скорость, с которой потенциал
V (x) стремится к нулю при ‖x‖p → ∞.

Пример 3.12. Пусть 0 < α < 1 и Hλ = Dα − λV , где

V (x) = (‖x‖p + 1)−β

для некоторого 0 < β < 1 и λ > 0.
1. Если β ≥ α, то теорема 3.11 и следствие 3.9 применимы и имеется положительный порог

существования отрицательных собственных значений оператора Hλ.
2. Если β > α, то количество отрицательных собственных значений оператора Hλ с учетом

их кратности можно оценить следующим образом:

Neg(Hλ) ≤ c(α, β)λ1/α.

Действительно, в силу [33, Theorem 2.1, Remark 2.2] получаем

Neg(Hλ) ≤ c(α)

∫
Qp

(λV )1/α dm = c(α)λ1/α

∫
Qp

dm(x)

(‖x‖p + 1)β/α
= c(α, β)λ1/α.

3. Если 0 < β < α, то результат совершенно другой.
Теорема 3.13. В обозначениях примера 3.12 предположим, что 0 < β < α. Тогда Hλ

имеет непустой отрицательный спектр для всех λ > 0.
Доказательство. Пусть f := D−α1B , где B — шар с центром в нейтральном элементе,

радиус которого мы укажем позднее. Функция f принадлежит dom(Dα), и расчеты на основе
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формулы спектрального разрешения и формулы (2.12) показывают, что

D
−α 1B

m(B)
= D

−α
∑

T : B⊆T

fT =
∑

T : B⊆T

D
−αfT =

∑
T : B⊆T

(
m(T ′)

p

)α
fT =

=
∑

T : B⊆T

m(T )α
(

1T
m(T )

− 1T ′

m(T ′)

)
= m(B)α−1

∑
T : B⊆T

(
m(T )

m(B)

)α−1(
1T − 1

p
1T ′

)
.

В частности, W := (Dαf)/f выражается формулой

W =
1B

D−α1B
=

p− pα

p− 1

1B
m(B)α

=
p− pα

p− 1

1B
diam(B)α

.

Если λ > 0 и 0 < β < α, то существует шар B достаточно большого диаметра diam(B) такой,
что

W (x) <
λ

(‖x‖p + 1)β
= λV (x)

для всех x ∈ Qp. Следовательно, поскольку f принадлежит dom(Dα), получаем

QHλ
(f, f) = QDα(f, f)−QλV (f, f) < QDα(f, f)−QW (f, f) = (Dαf, f)− (W · f, f) = 0,

и требуемый результат следует из формул Рэлея–Ритца. �

4. ОЦЕНКИ ФУНКЦИИ ГРИНА

В этом разделе мы рассматриваем оператор типа Шрёдингера H = L + V , где L — одно-
родный иерархический лапласиан, и показываем, что при определенных условиях уравнение
Hu = v имеет единственное решение u, которое можно представить в виде

u(x) =

∫
gH(x, y)v(y) dm(y).

Ядро gH(x, y) — непрерывная строго положительная функция, ограниченная вне диагональ-
ного множества Δ, причем gH |Δ = +∞. Назовем gH(x, y) функцией Грина, определяемой
оператором H = L+ V .

Наша цель здесь — сравнить функции Грина gH(x, y) и gL(x, y). Мы проводим наш анализ,
предполагая, что L = Dα и V (x) = b‖x‖−α

p при 0 < α < 1 и b ≥ b∗, где

b∗ := −
(
Γp

(
1 + α

2

))2
— критическое значение параметра b, о котором пойдет речь в теореме 4.1 ниже. Мы докажем
(см. следствие 4.8 ниже), что для любого b ≥ b∗ существует единственное β, (α− 1)/2 ≤ β < α,
такое, что3

gH(x, y)

gDα(x, y)


(
‖x‖p
‖y‖p

∧ ‖y‖p
‖x‖p

)β
.

4.1. Предварительные результаты. Напомним, что p-адическая гамма-функция опре-
деляется как

Γp(z) = (1− pz−1)(1− p−z)−1.

3Это соотношение стоит сравнить с оценками функции Грина для операторов Шрёдингера на римановых
многообразиях (см. [22]).
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Функция Γp(z) мероморфна в комплексной плоскости и удовлетворяет функциональному урав-
нению

Γp(z)Γp(1− z) = 1

(см. [39, § 8, п. 2]).
Для вещественного β мы рассматриваем функцию h(x) = ‖x‖βp как распределение в ду-

хе [39]. Для β �= α из уравнения (3.23) следует, что (в смысле распределений)

Lh(x) =
Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
‖x‖β−α

p .

В частности, для β > α− 1 и 0 < α < 1 распределения h(x) и Lh(x) регулярны (т.е. порождены
локально интегрируемыми функциями) и функция

V (x) := −Lh(x)

h(x)
= − Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
‖x‖−α

p (4.1)

принадлежит L1
loc(Qp), поэтому она также определяет регулярное распределение.

Теорема 4.1. Пусть функция V (x) определена уравнением (4.1). Предположим, что
α− 1 < β < α. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. При 0 < β < α функция V (x) строго положительна и принадлежит L1
loc(Qp). Более

того, для любого b > 0 существует β, 0 < β < α, являющееся решением уравнения

− Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
= b, (4.2)

такое, что V (x) = b‖x‖−α
p для данного β.

2. При α− 1 < β < 0 функция V (x) строго отрицательна, и при всех этих значениях β

V−(x) = −V (x) ≤
(
Γp

(
1 + α

2

))2
‖x‖−α

p .

Более того, при b∗ := −{Γp((1 + α)/2)}2 для любого b, 0 > b ≥ b∗, существуют два значения β,
являющиеся решениями уравнения (4.2), 1 < β1 ≤ (α− 1)/2 и (α− 1)/2 ≤ β2 < 0, такие, что
V (x) = b‖x‖−α

p для этих значений β.
Доказательство. Положим ϑ = β + (1− α)/2 и запишем

− Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
= −Γp

(
1 + α

2
+ ϑ

)
Γp

(
1 + α

2
− ϑ

)
=: Cα(ϑ).

Функция Cα(ϑ) четная, непрерывная и возрастающая на каждом из интервалов [0, (1 + α)/2)
и ((1 + α)/2,+∞). Используя само определение функции Γp(ξ), несложно показать, что Cα(ϑ)
обладает следующими свойствами (рис. 2):

(1) Cα(0) = −{Γp((1 + α)/2)}2 и Cα((1− α)/2) = 0;
(2) Cα((1 + α)/2 − 0) = +∞ и Cα((1 + α)/2 + 0) = −∞;
(3) Cα(+∞) = −pα < Cα(0).

Ясно, что из свойств (1)–(3) вытекает нужный результат. �
Определим линейное пространство D0 := {u ∈ D : u(0) = 0}. Для V указанного выше вида

и L = Dα определим линейный оператор H = L + V с областью определения dom(H) = D0.
Очевидно, оператор H : D0 → L2(Qp) симметричен и

Q(u, u) = (Hu, u) ∀u ∈ dom(H).
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− 1−α
2− 1+α

2
1−α
2

1+α
2

−pα

−
(
Γp

(
1+α
2

))2
ϑ

Cα(ϑ)

Рис. 2. Функция Cα

Теорема 4.2. Предположим, что α − 1 < β < α. Тогда для L и V указанного выше
вида оператор H = L + V симметричен и неотрицательно определен. В частности, H за-
мыкаем и его минимальное замыкание H представляет собой неотрицательно определенный
самосопряженный оператор, отвечающий квадратичной форме Q = QL +QV , т.е.

Q(u, u) = (Hu, u) ∀u ∈ dom(H).

Доказательство. В случае 0 < β < α мы можем применить утверждение 1 теоремы 4.1
и теорему 3.3. В случае α − 1 < β < 0 мы можем применить утверждение 2 теоремы 4.1,
пример 3.10 и следствие 3.9. �

4.2. h-Преобразование формы Дирихле. В уравнении (4.1) выберем функцию h(x) =

= ‖x‖βp , где (α − 1)/2 < β < α. Полагая V = (−Lh)/h и H = L + V , мы можем применить
результаты предыдущего пункта, поэтому H — неотрицательно определенный симметричный
оператор, действующий в L2(X,m) (мы сохраняем обозначение X для кольца Qp, снабжен-
ного мерой Хаара m). Его минимальное замыкание H — неотрицательный самосопряженный
оператор, отвечающий квадратичной форме Q.

Согласно нашему выбору h2 ∈ L1
loc(X,m), поэтому h2 m — мера Радона. В частности,

оператор
Ug = hg : L2(X,h2 m) → L2(X,m)

является изометрией. Рассмотрим неотрицательный самосопряженный оператор

H = U−1 ◦H ◦ U : L2(X,h2 m) → L2(X,h2 m)

и зададим следующую неотрицательно определенную квадратичную форму:

QH(u, u) =

{
(H1/2u,H1/2u), u ∈ dom(H1/2),

+∞ в противном случае.

Так как Q = QL +QV , мы получаем равенство

QH(u, u) = Q(hu, hu) = QL(hu, hu) +QV (hu, hu) =

=
1

2

∫
X

∫
X

(
h(x)u(x) − h(y)u(y)

)2
J(x, y) dm(y) dm(x) +

∫
X

V (x)u2(x)h2(x) dm(x),

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2023, т. 323



42 А.Д. БЕНДИКОВ и др.

где ядро J(x, y) имеет вид

J(x, y) = − 1

Γp(−α)

1

‖x− y‖1+α
p

. (4.3)

Теорема 4.3. Предположим, что 0 < α < 1 и (α− 1)/2 < β < α. Тогда D ⊂ dom(QH) и
справедливо следующее равенство:

QH(u, u) =
1

2

∫∫ (
u(x)− u(y)

)2
J(x, y)h(y) dm(y)h(x) dm(x). (4.4)

В частности, форма QH является плотно определенной замкнутой марковской квадратич-
ной формой в L2(X,h2 m). Другими словами, QH — регулярная форма Дирихле относительно
L2(X,h2 m), для которой D является ядром.

Доказательство. Докажем, что D⊂ dom(QH). Достаточно показать, что форма QH(u, u)
конечна для любой u вида u = 1B — индикатора открытого шара в X. Имеем QH(u, u) =
= QL(hu, hu) +QV (hu, hu). Так как V (x) = b‖x‖−α

p и β > (α− 1)/2, то

|QV (hu, hu)| = |b|
∫
B

‖x‖−α+2β
p dm(x) < ∞.

Если 0 /∈ B, то, очевидно, hu ∈ D ⊂ dom(L) и, следовательно,

QL(hu, hu) = (Lhu, hu) < ∞.

Предположим теперь, что 0 ∈ B, и положим hB := h · 1B . Тогда

QL(hu, hu) =
1

2

∫∫ (
hB(x)− hB(y)

)2
J(x, y) dm(x) dm(y) =

=

∫∫
{(x,y)∈B×B : ‖x‖p<‖y‖p}

(
h(x) − h(y)

)2
J(x, y) dm(x) dm(y) +

∫
B

h2(x) dm(x)

∫
Bc

J(x, y) dm(y).

Второе слагаемое, которое мы обозначим через II, конечно. Действительно,

II =

∫
B

h2(x) dm(x)

∫
Bc

J(0, z) dm(z) < ∞.

Без ограничения общности можно считать, что diam(B) = 1. В силу ультраметрического нера-
венства при ‖x‖p < ‖y‖p имеем ‖x − y‖p = ‖y‖p, поэтому первое слагаемое, которое мы обо-
значим через I, можно оценить следующим образом:

I = − 1

Γp(−α)

∞∑
k=1

k∑
l=1

∫
‖x‖p=p−k

dm(x)

∫
‖y‖p=p−k+l

dm(y)
(
‖x‖βp − ‖y‖βp

)2‖y‖−(1+α)
p =

= − 1

Γp(−α)

(
1− 1

p

)2 ∞∑
k=1

k∑
l=1

p−k p−k+lp−(1+α)(−k+l)
(
p−kβ − p(−k+l)β

)2
=

= − 1

Γp(−α)

(
1− 1

p

)2 ∞∑
k=1

p−k(1−α+2β)
k∑

l=1

p−lα(1− plβ)2.

То, что член I конечен при (α − 1)/2 < β < α, проверяется непосредственно. Чтобы доказать
равенство (4.4), достаточно проверить его для индикатора u = 1B открытого шара B. Докажем
сначала тождество

QV (hu, hu) = −QL(hu, h). (4.5)
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Достаточно проверить тождество, предполагая, что нейтральный элемент не лежит в B. Для
обоснования этого утверждения поступим, как в примере 3.10: если 0 ∈ B, выберем убыва-
ющую последовательность шаров Bn в B, сходящуюся к {0}. Тогда согласно нашему утвер-
ждению QV (h · 1B\Bn

, h · 1B\Bn
) = −QL(h · 1B\Bn

, h) и левая и правая части этого равенства
стремятся к QV (h · 1B , h · 1B) и −QL(h · 1B , h) соответственно. Рассмотрим распределение
fγ(x) = ‖x‖γ−1

p /Γp(γ). Согласно [39, § 9] имеем h(x) = Γp(β + 1)fβ+1 и

−Lh = f−α ∗ Γp(β + 1)fβ+1 = Γp(β + 1)fβ−α+1 ∈ L1
loc.

Поскольку мы предполагаем, что 0 ∈ B, функции V hu = (−Lh)u и hu := hB принадлежат D и

QV (hu, hu) =

∫
(−Lh)hB dm = ((−Lh) ∗ hB)(0) = Γp(β + 1)

(
(f−α ∗ fβ+1) ∗ hB

)
(0) =

= Γp(β + 1)
(
fβ+1 ∗ (f−α ∗ hB)

)
(0) =

∫
h(−LhB) dm =

= −
∫∫ (

hB(x)− hB(y)
)
h(x)J(x, y) dm(x) dm(y).

В силу симметрии J(x, y) = J(y, x) получаем

QV (hu, hu) = −
∫∫ (

hB(y)− hB(x)
)
h(y)J(x, y) dm(x) dm(y) =

= − 1

2

∫∫ (
hB(x)− hB(y)

)(
h(x) − h(y)

)
J(x, y) dm(x) dm(y),

или, другими словами, QV (hu, hu) = −QL(hu, h), что и требовалось. С другой стороны, для
u = 1B имеем

QL(hu, hu) =
1

2

∫∫ (
hB(x)− hB(y)

)2
J(x, y) dm(x) dm(y). (4.6)

Из равенств (4.5) и (4.6) следует, что

QH(u, u) = QL(hu, hu− h) =

=
1

2

∫∫ (
hB(x)− hB(y)

)[(
hB(x)− h(x)

)
−
(
hB(y)− h(y)

)]
J(x, y) dm(x) dm(y),

и, таким образом,

QH(u, u) =
1

2

∫∫ [
hB(x)

(
hB(x)− h(x)

)
+ hB(y)

(
hB(y)− h(y)

)
−

− hB(x)
(
hB(y)− h(y)

)
− hB(y)

(
hB(x)− h(x)

)]
J(x, y) dm(x) dm(y).

В силу симметрии получаем

QH(u, u) =

∫∫ [
hB(x)

(
hB(x)− h(x)

)
− hB(x)

(
hB(y)− h(y)

)]
J(x, y) dm(x) dm(y) =

=

∫∫ [(
hB(x)

2 − h(x)hB(x)
)
− hB(x)

(
hB(y)− h(y)

)]
J(x, y) dm(x) dm(y) =

=

∫∫
hB(x)

(
h(y)− hB(y)

)
J(x, y) dm(x) dm(y).
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Аналогично, преобразуя правую часть равенства (4.4), находим

1

2

∫∫ (
1B(x)− 1B(y)

)2
J(x, y)h(y) dm(y)h(x) dm(x) =

=
1

2

∫∫ (
hB(x)h(y) − 2hB(x)hB(y) + hB(y)h(x)

)
J(x, y) dm(y) dm(x) =

=
1

2

∫∫ [
hB(x)

(
h(y)− hB(y)

)
+ hB(y)

(
h(x)− hB(x)

)]
J(x, y) dm(y) dm(x) =

=

∫∫
hB(x)

(
h(y)− hB(y)

)
J(x, y) dm(y) dm(x).

Это доказывает равенство (4.4) вместе с тем фактом, что квадратичная форма QH(u, u) яв-
ляется регулярной формой Дирихле в L2(X,h2 m), как и утверждалось. �

Определение 4.4. Симметричная марковская полугруппа (Pt)t>0 в L2(X,μ) называется
невозвратной, если ее резольвенту (Gλ)λ>0 также можно определить для λ = 0 как самосо-
пряженный (возможно, неограниченный) оператор G0 =

∫∞
0 Pt dt такой, что 1K ∈ dom(G0)

для любого компакта K ⊂ X.
Форма Дирихле Q(u, u) относительно L2(X,μ) называется невозвратной, если соответству-

ющая ей симметричная марковская полугруппа (Pt)t>0 является невозвратной.
Можно показать, что форма Q(u, u) является невозвратной тогда и только тогда, когда

выполнено следующее условие: для любого компакта K ⊂ X существует константа CK > 0
такая, что4 ∫

X

|u| dμ ≤ CK

√
Q(u, u) ∀u ∈ dom(Q).

Теорема 4.5. Предположим, что выполнены условия теоремы 4.3.
1. Существует иерархический лапласиан L, связанный с (неоднородным) ультраметри-

ческим пространством с мерой (X,hm), такой, что

QH(u, u) = QL(u, u) ∀u ∈ L2(X,hm) ∩ L2(X,h2 m).

2. В частности, D ⊂ dom(QL) является ядром для QL (т.е. QL(u, u) — регулярная форма
Дирихле относительно L2(X,hm)).

3. Форма Дирихле QL является невозвратной.5

Доказательство. Рассмотрим функцию

J(B) := − 1

Γp(−α)

1

m(B)1+α
, B ∈ B,

определенную на множестве B всех открытых шаров. Так как в p-адической метрике m(B) =
= diam(B) для любого шара B, то

J(x, y) = J(x � y),

где x � y — минимальный шар, содержащий x и y. Рассмотрим также меру Радона m̃ = hm.
4Это условие невозвратности было впервые введено А. Бёрлингом и Ж. Дени в незаменимой статье [12]. Оно
несколько более ограничительное, чем определение невозвратности, данное М. Фукусимой [20, Sect. 1.5].

5Справедлив следующий аналог теоремы 4.5: пусть XH и XL — процессы Ханта, связанные с формами
Дирихле QH и QL соответственно. Согласно [20, Theorem 5.5.2, Example 5.5.1] их траектории связаны
случайной заменой времени XH

t = XL
τt , где τt = inf{s > 0: At > t} и At =

∫ t

0
h(XH

s ) ds — положительный
непрерывный аддитивный функционал. Отсюда, в частности, следует, что характеристические операторы
Дынкина для этих процессов связаны уравнением (−Hu)(x) = (−Lu)(x)/h(x). Мы используем этот факт в
следующих пунктах для решения уравнения Hu = v.
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Мы утверждаем, что введенная функция обладает следующими свойствами:
(i) S ⊂ T ⇒ J(S) > J(T ) и J(T ) → 0 при T → X;
(ii) λ̃(B) :=

∑
S : B⊆S m̃(S)(J(S) − J(S′)) < ∞ для любого B ∈ B;

(iii) λ̃(B) → +∞ при B → {x} для любого x ∈ X.
Свойство (i) очевидно. Чтобы доказать свойство (ii), запишем

λ̃(B) = − 1

Γp(−α)

(
1− 1

p1+α

) ∑
S : B⊆S

m̃(S)

m(S)1+α
= (pα − 1)

∑
S : B⊆S

m̃(S)

m(S)1+α
.

Далее, используя тождество∫
f(‖x‖p) dm(x) =

(
1− 1

p

) ∞∑
γ=−∞

f(pγ)pγ ,

мы находим, что если 0 ∈ S, то

m̃(S) =
p− 1

p− p−β
m(S)1+β , (4.7)

откуда
m̃(S)

m(S)1+α
=

p− 1

p− p−β

1

m(S)α−β
. (4.8)

Очевидно, что из равенства (4.8) вытекает свойство (ii). С другой стороны, для достаточно
малых B ∈ B(x) имеем

λ̃(B) ≥ (pα − 1)
m̃(B)

m(B)1+α
> (pα − 1)m(B)−α min

y∈B
‖y‖βp (4.9)

и

min
y∈B

‖y‖βp =

{
‖x‖βp , если x �= 0,

m(B)β, если x = 0,
(4.10)

поэтому из (4.9) и (4.10) вытекает свойство (iii). Согласно [3, Sect. 2] из свойств (i)–(iii) следует,
что оператор

Lu(x) =
∫ (

u(x)− u(y)
)
J(x, y) dm̃(y) (4.11)

является иерархическим лапласианом в L2(X, m̃). В частности, D ⊂ dom(L) и для u ∈ D имеем

QL(u, u) =
1

2

∫∫ (
u(x)− u(y)

)2
J(x, y) dm̃(y) dm̃(x) = QH(u, u).

То, что D является ядром формы QL, следует из существенной самосопряженности L как
иерархического лапласиана. Действительно, в этом случае (QL,dom(QL)) совпадает с мини-
мальным расширением (QL,D), которое имеет D в качестве ядра. Доказательство того, что
марковская полугруппа (e−tL)t>0 невозвратная, т.е. что 1K принадлежит dom(G0) для лю-
бого компакта K, основано на специальном рассуждении, и мы отложим его до следующего
пункта (теорема 4.6). Покажем, как вывести условие невозвратности Бёрлинга–Дени из невоз-
вратности полугруппы (e−tL)t>0. Для любой функции u ∈ dom(QL) имеем |u| ∈ dom(QL) и
QL(|u|, |u|) ≤ QL(u, u). Кроме того, v := G0 1K лежит в dom(L) и Lv = 1K , поэтому∫

K

|u| dm̃ = QL(|u|, v) ≤
√
QL(v, v)

√
QL(u, u).

Полагая CK :=
√

QL(v, v), получаем требуемый результат. �
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4.3. Функция Грина gL(x, y). Далее мы предполагаем, что (α − 1)/2 < β < α. Мар-
ковская резольвента Gλ = (L + λI)−1, λ > 0, действует в банаховых пространствах C∞(X) и
Lp(X, m̃), где m̃ = hm, как ограниченный оператор и допускает следующее представление:

Gλu(x) =

∫
gL(λ, x, y)u(y) dm̃(y).

Здесь функция gL(λ, x, y), называемая λ-функцией Грина, непрерывна и принимает конечные
значения вне диагонального множества. Как функция от λ она убывает, поэтому существует
(конечный или бесконечный) предел

gL(x, y) := lim
λ→0

gL(λ, x, y).

Функция gL(x, y) называется функцией Грина оператора L.
Теорема 4.6. Функция Грина gL(x, y) — непрерывная функция, принимающая конеч-

ные значения вне диагонального множества (т.е. марковская полугруппа (e−tL)t>0 является
невозвратной). При этом имеет место соотношение

gL(x, y) 

‖x− y‖α−1

p

(‖x‖p ∨ ‖y‖p)2β
, (4.12)

или, что эквивалентно,
gL(x, y)

gL(x, y)


(

1

‖x‖p
∧ 1

‖y‖p

)2β
. (4.13)

Доказательство. Снабдим X = Qp ультраметрикой d(x, y) = p−α‖x − y‖αp , внутренней
для иерархического лапласиана L, и определим следующие переменные:

F (x,R) =

⎛⎝ ∞∫
R

⎛⎝ 1

m(Br(x))

∫
Br(x)

hdm

⎞⎠ dr

r2

⎞⎠−1

и d̃(x, y) = F (x, d(x, y)). (4.14)

Так как при каждом фиксированном x функция R → F (x,R) непрерывна, строго возрастает и
принимает значения 0 в 0 и ∞ в ∞, то d̃(x, y) — ультраметрика на X. Через B̃

˜R(x) обозначим
d̃-шар радиуса R̃ с центром в x. Тогда B̃

˜R(x) = BR(x), если

R̃ = F (x,R).

Поскольку L — иерархический лапласиан, действующий в L2(X,m), а d(x, y) — его внутренняя
ультраметрика, имеем (см. [8, формула (3.11)])

J(x, y) =

∞∫
d(x,y)

1

m(BR(x))

dR

R2
=

∞∫
˜d(x,y)

1

m̃
(
B̃

˜R(x)
) dR̃
R̃2

. (4.15)

Отсюда следует, что d̃(x, y) — внутренняя ультраметрика, соответствующая иерархическому
лапласиану L, а

Ṽ (x, R̃) := m̃
(
B̃

˜R(x)
)
= m̃(BR(x)) =

∫
BR(x)

hdm

— его функция объема. Мы утверждаем, что

m̃(BR(x))

m(BR(x))


{
m(BR(x))

β , если d(0, x) ≤ R,

h(x), если d(0, x) > R.
(4.16)
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Действительно, если d(0, x) ≤ R, то BR(x) = BR(0); поэтому, применяя (4.7), получим

m̃(BR(x))

m(BR(x))
=

1

m(BR(x))

∫
BR(x)

hdm =
1

m(BR(0))

∫
BR(0)

hdm =

=
p− 1

p− p−β
m(BR(0))

β =
p− 1

p− p−β
m(BR(x))

β .

С другой стороны, если d(0, x) > R, то для y ∈ BR(x) имеем d(y, 0) = d(x, 0), поэтому

m̃(BR(x))

m(BR(x))
=

1

m(BR(x))

∫
BR(x)

h(y) dm(y) =
1

m(BR(x))

∫
BR(x)

h(x) dm(y) = h(x).

Заметим, что асимптотическое соотношение (4.16) выполнено равномерно по x и R в том
смысле, что соответствующее двустороннее неравенство содержит константы, не зависящие
от x и R. В свою очередь, из (4.16) вытекает следующее (равномерное) асимптотическое соот-
ношение:

R̃ = F (x,R) 


⎧⎪⎨⎪⎩
R

h(x)
, если R < d(0, x),

R(α−β)/α, если R ≥ d(0, x).

(4.17)

Рассмотрим сначала случай d(0, x) ≤ R. Имеем

∞∫
R

m̃(Br(x))

m(Br(x))

dr

r2



∞∫
R

m(Br(x))
β dr

r2



∞∫
R

r−(2−β/α) dr 
 R−(1−β/α),

откуда
R̃ := F (x,R) 
 R1−β/α.

В случае d(0, x) > R существуют константы C1, C2 > 0 такие, что

∞∫
R

m̃(Br(x))

m(Br(x))

dr

r2
=

d(0,x)∫
R

m̃(Br(x))

m(Br(x))

dr

r2
+

∞∫
d(0,x)

m̃(Br(x))

m(Br(x))

dr

r2
=

= C1d(0, x)
β/α

(
1

R
− 1

d(0, x)

)
+

C2

d(0, x)1−β/α

 d(0, x)β/α

R

 h(x)

R
,

откуда

R̃ := F (x,R) 
 R

h(x)
.

Далее, из асимптотических соотношений (4.16) и (4.17) вытекает следующее (равномерное)
асимптотическое соотношение:

Ṽ (x, R̃) = m̃(BR(x)) 

{
h(x)R1/α, если R < d(0, x),

R(1+β)/α, если R ≥ d(0, x),
(4.18)

или, что эквивалентно,

Ṽ (x, R̃) 

{
(h(x))1+1/αR̃1/α, если R̃ < d̃(0, x),

R̃(1+β)/(α−β), если R̃ ≥ d̃(0, x).
(4.19)
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1. Рассмотрим случай ‖x− y‖p = ‖x‖p ∨ ‖y‖p. Тогда, очевидно, d(x, y) = d(0, x) ∨ d(0, y) и
аналогичное равенство имеет место для метрики d̃. Если R ≥ d(0, x), то

R̃ := F (x,R) 
 R1−β/α (4.20)

и
Ṽ (x, R̃) 
 R(1+β)/α 
 R̃(1+β)/(α−β). (4.21)

Из соотношения (4.21) вытекают следующие два результата.
(i) Поскольку δ := (1 + β)/(α − β) > 1, функция R̃ → 1/Ṽ (x, R̃) интегрируема в точ-

ке ∞ для любого фиксированного x, поэтому марковская полугруппа (e−tL)t>0 (или,
что эквивалентно, форма Дирихле QL) является невозвратной (см. [8, теорема 2.28]),
как указано в теореме 4.5.

(ii) Тот факт, что Ṽ (x, R̃) 
 R̃δ, δ > 1, для R̃ ≥ d̃(0, x), влечет за собой следующее асимп-
тотическое соотношение:

gL(x, y) =

∞∫
˜d(x,y)

dR̃

Ṽ (x, R̃)

 d̃(x, y)

Ṽ (x, d̃(x, y))
, (4.22)

или, что эквивалентно (см. (4.20) и (4.21)),

gL(x, y) 
 ‖x− y‖α−1−2β
p =

‖x− y‖α−1
p

(‖x‖p ∨ ‖y‖p)2β
(4.23)

при условии, что ‖x‖p ≤ ‖x − y‖p. Аналогично, в силу симметрии соотношение (4.23)
выполнено при ‖y‖p ≤ ‖x − y‖p. Таким образом, наконец, из предположения, что
‖x− y‖p = ‖x‖p ∨ ‖y‖p, следует (4.23), как и утверждалось.

2. Рассмотрим случай ‖x − y‖p < ‖x‖p ∨ ‖y‖p. В этом случае имеем ‖x‖p = ‖y‖p и
‖x − y‖p < ‖x‖p и аналогичные соотношения выполнены для метрик d и d̃. С учетом этого
запишем

gL(x, y) =

∞∫
˜d(x,y)

dR̃

Ṽ (x, R̃)
=

⎛⎝ ˜d(0,x)∫
˜d(x,y)

+

∞∫
˜d(0,x)

⎞⎠ dR̃

Ṽ (x, R̃)
= I + II.

Так как при d̃(0, x) ≤ R̃ мы имеем Ṽ (x, R̃) 
 R̃(1+β)/(α−β), то

II 
 d̃(0, x)

Ṽ (x, d̃(0, x))

 1

(d̃(0, x))(1−α+2β)/(α−β)
.

Для оценки первого члена запишем

I =

˜d(0,x)∫
˜d(x,y)

dR̃

Ṽ (x, R̃)

 1

(h(x))1+1/α

˜d(0,x)∫
˜d(x,y)

dR̃

R̃1/α

и

1

(h(x))1+1/α

˜d(0,x)∫
˜d(x,y)

dR̃

R̃1/α
=

1

(h(x))1+1/α

(
1

(d̃(x, y))1/α−1
− 1

(d̃(0, x))1/α−1

)
=

=
(d̃(x, y))1−1/α

(h(x))1+1/α

(
1−

(
d̃(x, y)

d̃(0, x)

)1/α−1)
.
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Наконец, поскольку ‖x‖p = ‖y‖p и ‖x− y‖p < ‖x‖p, получаем

gL(x, y) = I + II 
 (d̃(x, y))1−1/α

(h(x))1+1/α

(
1−

(
d̃(x, y)

d̃(0, x)

)1/α−1)
+

1

(d̃(0, x))(1−α+2β)/(α−β)
=

=
(d̃(x, y))1−1/α

(h(x))1+1/α

((
1−

(
d̃(x, y)

d̃(0, x)

)1/α−1)
+

(d̃(x, y))1/α−1(h(x))1+1/α

(d̃(0, x))(1−α+2β)/(α−β)

)
.

Согласно (4.20) мы имеем h(x) 
 (d̃(0, x))β/(α−β), откуда

(h(x))1+1/α

(d̃(0, x))(1−α+2β)/(α−β)

 (d̃(0, x))(β/(α−β))(1+1/α)

(d̃(0, x))(1−α+2β)/(α−β)

 1

(d̃(0, x))1/α−1

и в итоге с учетом (4.17) получаем

gL(x, y) 

(d̃(x, y))1−1/α

(h(x))1+1/α


(
d(x, y)

h(x)

)1−1/α 1

(h(x))1+1/α
=

=
(d(x, y))1−1/α

(h(x))2



‖x− y‖α−1
p

‖x‖2βp
=

‖x− y‖α−1
p

(‖x‖p ∨ ‖y‖p)2β
.

Доказательство теоремы завершено. �
4.4. Решение уравнения Hu = v. На протяжении всего этого пункта мы предполагаем,

что (α− 1)/2 ≤ β < α и что b и β связаны уравнением (4.2). Тогда по теореме 4.1

H = D
α + b‖x‖−α

p

— самосопряженный неотрицательно определенный оператор, действующий в L2(X,m).
Отметим, что b — возрастающая непрерывная функция от β, значения которой заполняют

весь интервал [b∗,+∞), где b∗ = −{Γp((1 + α)/2)}2. В частности, b пробегает интервал [b∗, 0),
когда β пробегает интервал [(α− 1)/2, 0), и b пробегает [0,+∞), когда β пробегает [0, α).

Теорема 4.7. Уравнение Hu = v имеет единственное решение

u(x) =

∫
X

gH(x, y)v(y) dm(y),

где gH(x, y) — непрерывная функция, заданная формулой

gH(x, y) = h(x)gL(x, y)h(y).

Мы называем gH(x, y) функцией Грина оператора H или фундаментальным решением
уравнения Hu = v.

Доказательство. Мы знаем, что L : D → L2(X,hm) ∩ C∞(X). Покажем, что L : D →
→ Lq(X,m) для всех q, 1 ≤ q ≤ ∞. Это свойство достаточно проверить для индикатора
ψ = 1B открытого шара B. В этом случае существует константа C > 0 такая, что при x → ∞
выполнено следующее асимптотическое соотношение:

Lψ(x) = −
∫
B

J(x, y)h(y) dm(y) = − 1

Γp(−α)

1

‖x‖1+α
p

∫
B

hdm 
 C

‖x‖1+α
p

.

Ясно, что это соотношение и ограниченность Lψ(x) доказывают утверждение. В частности,
Lψ ∈ L2(X,m) и, следовательно, (1/h)Lψ ∈ L2(X,h2 m) для любого ψ ∈ D. С учетом этого
для ϕ,ψ ∈ D имеем

|QH(ϕ,ψ)| = |QL(ϕ,ψ)| =
∣∣(Lψ,ϕ)L2(hm)

∣∣ = ∣∣∣∣( 1

h
Lψ,ϕ

)
L2(h2m)

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥ 1hLψ
∥∥∥∥
L2(h2m)

‖ϕ‖L2(h2m).
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Приведенная оценка означает, что ϕ → QH(ϕ,ψ) — ограниченный линейный функционал в
L2(X,h2 m) для любого ψ ∈ D. Отсюда, в свою очередь, следует, что D ⊂ dom(H) и

Hψ =
1

h
Lψ ∀ψ ∈ D. (4.24)

Рассмотрим уравнение Hu = v для v ∈ D. Поскольку D ⊂ dom(H), имеем

(Hu, ψ)L2(X,h2 m) = (u,Hψ)L2(X,h2 m) ∀ψ ∈ D.

Применяя (4.24), получаем

(Hu, ψ)L2(X,h2 m) =

(
u,

1

h
Lψ
)
L2(X,h2 m)

= (u,Lψ)L2(X,hm).

С другой стороны,

(Hu, ψ)L2(X,h2 m) = (v, ψ)L2(X,h2 m) = (hv, ψ)L2(X,hm).

Проделанные выше вычисления показывают, что для пары сопряженных показателей (p, q)
справедлива оценка∣∣(u,Lψ)L2(X,hm)

∣∣ = ∣∣(hv, ψ)L2(X,hm)

∣∣ ≤ ‖hv‖Lp(X,hm)‖ψ‖Lq(X,hm).

Отсюда следует, что если мы выберем 1 < p < (1 + α)/(1 − α), то ψ → (u,Lψ)L2(X,hm) бу-
дет ограниченным линейным функционалом в Lq(X,hm) при условии, что q = p/(p − 1),
т.е. (1 + 1/α)/2 < q < ∞. Поскольку (e−tL)t>0 — непрерывная симметричная марковская
полугруппа, применение интерполяционной теоремы Рисса–Торина показывает, что ее можно
продолжить на все Lq(X,hm) как непрерывную сжимающую полугруппу. Пусть Lq — ее инфи-
нитезимальный генератор с обратным знаком. Тогда Lq является продолжением L и L∗

q = Lp.
Все сказанное выше означает, что u должна принадлежать множеству dom(Lp) и Lpu = hv.
Уравнение Lpu = hv имеет единственное решение

u(x) =

∫
X

gL(x, y)(hv)(y)h(y) dm(y) =

∫
X

gL(x, y)v(y)h
2(y) dm(y).

Отсюда следует, что действующий в L2(X,h2 m) операторH обладает функцией Грина gH(x, y)
и что gH(x, y) совпадает с функцией Грина gL(x, y) оператора L, действующего в L2(X,hm):

gH(x, y) = gL(x, y). (4.25)

Наконец, рассмотрим уравнение Hu = v. Так как H = U ◦ H ◦ U−1, то H(U−1u) = U−1v.
Отсюда следует, что

(U−1u)(x) =

∫
X

gH(x, y)(U
−1v)(y)(h(y))2 dm(y),

или, что эквивалентно,

u(x) =

∫
X

h(x)gH(x, y)h(y)v(y) dm(y).

Это означает, что уравнение Hu = v имеет фундаментальное решение

gH(x, y) := h(x)gH(x, y)h(y) = h(x)gL(x, y)h(y)

в силу (4.25), и завершает доказательство теоремы. �
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Следствие 4.8. Функция Грина gH(x, y) — непрерывная функция, принимающая конеч-
ные значения вне диагонального множества. При этом имеет место соотношение

gH(x, y) 

‖x‖βp‖x− y‖α−1

p ‖y‖βp
(‖x‖p ∨ ‖y‖p)2β

, (4.26)

или, что эквивалентно,

gH(x, y)

gL(x, y)


(
‖x‖p
‖y‖p

∧ ‖y‖p
‖x‖p

)β
.

Доказательство. Это следует непосредственно из теорем 4.6 и 4.7. �
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35. Rodŕıguez-Vega J.J., Zúñiga-Galindo W.A. Taibleson operators, p-adic parabolic equations and ultrametric
diffusion // Pac. J. Math. 2008. V. 237, N 2. P. 327–347.

36. Taibleson M.H. Fourier analysis on local fields. Princeton, NJ: Princeton Univ. Press, 1975. (Math. Notes;
V. 15).

37. Владимиров В.С. Обобщенные функции над полем p-адических чисел // УМН. 1988. Т. 43, №5. С. 17–53.
38. Vladimirov V.S., Volovich I.V. p-Adic Schrödinger-type equation // Lett. Math. Phys. 1989. V. 18, N 1. P. 43–53.
39. Владимиров В.С., Волович И.В., Зеленов Е.И. p-Адический анализ и математическая физика. М.: Наука,

1994.
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