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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1978. Том 241, № 4 

УДК 519.21+517.4.5 МАТЕМАТИКА 

Б. М. ГУРЕВИЧ 

ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП ДЛЯ ОДНОМЕРНЫХ РЕШЕТЧАТЫХ 
ГИББСОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ СО СЧЕТНЫМ 

ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ 

1. Г и б б с о в с к и е с л у ч а й н ы е п о л я . Пусть S— конечное или 
счетное множество и U(x, у), х, */<=£, — функция, принимающая значе­
ния в RU{+°o}. Последовательность случайных величин {| п , —°°<п<°о} 
со значениями в S называется о д н о м е р н ы м р е ш е т ч а т ы м г и б -
б с о в с к и м с л у ч а й н ы м п о л е м с п о т е н ц и а л о м U (ср. О ) , 
если для любых целых к, I и любых xj^S, 0<i^l, таких, что вероятность 
события {£fc=#o, ^h+i^xi} положительна, выполняется равенство 

где Р — вероятность, a Zr^Xo, xi) — нормирующий множитель (здесь и 
ниже мы полагаем ехр (—°°) = 0 ) . 

Нетрудно проверить, что всякое гиббсовское поле является марков­
ским (последнее означает, что совместное условное распределение слу­
чайных величин g«, k+Ki<k+l— 1, при условии а-алгебры, порожденной 
остальными величинами, зависит лишь от | А и В широком классе 
случаев справедливо и обратное утверждение (см., например, ( 2 ) ) . 

Будем называть потенциал U н е р а з л о ж и м ы м , если для любых 
х, y&S найдутся такие хи х2,..., xn<^S, что х{=х, хп=у и U{Xi, xi+l)<oo 
при г=1, 2 , . . . , n—1. 

В статье дается описание множества &(U) всех стационарных гиб-
бсовских полей с заданным неразложимым потенциалом U. 

Для ряда частных случаев решение этой задачи известно. Так, если 
S конечно, то &(U) непусто (что вытекает из соображений компактно­
сти) и содержит единственный элемент — стационарную цепь Маркова 
(см. ниже). Для бесконечного S множество &(U) может оказаться пус­
тым. Кестен ( 3) дал необходимые и достаточные условия его непустоты 
в случае, когда потенциал U принимает только конечные значения, и по­
казал (подтвердив гипотезу Спитцера ( 4 ) ) , что при выполнении этих ус­
ловий S(U) устроено так же, как в случае конечного S. Из работ автора 
( 5 , 6 ) вытекают аналогичные результаты для потенциалов, принимающих 
лишь значения 0 и +<». Гиббсовское поле с подобным потенциалом ха­
рактеризуется тем, что условное распределение (1) является равномер­
ным на множестве тех последовательностей xif..., X i - U для которых 

Метод, применявшийся в (5, в ) , оказался эффективным и в общем случае. 

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 31 III 1978) 

(1) 
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Введем функцию Q(x, г/) =ехр [—£/(#, у)], х, y^S. Рассматривая Q 
как матрицу, обозначим через Qn(x, у) элемент матрицы Qn с индексами 
х, у. Вследствие неразложимости U радиус сходимости степенного ряда 
2iQn(x, y)tn не зависит от х, у\ обозначим его R(U). Матрица Q называет-
п 

с я R ( U ) - u о л о ж и т е л ь н о й , если 
Qn{x,y) [R(U)]"*0 

П-*-оо 

(это свойство не зависит от х, у). Для R(U)-положительной матрицы Q, 
существуют такие положительные векторы а={ах, x^S} и ^ = { x ^ S } 
(определенные с точностью до множителя), что 

где X(U)=l/R(U) (перечисленные свойства неотрицательных матриц из­
ложены в ( 7 ) ) . 

Следующее утверждение служит непосредственным обобщением упомя­
нутых выше результатов, полученных при дополнительных ограничени­
ях на потенциал. 

Т е о р е м а 1. Для существования стационарного гиббсовского поля 
с неразложимым потенциалом U необходимо и достаточно, чтобы матри­
ца Q была R(U)-положительна. При выполнении этого условия стацио­
нарное гиббсовское поле единственно и представляет собой цепь Маркова 
со стационарным распределением (я х , x^S} и переходной функцией 
{Рх,У, х, y^S}, где 

я«=к*хР*, Px,y=Q(x, y)av/X(U)ax. (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1 основано на вариационном 
принципе, представляющем и самостоятельный интерес. С помощью это­
го принципа удается выделить гиббсовские поля с данным потенциалом 
среди всех стационарных случайных полей, принимающих значение в 

2. В а р и а ц и о н н ы й п р и н ц и п . Будем отождествлять одномер­
ные решетчатые случайные поля, принимающие значения в 5, с отвечаю­
щими им вероятностными мерами на пространстве последовательностей 

Й = П & 1 Si=S, — о о < г < о о . Стационарным случайным полям отвечают ме-
— оо 

ры, инвариантные относительно сдвига Г, определенного на Q соотноше­
ниями 

Т(д=(0'9 Ю = ( . . . , G ) - i , (Do, 0 ) i , . . . ) , 0 ) ' = ( . W , 0 ) / , . . . ) , 

Пусть . произвольный элемент множества S и f — последователь­
ность вида х, х и х , где х^х при Ki^l—1. Множество 
всех таких последовательностей обозначим через Г (х). Положим 

Ay

h(x) = {©eQ: (o_ft=a:, (й-к+1=хи ..., co- fe+z_1=a:£_1, (£>-h+i=x}, 

A(x)= (J Л^(х), B(x)={a<=Q'. coo=x}. 
ТеГ(х) 

0 ^ f c < Z - l 

Очевидно, множества Aт*(#) ж A^h'{x) пересекаются лишь при Y=4r 
k'=k, когда они совпадают. 

Обозначим через & (Q) совокупность вероятностных мер на Q, инва­
риантных относительно Т и эргодических. Пусть $ (Q, х) — множества 
тех \i^&'(Q), для которых \х(В(х))>0. Очевидно, &(Q)= (J <£(Q,x). Ес~ 
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ли (хе=<§Г(Й, х), то, как вытекает из теоремы Пуанкаре о возвращении, 
li(A(x))=l и счетное семейство множеств Л т*(я), ч^Г(х), 0<к<1(ч)-1, 
можно рассматривать как разбиение пространства Q. Занумеруем в про­
извольном порядке последовательности из Т(х) и обозначим через цп{х) 
разбиение пространства Q, элементами которого служат множества А* (х) 
при 7 = ^ , 0<k<l(4i)-i, и дополнение А(х, п) к объединению 
этих множеств. Определим на Q функцию е со значениями в RU{+°°} 
равенством 

е ( ю ) = [ 7 ( 0 ) 0 , 0 ) ! ) , о ) = ( . . . , со-!, о) 0 , c o i , . . . ) , 

и положим 

^(£/, |х,ж)=и^ГМ^Лп(^))- j (3) 

&(U,x)= sup &(U,x), 

где /гй — энтропия, вычисленная по мере JLI (логарифм в определении энт­
ропии будем считать натуральным). Меру f i e # (Q, а;), для которой 
&(U, |х, x)=&>(U, х), назовем максимальной (обоснование этого термина 
см. ниже). Рассмотрим несколько частных случаев. 

а) Пусть сначала множество S конечно и потенциал принимает лишь 
конечные значения. Тогда, очевидно, при любых x^S и це^Г.ф, х) каж­
дое из двух выражений, стоящих в квадратных скобках в правой части 
(3), имеет конечный предел, причем 

ШпАцОГ, т)п(^))=йц(У), Нш J е(ю) й [г= | е(со) 
П-> оо П->"00 

Q\A(*,n) Q 
Из соображений, связанных со статистической физикой (см. ( 8 ) , § 7, 4) , 
величину 9>(JJ, [х)=йц(Г)— $в(со) ~d\i, имеющую смысл для любой Г-ин-

Q 

вариантной вероятностной меры JLI на Q, естественно называть давлением 
относительно меры \х. Спитцер ( 9) доказал существование и единствен­
ность меры, максимизирующей давление, которая оказалась не чем иным, 
как гиббсовской мерой с потенциалом U. Последнее вытекает также и з бо­
л е е общих результатов Ланфорда и Рюэля (см. ( 1 0 ) , Приложение), касаю­
щихся гиббсовских полей с конечным числом состояний на решетках 
любой размерности. 

б) Пусть S, по-прежнему, конечно, а потенциал U, оставаясь нераз­
ложимым, может принимать значение +«>. Максимизируя давление, те­
п е р ь можно ограничиться мерами, сосредоточенными на множестве 

&(U) = { 0 ) = ( . . . , 0 ) _ i , СОо, ( O I , . . . ) G Q : ?7 (0 ) г , 0 ) г + 1 ) < о о ) — o o < j < o o } ? 

совпадающем в случае а) со всем пространством Q. Это множество ком­
пактно в естественной топологии и Г-инвариантно, причем Т есть его го­
меоморфизм, а функция е на нем непрерывна. Задаче о максимизации 
давления в такой ситуации (когда Т уже не обязательно сдвиг в прост­
ранстве последовательностей) посвящена довольно обширная литература. 
Комбинируя известные результаты, легко обобщить утверждение и з п. 
я) на случай а) (возможность подобного обобщения отмечена и в ( 9 ) ) . 

в) Пусть S счетно, а потенциал U неразложим и принимает лишь зна­
чения 0 и +<». Ограничившись мерами, сосредоточенными на Q ( J 7 ) , мы 
приходим к равенству &>(U, JLI, я ) = й Д Г ) , ^e=<T(Q, х), справедливому п р и 
любом x^S. Его правая часть имеет смысл для любой Г-инвариантной 
вероятностной меры \i на Q(U). Задача о максимизации энтропии К(Т) 
на множестве таких мер рассматривалась в ( 5 ) . 

Отметим, наконец, работу Ито и Мори ( и ) , в которой понятие давле­
н и я относительно меры \х обобщается (иначе, чем это сделано выше) на 
случай, когда S счетно, a U принимает значения в i?U Н о при весь-
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ма существенных дополнительных ограничениях, среди которых (в при­
нятой нами терминологии) R(£7)-положительность матрицы Q (см. п. 1) 
и конечность энтропии Ь,»{Т). 

Перейдем к общему случаю. 
Т е о р е м а 2. Если U — неразложимый потенциал, то 

&(U, x)=lnl{U) 
при любом X<=S. 

Т е о р е м а 3. Пусть U — неразложимый потенциал с Л ( ( 7 ) < , 0 ° их — 
произвольный элемент множества S. 

Тогда для существования в <£\Ы, х) максимальной меры необходимо 
и достаточно, чтобы матрица Q была R{U)-положительна. Если это усло­
вие выполнено, то максимальная мера единственна, не зависит от х и яв­
ляется марковской мерой, стационарное распределение и переходная функ­
ция которой определяются формулами (2). 

С л е д с т в и е . В условиях теоремы 3 максимальная мера является 
гиббсовской с потенциалом U. 

Переход от результатов этого пункта к теореме 1 осуществляется с по­
мощью следующего утверждения, которое доказывается независимо от тео­
ремы 1. 

Т е о р е м а 4. Если для некоторого x^S существует Т-инвариантная 
гиббсовская мера fA<=^T(Q, # ) , отвечающая неразложимому потенциалу U,. 
то X(U) < < » и мера \х максимальна. 

Теоремы 3 и 4 дают информацию о множестве Г-инвариантных гиббсов-
ских мер (стационарных гиббсовских случайных полей), отвечающих дан­
ному неразложимому потенциалу и обладающих свойством эргодичности. 
Разлагая любую Г-инвариантную гиббсовскую меру на эргодические ком­
поненты (также являющиеся Т-инвариантными гиббсовскими мерами),, 
можно доказать теорему 1 полностью. 

З а м е ч а н и е 1. Легко привести пример неразложимого потенциа­
ла U, для которого выполняются условия теоремы 3 и существует макси­
мальная мера (х с Ац(Г) Этот пример показывает, что при определении 
давления необходима регуляризация, подобная той, которая фигурирует 
в правой части соотношения (3). 

З а м е ч а н и е 2. С помощью результатов п. 2, относящихся к беско­
нечному 5, можно и з у ч а т ь максимум функционала h^T) — lfd\x для ко­
нечного S и некоторых функций /, определенных на Q и зависящих 
(в отличие от рассмотренной выше функции е) от бесконечного числа 
координат оэг. На этом пути, в частности, легко получить все теоремы а 
существовании, единственности и свойствах максимальной меры из рабо­
ты Хофбауера ( 1 2 ) . 
Московский государственный университет Поступила 
им. М. В. Ломоносова 30 III 197& 
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