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О М Н О Г О О Б Р А З И Я Х А Л Г Е Б Р С П О Л У Г Р У П П О В Ы М Т О Ж Д Е С Т В О М 

Настоящая работа продолжает исследования авторов [1 , 2 ] . 
Пусть F— поле, c h a r . F = 0 . Полиномиальное тождество 

v(xu...,xk)—и(хи ...,xk)=Q, 

где v = v(xu xk), u—u(xi,...,xk)—различные мономы, называется 
полугрупповым. Полугрупповое тождество v — и=0 назовем приведен­
ным, если мономы v и и начинаются и кончаются различными буквами. 
Положим: 

U(x,y)=x, gi{x,y)=y, 
fm+l (X, y)=fm (X, y)gm(x,y), 

gm+l{x, У) =gm(x, y)fm{x, у) . 

Полугрупповое тождество fn{х, у) — gn(х, у) = 0 назовем тождеством 
энгелевости в смысле А. И. Мальцева |[3]. Отметим, что 

fn (X, У) — gn (X, у) = [ f ь g U g 2 , gn-ll 

Через уаг (Л) обозначим многообразие ^-алгебр, порожденное F-алгеб-
рой А. Пусть T2(F) — .алгебра верхнетреугольных (2x2)нматриц над, 
полем F\ G — алгебра Грассмана счетного ранга. Тождества алгебр, 
близких к изучаемым в настоящей работе, рассмотрены в [4, 5, 6, 7, 1,. 
8, 9]. 

Т е о р е м а 1. Пусть ffl — многообразие алгебр над полем F. Тогда 
эквивалентны следующие условия: 

1) в Ш выполнено некоторое полугрупповое тождество] 
2) в Ш выполнено нетривиальное тождество вида 

m 

^ а]х'ухт-' = 0 , где a]^F; 

3) в выполнено тождество вида 

Уп[х,У, ' . . . , у]уп = 0; 

4) T2(F)e£W. 
Отметим, что 7 1

2 ( / 7 ) e v a r ( G ® ^ G ) . 
Т е о р е м а 2. Пусть Эй— многообразие алгебр над полем F. Тогда 

эквивалентны следующие условия: 
1) в Ш выполнено некоторое приведенное полугрупповое тождество; 
2) в Ш выполнено тождество энгелевости в смысле А. И. Мальцева; 
3) в Ш выполнено тождество вида 

[х, У, У, ... , у] = 0 , 
п 

где п — некоторое натуральное число. 



Из теоремы 1 и следствия 4 работы [ 1 0 ] вытекает 
Т е о р е м а 3. Многообразие алгебр над полем F, удовлетворяющих 

некоторому полугрупповому тождеству, шпехтово. 
Для полилинейных полугрупповых тождеств утверждение теоре­

мы 3 доказано В . Н. Латышевым [4]. 
С л е д с т в и е 4. Пусть R— алгебра с единицей над полем F и в R 

выполнено некоторое полугрупповое тождество.-Тогда в R выполнено' 
тождество вида [х, у, у , у ] = 0 для некоторого натурального числа п. 

п 
П р и м е р 5. Пусть В — подалгебра алгебры матриц Fz с образую­

щими е22, ем, £ i 3 , £ 2 3 - Тогда: 
1) многообразие var (В) удовлетворяет полугрупповому тождеству 

ух[х, у, ух]ух=ух2у2хух — ухух2у2х=0; 

2) многообразие var (В) не является локально слабо нётеровым 
п и . 

В доказательстве теорем 1 и 2 существенную роль играет 
Л е м м а 6. Пусть R — алгебра над полем F и в R выполнено тож­

дество 
п 

ym{^£taiyixyn-i)yk = Q, 
,• -о 

где a,i<=F, аофО, апф0. Тогда в R выполнено тождество 
ут[х,у, . . . , У)ук = 0. 

Зп , 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Индукцией по п докажем, что в R выполне­
но тождество 

ут+п[х, у, . . . , y]yk = 0. 
п 

Действительно, 
п п 

у» a] ylxyn-j) yk = g (х, у) = ут (у^ р, [х,у, . . . ,у] у') у\ 
г = 0 i=0 n—i 

причем ао=Ро=^=0. Совершим подстановку у=у+ку2, где А е / 7 , и со­
берем члены, при которых X стоит в первой степени. Тогда 

0 = m y g (х, у) +kg (х, у) у+ 
п 

.+ £ { ( « - 0 р л([х, у, . . . , у] У+х + У [х, у, .. . , у] у1) + 
/ = 0 n—i n—i 

+ i Р/ [*, у, ... , у] у*+1} = myg (х, у) + (k + п) g (х, у)у + ут+х х 
[Tl—i 

п— 1 

х ( £ ( и - 0 Р< Их, у], у, ... .у] у1) yk. . 
i=0 • n—\—i 

Применяя индукционное предположение, получаем, что в R выполнено 
тождество 

ym+1+n-l [ [ Х 9 y h уу . . . , у \ yk = упг+п у ^ ^ у ] yk = Q. 



.Аналогично проверяем, что в алгебре R выполнено тождество 

Ут [х, у, . . . , У] Ук+п = О 

П 

и, следовательно, в R выполнено тождество 

Ут[х,у, . . . , y]yk = 0. 

Лемма 6 доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 1 и 2. В теореме 1 импликация 

1)=^2) осуществляется редукцией к полугрупповому тождеству от двух 
переменных х, z и последующей подстановкой z—y-\-Xx. Импликация 
2 ) = ^ 3 ) доказана в лемме 6. Аналогично доказывается импликация 
1)=^3) в теореме 2. Импликация 2) =^1) в теореме 2 очевидна. 

. Проведем доказательство импликации 3 ) = ^ 2 ) в теореме 2. (Дока­
зательство импликации 3 ) = М ) в теореме 1 аналогично.) 

В работе [9] доказано, что выполнение тождества [х, у,у]—О 

влечет выполнение тождества {рс\, х2,хт]=0. Далее, из равенства 

fm(x,y) — gm(X,y)=Uugu g m - l ] 

следует, что в многообразии ЗИ выполнено тождество энгелевости 
в смысле А. Й. Мальцева. Импликация 3)=Ф-1) доказана. 

Осталось доказать импликации 3 ) = ^ 4 ) и 4) =^2) в теореме 1. Вы­
полнив подстановку х=е\2, у=е22 — ец, получим 

Уп[х^;:^у\уп= ( — 1 ) * 2 * е 1 2 ^ 0 , 
п 

что доказывает импликацию 3 ) = И г ) . Пусть f{x\9хп) = 0 — полилиней­
ное тождество, выполненное в многообразии 5И и не выполненное в 
алгебре T2(F). Разлагая f по базе Шпехта, получаем, что 

т , 

где /г, gi — полилинейные многочлены, 

gi=aibid, (1) 
Лгу bi — коммутаторы длины, большей 1, и h — линейная комбинация 
многочленов вида 

[x£l} ... , xlk] х£^ ... х£л% (2) 

Пусть k\ — наибольшее число, для которого многочлен вида (2) входит 
в разложение h с ненулевым коэффициентом. Отметим, что кфО, ибо 
gi = 0 выполнено в алгебре T2(F). Пользуясь тождеством Якоби, полу­
чаем, что /г = /г 1 —j— /х2 —|— /г3» где А 3 — сумма многочленов вида ( 1 ) ; hi— 
сумма многочленов вида (2) с условиями i\<...<ik, ik+i<—<in и h 2 — 
сумма многочленов вида (2) с условием 1\Ф\, г2ф\. Тогда многочлен 
{хъ х2, . . . , Xkt] Xkt+i . . . хп входит в разложение hi с ненулевым коэф­
фициентом. Выполним подстановку х\ = х9 x2 = ...—xk = y2, xk+i = ... 
... =хп=у. Тогда 

т 

f (хъ . . . , хп) = fti (х, у2, . . . , у\ у, . . . , у) = £ асут-{ху*. 
1=0 

Импликация 4)=>2) в теореме 1 доказана. 

/ 

1 0 
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ON V A R I E T I E S O F A L G E B R A S W I T H S E M I G R O U P I D E N T I T I E S 

It is shown that a variety Ж of a lgebras over a field F of characterist ic zero 
satisfies a semigroup identity if and only if Ш does not contain the algebra of the two-
Iby-two upper t r iangular matr ices over F. W e prove that these varieties are Specht. 
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ОБ U-2-ЧИСТОТЕ В А Б Е Л Е В Ы Х Г Р У П П А Х 

Пусть U (соответственно S ) — к л а с с абелевых групп, замкнутый 
относительно изоморфизма, фактор-групп (подгрупп) и расширений, 
причем 

( Л С Д , B e l l и Щ е 2 ) 4 Л е « , (1) 
( Л С В , В Е Й и Л е и ) 4 В / Л е 2 . (2) 

В категории s& абелевых групп мы получим пример оз-чистоты, 
если будем считать ш-чистыми все вложения i: Л - ^ В , где в В сущест­
вует такая подгруппа С, что i(A)[\C^)X и B/(i(A)+C)^% (см. [1, 2] ) . 
Эту чистоту будем называть U-8-чистотой, а запись Л С ц - g B будет 
означать, что Л является 11-£-чистой подгруппой в В. 

В статье изучаются классы U-8-плос'ких, U-8-делимых, U-Й-проектив-
ных и U-8-инъективных групп (определения см. в [1]), обозначим их 
соответственно Fn-z, £>u-s, Ри-&, h-Q-

В дальнейшем все рассматриваемые группы абелевы. Обозначения 
взяты из [3]. Класс, состоящий лишь из нулевой группы, обозначается 
символом 0. 

1 . Л е м м а 1. (а) Л е ^ а ^ З В С Л : В e = U и Л / В Е Л 0 . « ; (б) Ле= 
е ? м ^ З В С Л : Л / В е Й и BGEJFU-O. 

п 


