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К о м п л е к с н ы е числа — школьникам, с т у д е н т а м , у ч и т е л я м 

В. Б. Дроздов 

Предлагаем вниманию читателя учебное пособие, представляющее собой доступное школь­
никам введение в теорию комплексных чисел. В настоящем выпуске публикуется первая часть 
пособия. Окончание — в следующем номере. 

О т а в т о р а 

Комплексные числа изучались нашими предками уже столетие назад — в знаменитом учебни­
ке Андрея Петровича Киселева «Элементарная алгебра» им посвящена целая глава. Выпускники 
средних школ 1973 года застали еще прекрасный учебник Кочетковых «Алгебра и элементарные 
функции», подробно рассказывающий о комплексных числах. 

Но вскоре грянула разрушительная «реформа» школьного математического образования, 
принесшая новые, «научные» учебники. И открылось: основными понятиями математики являют­
ся не число и функция, а множество и его элементы. Оказалось, что нет равных треугольников, 
а есть конгруэнтные. Впрочем, назвать равнобедренный треугольник «конгруэнтнобедренным» 
академик-новатор не решился, проявил непоследовательность. Дискутировался схоластический 
вопрос: вершины треугольника принадлежат ему или нет? Абсурд усугубляла неудобная симво­
лика теории множеств. 

«Хотели как лучше, а получилось как всегда . . .» В стране резко упал уровень математиче­
ского образования. Всеобщее возмущение остановило «реформу». Но признать ее полный провал 
тогда не решились, и классические, проверенные десятилетиями учебники не вернулись в шко­
лу. Одной из жертв математической «перестройки» стали комплексные числа: их стали изучать 
только в спецшколах. 

Поскольку книги и брошюры, посвященные комплексным числам, издавались очень давно 
и в настоящее время превратились в библиографическую редкость, вниманию читателей пред­
лагается пособие «Комплексные числа — школьникам, студентам, учителям», текст которой 
удостоен Почетной грамоты Министерства просвещения. 

Книга содержит весьма широкий материал: собственно комплексные числа, их приложения 
в алгебре и анализе, геометрии и физике. Дана разноуровневая система упражнений. Затронуты 
исторические вопросы, а также гиперкомплексные числа. 

Она адресуется школьникам физико-математических классов, число которых сейчас расши­
ряется; студентам первого курса, которые впервые знакомятся с комплексными числами; учи­
телям, ведущим кружок, элективный курс, а также всем любителям математики. 

§ 1. Возникновение комплексных чисел 

Ещё в античном мире был известен т о т факт, что диагональ квадрата со стороной, рав­
ной 1, не выражается никаким рациональным числом, т . е . не существует рационального числа, 
квадрат которого равен 2. Э т о привело к расширению поля рациональных чисел до поля дей­
ствительных чисел, с помощью которых может быть вычислена любая геометрическая или фи­
зическая величина. Поле действительных чисел явилось тем фундаментом, на котором возникло 
дифференциальное и интегральное исчисление. Однако по ряду причин возникла потребность 
в расширении понятия числа даже за пределы континуума действительных чисел — посредством 
введения так называемых комплексных чисел. 
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Простейшая процедура, требующая применения комплексных чисел, есть решение квадрат­
ных уравнений. Напомним, как обстояло дело с линейным уравнением ах = Ь, когда нужно было 
найти удовлетворяющее ему значение переменной ж. Решение имеет вид ж = | , и введение дроб­
ных чисел как раз обусловливается требованием, чтобы всякое линейное уравнение с целыми 
коэффициентами (при а ^ О ) было разрешимо. 

Уравнения вроде ж 2 = 2 не имеют решений в области рациональных чисел, но имеют таковое 
в расширенном поле всех действительных чисел. Но даже поле действительных чисел недоста­
точно обширно, чтобы в нем было разрешимо любое квадратное уравнение. Например, следу­
ющее очень простое уравнение ж2 = — 1 не имеет действительных решений, так как квадрат 
действительного числа не может быть отрицательным. 

Формальное применение формулы корней квадратного уравнения к уравнению ж 2 + 2 ж + 3 = О 
дает: xij2 = —1 ± \/—2. Мы пока не знаем, какой смысл скрывается за символом у—2, однако 
предположим, что равенство (у/а)2 = а формально верно для любого действительного а и для 

— 

xi + x2 = (—1 — у/—2) + — 1 + V—2) = —1 — 1 + (—V—2 + V—2) = —2. 

xi-x2 = (—1 — • (—1 + V—2) = 1 — V—2 + V—2 — (—2) = 3. 

Следовательно, теорема Виета формально верна и для уравнения с отрицательным дискрими­
нантом. 

Мнимые числа обязаны своим рождением одной реальной математической задаче — решению 
— — 

это уравнение имеет корень ж = 4. Для этого достаточно испытать все делители свободного 
— 

кубическое уравнение ах3 + Ьх2 + сх + d = О (а ^ 0) , в середине X V I века была получена так 
называемая формула Кар дано: 

Применим ее к данному уравнению: 

ж = \J2 + y/—12i+ \J2 — л/—121= \J2 + 11V—1+ \J2 — lly/——l. 

Для решения уравнения необходимо извлекать кубические корни из чисел 2 + 11\/—Т и 2 —11 у—1, 
т. е. оперировать с числами вида а + Ьу/—1, где а шЬ — действительные числа. 

Проведя формальные вычисления, можно показать, что 

(2 + V—l)3 = 8 + 3 •22V—1 + 3 • 2 ( / / — I ) 2 + (V—l)3 = 8 — 6 + 12^—Т+ (—1)V—1 = 2 + llV—1; 

аналогично, 
(2 — y/—l)3 = 2 — 11V—I, 

так что 

ж = \J(2 + V—lf+lJ^ — V—lf = 2 + V—l + 2 — /Г——1 = А+ (V— — V—l) = 4. 

При решении квадратных уравнений с отрицательным дискриминантом объявлялось, что 
выражение V— (или VB, где В < 0) , не имеет смысла. И это представлялось вполне разум­
ным, так как не существует действительного числа, удовлетворяющего квадратному уравнению 
с отрицательным дискриминантом: 

ж 2 + р ж + д = ( ж + ! ) 2 + 9 — = ( Ж + 2 ~ ) 2 — D > ° 

для любого ж, так как D = —.— д < 0 и в этом случае ж 2 + рх + q ф 0 для любого ж. 
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Однако при решении кубических уравнений оказалось уже невозможным просто отмахнуться 
от квадратных корней из отрицательных чисел: формальные операции с числами вида а + Ьл/—1, 
смысл которых был неясен в т о время, неожиданно привели к верному результату и в области 
действительных чисел. 

Математики т о г о времени крайне неохотно шли на изучение выражений вида a + b\—l. Они 
называли их «мнимыми» числами, несуществующими, невозможными, «чисто софистическими» 
числами, «потайными» решениями уравнений. Считалось очевидным, что они не имеют никакого 
реального содержания. 

Один из величайших математиков мира Готфрид Вильгельм Лейбниц (1646-1716), относив­
шийся к мнимым числам с восхищением, в т о же время называл их «выродком мира идей», 
«почти двойственным существом», находящимся между «быть» и «не быть»; говорят, он даже 
завещал начертать на своей могиле знак \—1 как символ перехода от «мира реального» в «мир 
потусторонний». Ему принадлежат слова: 

«Из иррациональностей возникают количества невозможные, или мнимые, удивитель­
ной природы, но пользы которых все же невозможно отрицать . . . Это есть тонкое 
и чудное пристанище человеческого духа, нечто пребывающее между бытием и не­
бытием.» 

Однако еще в XVII -XVII I веках было обнаружено, что многие сложные и громоздкие выра­
жения, встречающиеся в элементарной и высшей математике, легко вычислить, если восполь­
зоваться мнимыми числами. Но недоверие к этим числам было настолько велико, что нередко 
математики поступали так: сначала вычисляли т о или иное сложное выражение с помощью мни­
мых чисел, а затем доказывали полученную таким образом формулу «строго», без привлечения 
этих чисел, другими средствами. 

В течение последних 200 лет комплексные числа (так предложил называть мнимые числа 
великий немецкий математик К. Ф. Гаусс) нашли многочисленные и совершенно неожиданные 
применения. Так, например, с помощью комплексных чисел Гаусс в 1796 году сумел найти от­
вет на чисто геометрический вопрос: при каких натуральных в можно построить циркулем 
и линейкой правильный в-угольник. 

Сейчас комплексные числа являются мощным орудием исследования и широко применяются 
в различных математических дисциплинах, а так же в картографии, электротехнике, гидроди­
намике, теоретической механике, в специальной теории относительности А. Эйнштейна и ре­
лятивистской электродинамике, в сопротивлении материалов. Значительное применение нашли 
комплексные числа при изучении движения естественных небесных тел и искусственных спут­
ников Земли под влиянием силы притяжения к «сплюснутому сфероиду», форму которого имеет 
земной шар. 

§ 2 . П о н я т и е комплексного числа 

Будем рассматривать возможные пары вещественных чисел а и Ь. Каждой такой паре чисел 
а и Ь, взятых в определенном порядке, поставим в соответствие новый математический объект, 
который назовём комплексным числом и обозначим символом a + ib. Число а называется веще­
ственной частью комплексного числа а + Ы, а число Ы — мнимой частью. При этом символ 
а+Ы рассматривается как цельный символ и знак «+» , имеющийся в нём, пока не обозначает дей­
ствия сложения, поскольку это действие ещё не определено для комплексных чисел. Аналогично, 
Ы пока не обозначает произведения b на г. 

Комплексные числа а\ + b\i, и а2 + Ь2г назовем равными и запишем а\ + b\i = а2 + Ь2г, если 
а\ = а2 и Ъ\ = Ь2. Целесообразность и даже единственная возможность такого определения будет 
показана в § 3. 

— 
Арифметический корень л/а2 + Ь2 назовем абсолютной величиной или модулем комплексного 

числа а + Ы. 
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Если мнимая часть комплексного числа равна нулю, т. е. оно имеет вид a+Oi, т о его условимся 
считать равным вещественному числу а. В частности, 0 + Oi = 0. При этом соглашении всякое 
вещественное число будет частным случаем комплексного числа. 

Комплексное число, у которого мнимая часть не равна нулю, назовём мнимым числом. 
Если вещественная часть мнимого числа равна нулю, т . е. оно имеет вид 0 + Ы, его назовем 

чисто мнимым числом и обозначим Ы. Чисто мнимое число 0 + Н = % назовём мнимой единицей. 
—— 

Легко проверить, что для комплексных чисел справедливы рефлексивное, симметричное и тран­
зитивное свойства равенств. 

Так как комплексное число а + Ы однозначно определено упорядоченной парой вещественных 
чисел (а,Ь), т о множество комплексных чисел можно определить как множество всевозможных 
упорядоченных пар вещественных чисел. 

С другой стороны, каждой упорядоченной паре действительных чисел однозначно соответ­
ствует точка плоскости с координатами (а, Ь) и наоборот. Поэтому между множеством всех 
комплексных чисел и множеством всех точек плоскости существует взаимно-однозначное соот­
ветствие. 

Каждой точке плоскости однозначно соответствует вектор, проведенный из начала коорди­
нат в эту точку. Значит, множество комплексных чисел можно интерпретировать как множество 
всевозможных векторов, проведенных из общей точки — начала координат. 

Так как множество действительных чисел изображается т о оси ОХ, т о геометрически видно, 
что множество действительных чисел составляет часть множества комплексных чисел, изобра­
жаемых точками плоскости XOY. 

Однако множество действительных чисел является полем, поэтому определим в дальней­
шем операции над комплексными числами так, что бы множество комплексных чисел бы полем, 
включающим в себя в качестве подполя поле действительных чисел. 

Интересно, что мощность множества комплексных чисел равна мощности континуума, т . е. 
мощности сегмента [0; 1]. 

Геометрическая интерпретация комплексного числа играет исключительную роль в теории 
комплексных чисел. Она показывает естественность определения комплексных чисел на языке 
пар, а значит и эквивалентного определения комплексного числа как символа а + Ы. Ведь ранее 
изучалось множество вещественных чисел как множество точек прямой линии. Теперь мы изу­
чаем множество комплексных чисел, т . е. множество точек плоскости, включающее множество 
точек оси ОХ. 

Естественно, что, определяя множество комплексных чисел как множество всевозможных 
пар вещественных чисел, придется установить такие операции над этими парами, которые ав­
томатически переходили бы в операции, введённые для другого построения комплексных чисел 
как множества символов вида а + Ы, где а и b — вещественные числа. Иначе получится проти­
воречие между двумя эквивалентными определениями. 

Геометрическая интерпретация комплексных чисел делает наглядным сложение и вычитание 
комплексных чисел как сложение и вычитание векторов, изображающих соответствующие ком­
плексные числа, что оправдывает операции сложения и вычитания комплексных чисел, которые 

§ 

§ 3 . Оп ера ц и и над комплексными числами 

Суммой двух комплексных чисел а\ + Ь\% и а2 + b2i назовём комплексное число вида 

(аг + а2) + (h + b2)i, т . е. (аг + bti) + (а2 + b2i) = (аг + а2) + (bt + Ь2)г. 

Произведением двух комплексных чисел а\ + b\i и а2 + Ь2г назовём комплексное число вида 
— 

• — 
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Из определения суммы комплексных чисел следует, что комплексное число a + Ы можно рас­
сматривать как сумму вещественного числа а и чисто мнимого числа Ы. Действительно, 

(а + Ог) + (О + Ы) = (a + 0) + (0 + b)i = a + Ы. 

Из определения произведения комплексных чисел следует, что комплексное число Ы можно 
рассматривать как произведение вещественного числа b на мнимую единицу. Действительно, 

(Ъ + Ы)-(Ъ + 1%) = (Ъ-Ъ-ЪЛ) + (ЪЛ + Ъ-Ъ)% = Ъ + Ы = Ы. 

Теперь символ а + Ы можно с полным правом рассматривать как сумму вещественного числа 
а с вещественным числом Ь, умноженным на мнимую единицу. Легко проверить, что сумма двух 
противоположных чисел равна 0 + Ог = 0. 

Рассмотрим, какой смысл имеет «таинственный» символ г, введённый без всякого пояснения. 
Для этого вычислим г2 по введённому правилу умножения комплексных чисел: 

г2 = i • i = (0 + 1 • г)(0 + 1 • г) = (0 •О - 1 • 1) + (0 • 1 + 1 • 0)г = - 1 + 0г = - 1 . 

-
- ¬ 

В поле вещественных чисел отсутствует элемент, квадрат которого меньше 0. Подобный эле­
мент, добавленный в это множество вместе с такими определениями операций над элементами 
полученного множества, которые бы соответствовали аксиомам расширения числового множе­
ства, позволяет решить многие не решенные ранее задачи математики, под новым углом зрения 
взглянуть на вещественные числа. 

Операции сложения и умножения над комплексными числами введены именно так, чтобы 
-

встретились с выражениями вида А + Вл/—1 тогда ещё не зная, как понять введенный по необ­
ходимости (непосредственно из формулы Кардано) символ не имеющий, с первого взгля­
да, никакого смысла. Теперь истинная причина появления символа а + Ы, где, как выяснилось, 

-
Дедуктивность такого определения комплексного числа и основных операций — сложения 

и умножения комплексных чисел — не следует преувеличивать. Эта дедуктивность, пусть логи­
чески безупречная, продиктована как приведенными выше, так и другими соображениями. 

Очевидно, что сложение и умножение в множестве комплексных чисел всегда выполнимо и 
с однозначным результатом. 

Обратимся к определению равенства комплексных чисел: 

(аг + bti = а2 + Ь2г) & (аг = а2 и Ьг = Ь2). 

Если допустить возможность данного равенства при Ь\ фЬ2, т о при сохранении обычных правил 
арифметики, к чему мы и стремимся, получим: 

= аг - а2 

b\-b2' 

т. е. г оказалось вещественным числом. Полученное противоречие показывает, что Ь\ = Ь2, но то­
гда а\ = а2. Ясно, что корректное определение равенства комплексных чисел нельзя дать каким-
либо другим способом. Геометрическая интерпретация комплексных чисел делает приведенное 
выше определение их равенства особенно наглядным: два комплексных числа равны, если точки, 
изображающие эти числа, совпадают. 

Определения равенства, суммы и произведения комплексных чисел являются основополагаю­
щими в арифметике комплексных чисел. На основе их и арифметики вещественных чисел стро­
ятся остальные арифметические действия над комплексными числами. Введённые определения 
диктуются желанием сделать арифметику комплексных чисел похожей на арифметику веще­
ственных чисел. Э т о желание естественно, поскольку множество всех вещественных чисел есть 
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подмножество множества комплексных чисел, а операции над комплексными числами мы вводим 
так, чтобы множество комплексных чисел превратилось в поле, содержащее поле вещественных 
чисел в качестве подмножества. 

В множестве же вещественных чисел суммы вида а + Ы складываются и умножаются именно 
так, как построены определения суммы и произведения комплексных чисел: 

(аг + Ьгх) + (а2 + Ь2х) = (аг + а2) + (bt + Ь2)х; 

(а\ + Ь\х)(а2 + Ь2х) = а\а2 + а\Ь2х + Ь\а2х + Ь\Ь2х2 = а\а2 + Ь\Ь2х2 + (а\Ь2 + Ь\а2)х. 

(Заметим, что в основе этих преобразований лежат законы арифметических операций — ком­
мутативный, ассоциативный и дистрибутивный.) Положив х = i, получим правила сложения 
и умножения комплексных чисел. 

Применим определения сложения и умножения комплексных чисел к комплексным числам 
вида а + Oi, т . е. к вещественным числам: 

- • • • 

Следовательно, произведение двух вещественных чисел есть вещественное число 

(ai + Oi) + (а2 + Oi) = (аг + а2) + (0 + 0)г = (аг + а2) + Oi. 

Следовательно, сумма двух вещественных чисел есть вещественное число. 
Благодаря введённым выше определениям сложения и умножения комплексных чисел, для 

них справедливы коммутативный и ассоциативный законы сложения и умножения, а также дис­
трибутивный закон умножения относительно сложения. Одной из причин принятых определений 
как раз и было желание сохранить в новом множестве старые законы операций. 

Доказательства этих свойств операций проводятся путем непосредственной проверки и со­
вершенно элементарны. Если сложение и умножение комплексных чисел определить как-либо 
иначе, т о основные законы арифметических действий, справедливые для вещественных чисел, 
не будут верны для комплексных чисел. 

Вычитание комплексных чисел определяется так же, как и вычитание вещественных чисел: 
разностью комплексных чисел z\ и z2 называют такое комплексное число 2 3 , которое в сумме 
с z2, дает z\. 

-
Действительно, по определению z2 + zj, = z\. Пусть z\ = ai + b\i, z2 = a2 + b2i, zj, = 03 + b^i. Тогда 

(a2 + x) + (b2 + y)i = at + bti, 

откуда, по определению равенства комплексных чисел, имеем: а2 + х = а\ и Ъ2 + у = Ъ\. Тогда 

- ¬ 
Деление комплексных чисел определяется так же, как и деление вещественных чисел: частным 

от деления комплексного числа z\ на комплексное число z2 ф О+Oi называется такое комплексное 
число Z 3 , которое при умножении на z2 дает z\. 

Для любых комплексных чисел z\ = а\ + b\i и z2 + b2i (z2 ф 0 + Oi) их частное = 
существует, единственно и вычисляется по формуле: 

^ = аг + bti = ага2 + Ъф2 Ьга2 - агЬ2 , 
а2 + b2i а?2 + Ь?2 а?2 + Ь?2 

• • 

-

откуда 
-

-
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Из этой системы уравнений получаем: 

= QiQ2 + hb2 = Ьга2 - а\Ь2 

а?> + Щ ' а 2 + Щ 

Так как z2 ф О + Ог, то а2 ф 0 или &2 7^ 0, тогда а2 + Ь2 ф О, и ж и у существуют и единственны. 
Практически комплексные числа делят другим способом, используя свойство комплексно-

сопряжённых чисел: 

(а + Ы)(а - Ы) = а2 + Ь2 = \а + Ьг'̂ 2 = \а - £»г|2. 

а\ + М = (ai + hi)(a2 - b2i) = а\а2 + Ьф2 + (Ьга2 - a\b2)i = ага2 + Ьф2 Ьга2 - агЬ2 , 
-

Из рассмотренных свойств комплексных чисел видим, что сумма, произведение, разность 
и частное комплексных чисел есть тоже комплексное число, т. е. в множестве комплексных чи­
сел выполнимы действия сложения и умножения, подчиняющиеся основным арифметическим 
законам, а также обратные им действия вычитания и деления, за исключением деления на нуль. 
Следовательно, множество комплексных чисел есть поле, включающее в себя поле вещественных 
чисел. 

Замечание 1. Заметим, что для комплексных чисел невозможно определить понятия «боль­
ше» и «меньше» так, чтобы сохранились в силе известные ранее связи этих понятий с арифме­
тическими действиями и чтобы это отношение задавало на множестве действительных чисел 
обычное отношение порядка. В самом деле, предположим, что мы каким-нибудь способом опре­
делили для комплексных чисел понятие «больше» так что из двух различных комплексных чисел 

• • 
г2 > О, откуда - 1 > 0 — противоречие. Если г < 0, т о г • г > 0 • г и г2 > 0, откуда -1 > 0 — тоже 
противоречие. 

Замечание 2. Рассмотрим следующий вопрос: куда в соответствии с введенными определе­
ниями включить число 0? Является ли оно мнимым, чисто мнимым? Прежде всего, 0, конечно, 
— действительное число. С другой стороны, 0 = 0 + Oi относится к чисто мнимым числам, так 
как чисто мнимым числом называется число вида 0 + Ы, где b — любое вещественное число 
(в том числе и вещественное число 0). Однако 0 не является мнимым числом, так как, соглас­
но определению, мнимое число — это число, у которого мнимая часть не равна 0, т . е. мнимое 
число — комплексное число, не являющееся действительным. 

Об определениях не говорят, верны они или нет. Определение не может быть неверным, оно 
может быть целесообразным или нецелесообразным. В свете этого включение числа 0 в чи­
сто мнимые более удобно, чем противоположное решение вопроса. Оно позволяет без всяких 
ограничений формулировать такие утверждения: всякое комплексное число является суммой 
действительного числа и чисто мнимого числа; чисто мнимые числа, и только они, противопо­
ложны своим сопряженным; сумма двух чисел является чисто мнимым числом тогда и только 
тогда, когда их действительные части противоположны, и т . д. Принятое определение удобно и 
в «высшей математике». 

Комплексные числа обладают рядом интересных свойств, таких как: 

1) \z\ •Z2^-zn\ = \zi\ • \z2\ • • • \zn\, откуда \zn\ = \z\ 

2) Z2 
= -у-, если z2 ф 0 + Oi. 

3) \zi + z2A ^ zn\ <\zi\ + \z2\A h ^ „ \ . 

4) \zi - z 2 \ < \zi\ + \z2\. 

5) -Ы\ < \zx+z2\. 

6) \ k i \ - k 2 \ \ < k i ^ 2 \ . 

7) Обозначим число, сопряжённое числу z = а+Ы, т . е. а-Ы через 2 . Тогда z = а-(-Ы) = а+Ы, 
т. е. z и z — числа взаимно сопряжённые. 
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8) (z = z) & (z е 

9) z + z е М, 

10) z-ze М. 

11) \z\ = \z\. 

12) \z\ = yjz - z. 

13) z\ ± Z'i = z\ ± Z'i и вообще 2 i + 22 + - - - + zn = z\ + z2 + - - - + .z n . 

14) : г Г т 2 2

_ т ^ = zi -z2 - - - zn, откуда Z™ = (z)n. 

15) 
Z2 j Z2 

Докажем одно из этих свойств, а именно, свойство (3). (Ряд других свойств будет доказан в 
-

Е- E ° J + * E b J 
j=l j=l \ 

\ 2 / " 4 2 

е°И + (х> 
Докажем, что 

\ Е % + ( Е Ч < E v 4 2 + bf = E Zi 

или 

v j= l / \j 1 / j= l 

2 / \ 2 

j= l 

2 

Е«И ( E ) < ( E \ / ° j + < > ? 

^j=i / \j=i J \ j = i 

Применим метод математической индукции: 
1) n = 1, 2: < \z\\ — верно, \z\ + z2\ < + \z2\ — верно; 

2) n = к: допустим, что \zi + z2 + - - - + zk\ < + ^ 2 ^ - - - + \zk\'i 

3) n = к + 1 (докажем, опираясь на (2)) 

\zi+z2-\ h z k + i \ = \(zx + z2-\ \-zk) + z k + x

\ < 

<\z\ + z2-\ \-zk

\ + \zk+i\ < \zi\ + \z2

\A h \ z k

\ + \ z k + l

\ , 

что и требовалось доказать, откуда верно неравенство: 

2 / \ 2 

Е«И ( Ч > )
 < 

Kj=i ) \j=i ) \j=i 

Из свойств (13) и (14) следует т е о р е м а : При замене в многочлене с действительными коэф­
фициентами произвольного значения аргумента сопряжённым ему числом значение многочлена 
тоже заменится сопряжённым ему числом,. 

Из равенства \z\z2\ = \z\\ - \z2\ следует другое интересное свойство: 

откуда 

\(aia2 - hh) + {аф2 + a2h)i\ = \ai + b\i\ - \z2 + b2i\, 

(aia2 - hb2)2 + (aib2 + a2bi)2 = (a\ + b\) - (a2

2 + b | ) , 
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т. е. мы доказали, что произведение суммы двух квадратов на сумму двух квадратов можно 
представить в виде суммы двух квадратов. 

Положив z\ = Z 2 , т . е. а\ = а2 = а и Ъ\ = Ъ2 = Ъ, имеем: 

-

Последняя формула даёт все множество целочисленных прямоугольных треугольников при раз­
личных а и Ь. 

Например, при а = 2, Ъ = 1 имеем: З 2 + 4 2 = "г. При а = 3, Ь = 2 — *r I 12 2 = 13 2 и т . д. 
Так как (а\а2 — Ьф2)2 > О, то (а2 + i>2)(a2 + > (аФ2 + 0 2 & i ) 2 — двумерный вариант 

неравенства Коши: 

( n \ / n \ / а \ 2 

- > 
г=1 / \г=1 / \г=1 / 

Рассмотрим извлечение корней из комплексных чисел. Пусть z = а + Ы — комплексное число. 
Квадратным корнем из числа z называется комплексное число а; такое, что ш2 = z. В этом случае 
пишут а; = л/z. Найдём выражение \[а~+~Ы через а и Ь. Для этого положим ш = u + vi, тогда 

-
ишь: 

2 2 
и — v = а, 

h 
откуда v = Тогда имеем 

2uv = Ь, 

о U А О О 
= а или la lav — b = 0 , 

b2 

4u2 

откуда (D > 0) 
2 a + л/а2 + b2 2 a — \/ a2 + b2 

Ui = , Un = . 

Так как и e М, то и2 > 0 и значение и2, не подходит, поэтому 

а + л/а2 + Ъ2 

«1,2 = ± у j ' 

Тогда 

Ъ Ъ Ь Ьд/ л/а2 + Ь2 — а 

2«i 2ф+^щ? ф^~~/-гЩ ^2{а + л/а^+¥)(л/а^+~¥ —а 

_ Ьд/л/а2 + Ь2 — а _ Ь 
= ^1{а2 + Ъ2—Щ = Щ 

Аналогично, 
Ь Ь 

— 

V2 = = —ш \JVa2 + b2 — а, 
2и2 \b\ 

но 
Ь Г 1, если b > 0, 
^\ \ —1, если b < 0, 

т. е. j | | = sign b. Окончательно находим: 

/ а + л/а2 + Ъ2 . , / л/а2 + Ъ2 — а 
^1 = ui+ivi = \ h 1 -sign b\ , 

/ а + л/а2 + Ь2 . , / л/а2 + Ь2 — а 
UJ2=U2 + iv2 = —\ i - sign b y . 
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Следовательно, 

а + V'а 2 + Ь2 . . , л/а^+Пё — а 
л/а + Ы = ± \ h г - s i g n о 

Итак, из любого комплексного числа z = а + гЬ можно извлечь квадратный корень, причем, если 
z ф О, т о э т о т корень имеет два значения, отличающиеся друг от друга знаком. 

Попробуем тем же способом извлечь кубический корень из комплексного числа z = а + гЬ: 
ш = \У~г, если ш3 = z. Положив ш = и + iv, имеем: (и + iv)3 = а + Ы, откуда 

— 
3u2v — v3 = b. 

Из второго уравнения и = Jподставим в первое уравнение 

v3 + b V3 + Ъ „ 9 v3 + Ъ 
Згг • \ — = а, 3v 3v V 3v 

или 
v^ + b / b-Sv^X2

 = o 2 т ^ з v , = 2 Ъ , а ^ 
ov \ 3v J 

Обозначив v3 = t и выполнив элементарные преобразования, получим кубическое уравнение 

, 3, 9 27а 2 + 15Ь2 b3

 п t —-ы2
 — 1 + — = о. 

4 64 64 

Для уничтожения члена —fbt2 положим t = t\ — 4̂ - = t\ — | . Тогда относительно t\ получим 
уравнение: 

;3 2 7 / „ 2 , l2vi , 2 7 Ь / „ 2 , г2л 
*1 — й ( ° + Ь ) < 1 + 4 " б 4 ( а + Ь ) = °-

Применим формулу Кар дано: 

з/ q , I ( а \ 2 , (Р\3 , ? Ч (Ч\2 , fP^3 

Дискриминант 

х = п + т )
 +ш + v ^ — У Ш + v 3 

Я = | ^ ( а 2 + Ъ2)2(Ъ2 — а2 — Ъ2) = —^(а* + Ъ2)2 -а2<0. 

_ з/ 27Ь(а 2 + Ь 2) 33 
h ~ V 8-64 + 8 3 

3 з a2 + b2-V—b + 

(а2 + b2)ai + 

3 3 

з/ 27Ь(а 2 + Ь 2) З 3 , 
8-64 — p ( Q 2 + b 2 ) ^ = 

аг а 2 + Ь2 - ^ Ь + ^ =^ л/а2 + Ъ2 У—Ъ + аг аг 

Для определения v необходимо извлечь кубический корень из комплексных чисел +Ь + аг, 
т. е. мы пришли опять к ранее поставленной задаче и образовался порочный круг. Таким обра­
зом, извлечь кубический корень из комплексного числа общего вида в алгебраической форме 
невозможно. 
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Два раза применяя формулу извлечения квадратного корня, можно получить четыре значе­
ния корня четвертой степени из комплексного числа. Например: 

^ - 7 + 24г = V V - 7 + 24 и; 

1 + 2г). 

Извлекать корни пятой степени из комплексных чисел общего вида в алгебраической форме 
невозможно, так как при этом получится уравнение пятой степени, не разрешимое в радикалах. 

§ 4 . Геометрическая интерпретация комплексных чисел. Тригонометрическая 
форма комплексного числа 

Действительные числа изображаются точками на числовой пря­
мой: между множеством действительных чисел и множеством то­
чек числовой прямой существует взаимно однозначное соответствие. 
Комплексное число z = a + Ы задается двумя действительными 
числами а и b Поэтому естественно каждому комплексному числу 
z = а + Ы поставить в соответствие тояку (а, Ъ) и обратно (рис. 1). 
При этом получим взаимно однозначное соответствие между мно­
жеством всех комплексных, чисел и множеством точек плоскости. 
Действительным числам соответствуют точки оси абсцисс, а чисто 
мнимым числам — точки оси ординат, в частности, числу % ставится 
в соответствие точка (0 ,1) . 

Вместо точек плоскости можно рассматривать их радиус-векторы. Тогда получаем взаимно 
однозначное соответствие между комплексными числами и радиус-векторами ОМ. 

Изображение комплексных чисел с помощью векторов удобно тем, что при этом сложение и 
вычитание комплексных чисел получают простое геометрическое истолкование. 

Действительно, пусть комплексному числу z\ = a + Ы соответ­
ствует вектор ОМ = а г + b j , а комплексному числу z2 = с + di 
соответствует вектор ON = с г + d j (рис. 2). 

Так как zt ± z2 = (a ± с) + (b ± d)i и ОМ ± —N=(a±c)i + 
+ (b±d) j , т о если числу z\ соответствует вектор ОМ, а числу z2 

соответствует вектор ON, т о числу z\ + z2 соответствует вектор 
ОМ + ON, а числу z\ — z2 соответствует вектор ОМ — ON. 

Установим геометрический смысл модуля разности двух ком­
плексных чисел z\ = х\ + у\% и z2 = х2 + y2i: 

У 

ОМ / 
М(а,Ь) 

О 

Рис. 1. 

X 

\z\ —z2\ = \{х\ — х2) + (г/1 — y2)i\ = \/(хг — ж 2 ) 2 + (г/i — y2f 
Рис. 2. 

т. е. модуль разности двух комплексных чисел равен расстоянию 
между точками плоскости, изображающими эти числа. 

Наряду с декартовой системой координат существует полярная система координат, в ко­
торой решение ряда математических задач гораздо проще, чем в декартовой. Чтобы задать 
полярную систему координат, необходимо выбрать точку О (полюс) и выходящий из этой точ­
ки луч I (полярную ось) . Положение точки М на плоскости задается двумя числами — длиной 
вектора ОМ и углом ip, который э т о т вектор образует с полярной осью (рис. 3). Угол ip отсчиты-
вается против часовой стрелки и измеряется в радианах. Число г > 0 и г однозначно определено 
положением токи М. 
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у 

М(х,у) 

М 

о 

У 

ЩО) х 
О 

Рис. 3. Рис. 4. 

Угол <р определен положением точки М не однозначно, а с точностью до числа, кратного 2тг. 
Если 0 < щ < 2тт, то ip = щ + 2-кп, где п <Е Z . Для точки О координата ip не определена. Со­
вместим полюс с началом координат О(0 ,0 ) и направим полярную ось I вдоль положительного 
направления оси Ох (рис. 4) . Тогда получим следующую связь между декартовыми координата­
ми (ж, у) и полярными координатами (г, <р): 

Каждой точке М ( ж , у) плоскости однозначно соответствует комплексное число z = ж + yi. 
Используя связь между декартовыми и полярными координатами, запишем число z, выразив его 

совпадает с длиной вектора, изображающего комплексное число. 
Радианная мера угла, образованного этим вектором с положительным направлением оси 

абсцисс, называется аргументом комплексного числа z: ip = Argz, \z\ > 0 и (\z\ = 0) •<=>• (z = 0) . 
Аргумент любого комплексного числа z ф 0 имеет бесконечно много значений, отличающихся 

< 
значением аргумента и обозначается щ = arg z; тогда Arg z = arg z + 2ттп, где n — любое целое 
число. 

Запись комплексного числа z = г (cos ip + i sin<p) называется тригонометрической формой 
числа z. 

Из изложенного выше ясно, что алгебраическая форма комплексного числа соответствует 
прямоугольной декартовой системе координат, а тригонометрическая форма соответствует по­
лярной системе координат. Многие задачи, относящиеся к комплексным числам, легче решить, 
предварительно записав их в тригонометрической форме. 

§ 5 . Операции над к о м п л е к с н ы м и числами в т р и г о н о м е т р и ч е с к о й ф о р м е 

Возьмем два произвольных комплексных числа, заданных в тригонометрической форме: 

через г и ip: 
z = г cos ip + i sin ip = r(cos ip + i sin ip). 

Очевидно, что модуль комплексного числа z 

zt = Г! (cos 9i I г sin 9i ) и Z2 = r2(cos</?2 + i sin IP2). 

Найдём z\ • Z2'. 

z\ • z2 = r i r 2 ((cos<picos<p 2 - sin pi sin ip2) + « ( s i n < P i C O S ( P 2 + sin 92 cos 91)) 

ПГ2 (cos(9i + 92) + i sin(9i + 92)) • 

Отсюда 
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ziz2Z3 = (ziz)2)z3 = г\Г2(cos(<pi + 92) + г sm(ipi + ip2)) • r 3 (cos 93 + i sin93) = 

= ПГ2П (cos(<pi + 92 + <Рз) + i sin(<pi + 92 + <Рз)) • 

Методом математической индукции можно показать, что 

z\ • z2 • • • zn = rf r 2 • • • r „ (cos(<pi + 92 4 h 9n) + i sin(<pi + 92 H h 9n)) , 

откуда 

k i ^ 2 • • \z\\ • Ы • • • Ы , a Arg(21 • 2 2 •• = Arg21 + A r g 2 2 4 1 Arg:.,,. 

Последнее равенство означает, что обе части совпадают с точностью до кратного 2тт. 
Найдем f 1 при условии Z2 ф 0. 

= П (cos 9 i + % sin 91) = r i (cos9i + % sin 91) (cos 92 - % sin 92) = 

22 Г2(cos 92 + % sin 92) Г2(cos 92 + % sin 92) (cos 92 — i sin 92) 

= — (cos(9i -<p2)+i sin(9i — 92))• 
r 2 

Таким образом, 
zi 

Z2 

\ \ 
— = -—r, Arg — = Arg zi — Arg z2. 

\ \ 

Сопоставим арифметические действия над комплексными числами в алгебраической и три­
гонометрической форме. 

Так как при сложении и вычитании комплексных чисел вещественная часть суммы (разно­
сти) равна сумме (разности) вещественных частей слагаемых и мнимая часть суммы (разности) 
равна (разности) мнимых частей слагаемых, т. е. вещественные и мнимые части преобразуются 
отдельно, т о сложение и вычитание комплексных чисел удобнее выполнять в алгебраической 
форме. 

В противоположность этому при умножении и делении комплексных чисел в алгебраической 
форме вещественная часть произведения (частного) зависит о т вещественной и мнимой частей 
множителей (делимого и делителя) и минная часть произведения (частного) зависит о т веще­
ственной части и мнимой части множителей (делимого и делителя); что следует из формул: 

— 

— 
c + di ~ с 2 + d 2 + с 2 + d2%' 

Поэтому умножение и деление комплексных чисел удобнее выполнять в тригонометрической 
форме: при этом модули преобразуются отдельно, а аргументы — отдельно. 

Докажем некоторые свойства комплексных чисел, используя их запись в тригонометрической 
форме: 

Z\ • Z2 • • • Zn = Zl • Z2 • • • Zn. 

Пусть zk = r f c ( cos9 f c - M s i n 9 f c ) , тогда zk = rk(cosipk -ismipk) = rk(cos(-ipk) + ism(-ipk)). 

n n \ I n n 
zi • z2 •• • zn = n -r2 •• • rn I cos ^ 9fc + i sin ^ tpk J = rt • r2 • • • rn I cos ^ tpk - i sin ^ tpk 

\ fezzz\ fc=1. / \ fc —1 fc—1 J 

zi -z2 •• • zn = n -r2 •• • r „ ( c o s ( - 9 1 - 9 2 <Pn) + i s i n ( - 9 1 - 9 2 <Pn)) = 

= П • r2 • • • rn(cos(ipi + 92 4 \-ipn) -ism(ipi + 92 H \-<Pn)), 

откуда zi • z2 • • -Zn = zi • z2 • • • zn. 
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Пусть гк = rk(cos(pk + ismifk), тогда 

\z\\ • \z2\ • • • \zn\ = П • r2 • • • rn 

\Z\ ^ 2 - ^ ^ = 

Откуда следует, что 

ri • r2 • • • rn cos ^ pk + i sin ^ pk 

\ fczz:X fc=1. у 
= П • r 2 - - - r n . 

В доказанном равенстве \z\a положим z = a + Ьг, тогда имеем: + Ьг)"\ = (Va 2 + Ь 2 )" , 
откуда 

C 2 a " - 2 b 2 + C > ' '4 , ть 4 7,4 C « a n — • • f + {CL

nan-b -Сл

па п—лЪл + C^a 1 „П—1 1 чЗ„п—3l3 -»5„n—5l5 )2 = ( a2 + b2)2n> 

В заключение установим г е ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ м ы с л умножения и деления комплексных чисел. 
Формула z\ • Z2 = • \,г2\(cos(<pi + 9 2 ) + is'm(pi + 9 2 ) ) показывает, что для нахождения 

произведения z\ • z2 надо сначала увеличить модуль числа z\ в \z2\ раз, не изменяя его аргумента, 
а затем увеличить аргумент полученного числа на Arg z>. не изменяя его модуля. Первая из 

\ \ 
а вторая — поворот относительно точки О на угол, равный Arg 22 . 

Если Z2 = r 2 (cos<p 2 + isin<p 2), т о умножение z\ на г 2 дает ука­
занную здесь гомотетию, а умножение полученного результата на 
(cos р 2 + i sin Р2) — поворот. 

Считая Z2 = const = с, z\ ф const = z, можно сформулировать 
результат так: формула и> = cz определяет на комплексной плоскости 

\\ 
и поворота относительно той же точки О (на угол Arg с ) . 

Так как 

Рис. 5. zi 
Z2 

1 

N 
\ \ - -

т о геометрический смысл деления комплексных чисел сводится к геометрическому смыслу умно­
жения с той лишь разницей, что \z\\ уменьшается в \z2\ раз и поворот точки z' = ^ 4 ( c o s р \ + 

-
часовой стрелки (рис.5) . 

§ 6 . Ф о р м у л а М у а в р а и её приложения 

Из формулы умножения комплексных чисел в тригонометрической форме можно сделать 
предположение, что 

(r(cos<p + г sin ip))n = rn(cosmp + isinmp), 

т. е. 

\z\n и Arg ( z n ) = nArg z . 

Так как (r(cos<р + i sinip)) n = r"(cos p + isin<p)n, т о достаточно доказать, что 

(cos р + i sin ip)n = cos ntp + i sin ntp 

— формула Муавра. Эта формула была получена французским математиком Муавром в 1707 
году. 

Применим для доказательства метод математической индукции: 
1. в = 1: 

(cos <р + г sin р)п = (cos <р + г sin р)1 = cos р + г sin р, 

cos пр + г sin пр = cos 1 • р + г sin 1 • р = cos р + г sin 9; 
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2. в = fc: предположим, что при в = к > 1 формула Муавра верна: 

(cos р + i sin р)к = cos кр + i sin fc<p; 

3. в = fc + 1: докажем, опираясь на (2), что формула Муавра будет верна и при в = к + 1. 

(cos р + % s'mp)n = (cos <р + i s'mp)k+l = (cos p + i sin<p) f c(cos p + i sin<p) = 

= (cos kp + i sinfc<p)(cos ip + i sirup) = cos(fc + l)ip + i sin(fc + l)ip = cos ntp + г sinB<p. 

Доказательство закончено. 

Более того , формула Муавра справедлива для всех целых чисел. Действительно, при в = О 

(cos р + г sin<p)° = 1, cos 0 • р + г sin 0 • р = cos 0 + г sin 0 = 1. 

-
, . . х_„ 1 cos 0 + г sin О . . . . . . 
(cos р + i smp) = - : — = : = c o s ( ^ ^ ^ ^ + г smi-np). 

(cos p + i smp)n cos np + i s i n np 

Перейдем к извлечению корня в-ой степени из комплексного числа. 
Как и для действительных чисел корнем в-ой степени из комплексного числа называется 

такое комплексное число со, что ш" = z. 
Теорема. Корень в-ой степени из любого отличного от нуля комплексного числа имеет 

в поле комплексных чисел в различных значений 

р + 2-7rfc . . р + 2-7rfc 
\ / r ( c o s р + % sin tp) = {Yr ( cos h i sin 

в в 

-

Эти значения изображаются вершинами правильного п-уголъника с центром, в начале ко­
ординат,. 

Если z = 0, то {Yz = 0 — корень имеет одно нулевое значение. 
Доказательство. Представим число в тригонометрической форме, так как в алгебраиче­

ской форме извлечь корень степени в > 2 из комплексного числа нельзя: z = r(cosp + is'mp). 
Пусть u; = р(со$ф + isint/>), тогда 

откуда 

следовательно, 

шп = рп (cos пф + isinB^>) = z = г (cos р + is'mp), 

рп cos пф + ipn sin пф = г cos р + ir sin р, 

рп cos пф = г cos р, . . 
(* ) 

рп s inB^ = г simp. 

p 2 n ( c o s 2 пф + sin 2 пф) = г 2 (cos 2 р + sin 2 р), 
а так как г > 0 и значит р > 0, т о р = 2 У г 2 = ^/г. 

Чтобы установить, что р = у/г можно воспользоваться тем, что у равных комплексных чисел 
модули равны. 

Равенства (*) дают: 
cos пф = cos р, , , 

** 
s i n n f = sm<p. Из (**) имеем: 

- 2 s i n ^ • s i n ^ = 0; 
г в т ^ - •cos ^ = 0. 
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Эта система равносильна дизъюнкции четырех систем 

(1) 
s i n ^ = 0, 
s i n ^ ; 

c o s ^ ; i j 

s i n ^ p = 0, 
c o s ^ ; 

s i n ^ = 0, 
s i n ^ . 

(4) 

Из 1 пф - <p = 2-кк, откуда ф = ^ + 2 7 r f c , где к — любое целое число. Так как sin 2 ж + cos 2 ж = 1, 
т о 2 несовместна. 

Из 3 
-
-

откуда 

-

т . е . 2р = 7г(1 + 21) и 3 совместна только для конкретной серии р = | ( 1 + 21), значит 3 не 
подходит. 

Система 4 равносильна 

пф + р = 2-кк, 
-

4 не подходит по той же самой причине,что и 3. 

Итак, ф = ^ + 2 7 r f c . Это равенство можно установить короче, заметив, что у равных комплекс­
ных чисел аргументы могут отличаться на 2тгк. 

Получим: 

р + 2ттк , . р + 2ттк 
\Jr\cosp + i smip) = л/r I cos 1- г sin 

п п 

где г <Е Z . 

Однако не всегда различным значениям А; будут соответствовать различные числа сок. 

, . . р + 2ir(n + к , . р + 2-7г(в + к 
ton + к = у г ( cos h i sin 

в в 

/ , 'р 2тхк \ . (р 2тхк \ \ 
= yV ( cos ( - + ±2ir)+isia[- + ± 2тг = 

в в / \ в в ) ) 

п Г ( р + 2ттк . . 9 + 2тгА;\ 
= y r cos 1 I S i l l = u.'/,-

V в п 

Следовательно, полученная формула определяет в различных комплексных чисел иок, которые 
можно получить, придавая к любые в последовательных целых значений; для простоты берут 

-

file:///Jr/cosp
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Выпишем все шк: 

^ i = {Уг [cos — I - 1 s m ~~ ; 
в п) 
Р + 27Г . . ip + 27Г 

^ 2 = У г I cos h i sm в в 

9 + 2тг(£;-1) . 9 + 2тг(А;-1) 
Wfc = у г l cos h i sm 

в в 

<р + 2 7 г ( в - 1 ) . 9 + 2 7 г ( в - 1 ) 
ш„ = у г | cos h i sm 

в в 

Отсюда видно, что точки, изображающие все полученные значения с о к лежат на окружности 
с центром в начале координат радиуса yV и делят эту окружность на в равных частей (ду­
га между любыми двумя соседними точками составляет ^ радиан), т . е . являются вершинами 
правильного в-угольника. 

Пример: 1 = cos О I /' sin 0. 

> / l = V l ( c o s O - M s i n O ) = 1 • ^cos 
0 + 2тг£; . 0 + 2тг£;\ 2irk . 2irk 

= г sm = cos h i sm , 
в в / в в 

-

Обозначим через е = cos - 1 + i sin - 1 , тогда 

о 47Г . . 47Г 
е = cos h i sm — , 

в в 

2тгА; . . 2тгА; 
е = cos h i sm • 

в в 

„ 27ГВ . . 27ГВ 
е = cos h i sm , 

в в 

Таким образом, комплексные корни из 1 суть степени е, где е первое мнимое значение корня 
из 1 (при к = 1). 

' р 2ттк\ . (р 2тхк 
Wfc = \7r I cos I — I + г sm — I 

в в / V в в 

= у г I cos —h г sm — 
в в 

2ттА; . 2ттк\ , 
cos h г sm = UJQ • е . 

в в / 

Следовательно, все значения у^г можно получить из начального значения LOQ последователь¬ 
— 

Г " 2 и —1 
— 



56 В. Б. Дроздов 

Пример: Решить уравнение z = 1. 

2-7Г&; 2тгк 
z = л/cos 0 + % sin 0 = cos — 1 /' sin _ . где к = 0; 1; 2; 3; 4. 

5 5 
z\ = cos 0 + i sin 0 = 1; 

27Г 2vr 
= COS ~5~ + i sin 

47Г 47Г 7Г 
Z3 = COS 5 + i sin 5 

= - cos — 
5 

+1 sm — 
5 

67Г 67Г 7Г 
Z4 = COS 5 + i sin 5 

= - cos — 
5 

- г sm — 
5 

+ i sin 
27Г . . 2vr 

ZB = COS + i sin = cos -1 sm — ZB 
5 

+ i sin 
5 5 5 

В И Д И М , Ч Т О ZB = 2 2 ; 24 = 2 3 . 

-

-

z\ = 1, осталось решить возвратное уравнение z4 + г 3 + z1 + 2 + 1 = 0. Применяем известный 
алгоритм: 

, 2 + 1 ) + ( , + £ ) + 1 = 0; 

обозначим z Л- \ через ж, тогда 

1 1 zt л/5 
2 2 + ^ - = ж 2 - 1 : ж 2 - 2 + ж + 1 = 0: ж 2 + ж - 1 = 0; D > 0; Ж1 2 = ± • 

z l ' 2 

Получаем два квадратных уравнения: 

z l Л - — z + 1 = 0 и z l Л - — z + 1 = 0, 
Z Z 

откуда 

- 1 - л Д ± V - 1 0 + 2лД -l-y/b , . 1 0 - 2 л Д 
2 i , 2 = ; = ; ± « ; ; 

l ' z 4 4 4 ' 
- 1 - V5 , 

^3,4 = 4 \ 
l - V b \ 2 \ / 5 - 1 , .10 + 2\/5 

± I-4 / 4 4 

Так как cos | , sin |-, cos т?1, sin ^ — положительные числа, т о 

2тг л Д - 1 . 2тг 10 + 2лД 
cos — = и sm — = : 

5 4 5 4 ' 
тг V5 + 1 . тг 1 0 - 2 ^ 5 

cos — = и s m — = : 
5 4 5 4 
2тг /тг 2тг\ . тг . л Д - 1 

cos — = sm — — = sm — = sm 18 = 
5 V 2 5 J 10 4 

Кроме того , значение sin 18° можно получить еще двумя искусственными приёмами. 
Замечание. Понятие арифметического корня при переходе от действительных чисел к ком­

плексным теряет прежний смысл, и все значения корня оказываются совершенно равноправными 
между собой. Поэтому символ {Vz означает не одно число, а любое из в значений корня. 

Действительно, в поле действительных чисел символом {/а обозначают лишь одно арифме­
тическое значение корня. При этом правила действий над радикалами относятся именно к ариф­
метическим значениям. В поле же комплексных чисел невозможно выбрать для каждого из вы­
ражений \Уа какое-нибудь одно значение в качестве «главного» («арифметического») так, чтобы 
применительно к этим значениям оставались справедливыми правила действий над радикалами. 
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Предположим противное: для любого в (или даже только для в = 2) и для любого комплекс­
ного числа а мы каким-то способом выбрали одно из значений \Уа так, что для этих «главных» 
значений корня справедливо тождество: 

{УаЬ = \[а • \[Ь. 

Тогда имеем: 

\[а = л / ( - 1 ) ( - а ) = \J-l\J-a = • \/(-l)a = • V-' • у/а = -у/а, 

ибо ( л / - 1 ) 2 = - 1 независимо от того , какое из значений (г или -г) принято в качестве 
главного. Полученное противоречие и доказывает наше утверждение. 

Рассмотрим некоторые применения формулы Муавра. 

1. Тригонометрические функции кратных дуг 
Преобразовав левую часть формулы Муавра (cos ж + г sin ж)" = cos вж + г smnx по формулам 

бинома Ньютона, получим 

— — — 

= cos вж + г sin вж, 

или 

n s~i2 ti—2 • 2 I s~i4 n—4 • 4 s~i6 n—6 • 6 f f 

- -
— - — — -

откуда, из условия равенства двух комплексных чисел, имеем: 

n /~i2 ti—2 • 2 I s~i4 n—4 • 4 

- -
— - — — -

Пусть в — четное число, в = 2вг, тогда последние члены в формулах cosnx и s'mnx соответ­
ственно будут: 

(is'mx)2m = ( - 1 ) " 1 sin 2" 1 ж = (-1)^ s'mnx; 

1 / 1 \ f i 2 m \ 
-CI1-1 cos x(i smx)2m—l = ( -Cl cos ж s in" — 1 ж ) ( ) = 
i \ i ) \ 1 ) 

= - ( C * cos ж s in" — 1 ж)(-1)" 2" = (-l)^^ncosx smn—1x. 

Пусть в нечетное число и в = 2вг + 1, тогда последние члены в формулах соэвж и s'mnx 
соответственно будут: 

п — 1 
С™ 1 c o s x ( i s m x ) 2 m = С* (cos ж) г 2" 1 sin" 1 ж = (-1) 2 всоэжs in" 1 ж; 

(г s i i i i ) 2 m + 1 = i 2 m

8 т 2 т + 1

 х = ( - 1 ) s m n x . 
1 

Формулы для соэвж и smnx можно получить последовательным применением теорем сло­
жения: найти s'm3x, s'm4x и т. д. соэЗж, соэ4ж и т . д., затем, подметив закономерность, сделать 
предположение и доказать его строго методом математической индукции. 

2. Преобразование степеней cos" х и sin" х в тригонометрические многочлены 

Тригонометрическим многочленом в-го порядка называется выражение вида 

Р(х) = щ + (а\ cos ж + Ь\ sin ж) + (а2 cos 2ж + Ь2 sin 2ж) + • • • + (an cos вж + bn sin вж), 

при этом предполагается, что |а п | + |&п| 7̂  0. 

file:///J-l/J-a
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Положим и = cos./: I /'sin./:, v = cosx /' sin ж. тогда имеем: cosx = ; smx = uv = 1. 
По формуле Муавра 

- - - - -

Отсюда 

cosnx =-(ип + vn) и s'mnx =—(ип - vn) 
2 2г 

Следовательно, 

cos" х = (^r^j = ^ ( « n + Clun—lv + Clvn—2v2 + ••• + 0* v n — k v k + ••• + C > " = 

= ^ , n — l ( c o s n x + Cncos(n - 2)ж + ^ ^ s ( n - 4)x + •••). 
Аналогично, 

sin" ж = —^—(u - v)n = — * — ( « " - c!,u"—4 + C 2 u " — 2 « 2 - Clun—Zvz 4 ) 

При четном n = 2k получим: 

sin 2 f c ж = „ , _ . (cos 2fcr - Cv ,̂ cos(2fc - 2)ж + Cf f c cos(2fc - 4)ж ) . 
— 

При нечетном //. = 2к I 1 получим: 

- ^ - ( s i n ( 2 f c + 1)ж - С 2 \ + 1 sin(2fc - 1)ж + C 2

2

f c + 1 sin(2fc - 3) 

венств с о з " + 1 ж = cos" ж • cos ж, s i n " + 1 ж = sin" ж • s m i и выражении (по предположению] для 
Полученные равенства можно доказать методом математической индукции, исходя из ра-

ic r 

cos" ж и sin" ж из формул 

cos a cos /3 
-

sin a sin fi •• 

sin « cos/3 

2 
-

2 : 

-
2 

Выводы: 1. соэвж и s'mnx можно преобразовать в однородные многочлены степени п отно­
сительно cos ж и sin ж. 

2. Всякая целая неотрицательная степень косинуса и синуса cos" ж и sin" ж, а также всякое 
произведение этих степеней может быть преобразовано в тригонометрический многочлен. 

3. Вычисление суммы косинусов и синусов дуг, образующих арифметическую 
прогрессию 

п п 
Найдем суммы: Yl cos(a + kh) и Yl sin(a + kh). Вычислим (cos а + i sin a) • zk, где z = cos h + 

fc=o fc=o 
+ is'mh: 

(cos a + г sin a) • (cosh + is'mh)k = cos(a + kh) + isin(a + kh). 

Положим в последнем равенстве к = 0; 1; 2 ; . . . ; п и сложим эти равенства 
п п

 z n + i _ i 

cos(a + kh) +i ^ ^ s i n ( a + fc/j) = (cosa+isma)(l+z + z2 + • • -+zn) = ( c o s a + i s i n a ) — = 

, . . ,cos(n+l)h-l + ism(n+l)h . , . sm'^h - s m ' ^ h + icos'^h 
= ( cos f l+ i smo) = (cosf l+js ino) \ —r — = 

cos h - 1 + i smh sin f - sin f + i cos f 

Sil l Vj \ ~~ / yjxxx 2 
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Отсюда 

» s m ^ h ( n h \ 
} cosla + kh) = —h— cos a 4 

s i n f / 2 / 

} sm a + fen) = \— sm a 4 
fc=0 2 

Последние две формулы могут быть получены искусственным путем: достаточно найти 

h n h n 

sin — cos (a + kh) и sin — sin(a + kh). 

k=0 k=0 

Полученные суммы применяются для вычисления многих других сумм. 

Дроздов Виктор Борисович, 
г. Рязань. 


