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В работе полностью описано множество базисов, сложность реализации в 
которых функции х\ ф .. . ф хп по порядку равна п. Для всех базисов, не при
надлежащих этому множеству, получена нижняя оценка сложности реализации 
функции х\ ф . . . ф хп, имеющая вид пс, где с > 1 и с не зависит от п. Опираясь 
на полученную оценку сложности, дано более простое доказательство сущест
вования бесконечной цепи улучшающихся булевых базисов. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис
следований, проект 99-01-01175, и ФЦП «Интеграция», проект 473. 

Базисом назовем произвольную конечную полную систему булевых функций. Пусть 
В — базис. Формулами (в базисе В) называются следующие выражения и только 
они: 

(1) х-> гДе X ~~ константа (0 или 1) и х ^ 5 ; 

(2) f(F\,... , F n) , где / — n-местная булева функция, / е й , каждое из выраже
ний F i , . . . , Fn — либо ранее построенная формула в базисе В, либо переменная 
из фиксированного счетного множества {х\, х2, • •. }• 

Сложностью L(F) формулы F назовем число вхождений в F символов перемен
ных. Сложностью Ьв(/) булевой функции / в базисе В назовем минимальную из 
сложностей формул в базисе В, реализующих функцию / . Базис В\ предшествует 
базису В2 (В\ ^ В2), если существуют такие константы С и D, что для любой бу
левой функции / выполнено неравенство LB1{J) ^ СЬв2(1) + F>. Базис В\ строго 
предшествует базису В2 (В\ -< В2), если В\ ^ В2 и В2 ^ В\. 

Пусть 
Л п ( х ь . . . ,хп) = хг 0 . . . 0 ж п , Во = {&,V,-.}. 

Напомним, что f(n) •< д(п) (д(п) >z f(n)) обозначает, что для некоторой константы С 
шпп_юо f(n)/g(n) < С, и / (п) х д(п) обозначает, что f(n) ^ д(п) и д(п) ^ / (п) . 
Известно [9, 6], что 

Для любого базиса В, в силу соотношения В ^ В0 (см. [5]), 

ЬВ{К) •< п2. 
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Б.А. Мучник для достаточно широкого множества базисов В доказала [1] нижнюю 
оценку 

М Л п ) ^™3( fc-1) / (3fe-4), 

где к — порядок базиса Б , т. е. наибольшее число аргументов у функций из В. 
Функция f от п аргументов называется монотонной по переменной ж ,̂ 1 ̂  г ̂  п, 

если либо для всех наборов констант (c i , . . . , Сг-i, c*+i?... , сп) выполняется нера
венство 

/ ( С Ь . . . , С » _ 1 , 0 , С » + 1 , . . . , C n ) ^ / ( С Ь . . . , C i _ i , l , C i + i , . . , , С П ) , 

либо для всех наборов констант (c i , . . . , Q- i , Q+i , . . . , сп) выполняется неравенство 

/ ( С Ь . . . , C i _ i , 0 , C i + i , - • • , C n ) ^ / ( C i , . . . , C i - i , l , C i + i , . . . , C n ) . 

Функция называется обобщенно-монотонной, если она монотонна по всем своим пе
ременным, то есть по некоторому множеству переменных возрастает, по остальным 
переменным убывает. Базис называется обобщенно-монотонным, если все входящие 
в него функции являются обобщенно-монотонными. 

В работе доказана следующая теорема. 

Теорема 1. Если В — обобщенно-монотонный базис, то 

LB{K) h „3(*-D/(3fc-4)i 

где к — порядок базиса В. 
Если эюе базис В не является обобщенно-монотонным, то 

Ь Б ( Л П ) х п. 

Следствием теоремы 1 является один результат о сравнении булевых базисов. Ос
новные результаты о сравнении базисов содержатся в [3, 5, 7, 8]. В частности, автор 
доказал [7] цепочку соотношений . . . -< Рг(3) -< -Рг(2), где Рг(^) ~~ базис, состоящий 
из всех n-местных функций. В настоящей статье дано более простое доказательст
во цепочки соотношений . . . -< В2 -< B\ для некоторой другой последовательности 
базисов Bi,B2,... 

Введем некоторые понятия и обозначения. Пусть / — булева функция, хп,... , xin 
— все переменные, от которых / зависит существенно, %\ < . . . < гп. Через (/) обо
значим функцию п аргументов, полученную из / заменой переменных ж^ , . . . , Xin 
на переменные x i , . . . , хп соответственно. Функция (/) существенно зависит от всех 
своих аргументов. 

Пусть / — функция п аргументов, xi — переменная, 1 ^ г < n, a — константа. 
Введем обозначение 

f \ { x t = a } ( x i , . . . ,Хп) = / ( Х Ь . . . , Ж г - ь < 7 , Ж г + 1 , . . . > Ж п ) -

Функция f\{Xi=(Ty существенно не зависит от г-ro аргумента. Пусть y i , . . . , у к — по
парно различные переменные, o"i,... ,&к ~~ константы. Положим 

/ 1 { У 1 = < Т 1 , . . . ,ук = <тк} = (• • • (f\{yi=<Ti)) • • • )\{ук=(Тк}' ( * ) 
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Пусть В — базис. Обозначим через [В] множество, состоящее из всевозможных 
функций вида (д), где либо д € В, либо д — функция вида (1) и / G В. Множество [В] 
является базисом. Базис В называется нормальным, если [В] — В. Очевидно, что 
[[В]] — [В], поэтому базис [В] является нормальным. 

Пусть F\ и i<2 — произвольные формулы. Посредством F\ = F2 будем обозна
чать тождественное равенство формул F\ и i*2, а посредством F\ = F2 обозначим 
графическое равенство формул F\ и F2, то есть посимвольное их совпадение. 

Пусть F — формула, хг — переменная, а — константа. Обозначим через F\{Xi=z(Ty 
формулу, полученную из F заменой каждого вхождения переменной Xi констан
той а. Если В — нормальный базис и F — формула в В, то формула F\{Xt=(Ty также 
является формулой в В (нормальный базис содержит обе константы). Обозначим 
через LXi(F) число вхождений переменной Xi в формулу F. Индуктивно определим 
множество подформул формулы F: 

(1) если F = х> гДе X ~~ константа, то единственной подформулой формулы F 
является F; 

(2) если F = f(F\,... , Fn), где / — функция и каждое из выражений F\,... , Fn 
— либо формула, либо переменная, то подформулами формулы F являются F 
и подформулы тех из выражений F\,... , F n , которые являются формулами. 

Введем вспомогательную меру сложности формулы F, вес формулы F, который 
будем обозначать P(F). Вначале определим веса функций. Пусть / — функция п ар
гументов. Если п ^ 1, то вес функции / положим равным нулю, а если п ^ 2, то вес 
функции / положим равным (п — 2)/2. Пусть M(F) — сумма весов функций, взятая 
по всем их вхождениям в формулу F. Положим 

P(F) = L(F) + M(F) . 

Для произвольной функции / и базиса В обозначим через Рв(1) минимальный из 
весов формул в базисе В, реализующих функцию / . Формула F в базисе В назы
вается минимальной (по весу), если P(F) — Рв(Л, где / — функция, реализуемая 
формулой F. 

Функционалы L и Р доопределим на множестве переменных, положив L(xi) = 
Р(хг) = 1. 

Лемма 1. Пусть В — базис порядка k, F — формула в В, не содержащая кон
стант. Тогда 

Доказательство. Индукцией по числу функциональных символов в F, для каждого 
выражения F, являющегося либо формулой в В, не содержащей констант, либо 
переменной, докажем неравенство 

L{F)>m^iP(F)+±z±. (2) 

Тем самым, лемма будет доказана. 
В качестве базиса индукции возьмем случай, когда F — переменная. Тогда 

V ' 3k - 4 ЗА; - 4 3fc - 4 V ; 3fc - 4 
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Проведем индуктивный переход. Пусть F = f(F\,... , F n ) , где / — функция, 
каждое из выражений i*i, . . . , F n — либо формула в В, не содержащая констант, 
либо переменная. По предположению индукции 

L{Fi)>2-^TP{Fl) + 3T±r < = 1 . - . * - О) 
Если п = 1, то L(F) = L(F\) и P(F) = P(Fi) , поэтому из (3) следует (2). Пусть 
теперь п ^ 2. Тогда 

L{F) = Y,L{Fi), P(F) = Y.P{Fi) + r^-. 
t = l г = 1 

Отсюда, используя (3), получим, что 

А:-2 

г = 1 г = 1 ^ 

_ 2 ( * - 1 ) £ р № ) + » < * - 2 ) . 

ЗА:-4 

(n-2)(fc-1) n(fc - 2) 
ЗА:-4 + ЗА:-4 

ЗА:-4 ^ v " ЗА:-4 

2(* - 1) п, глч - ^ + п + 2А: - 2 + пА: - 2п 

l i T T w + 3*^4 
2 ( * - 1 ) „ , „ ч 2 А : - п - 2 2 ( Л - 1 ) „ , „ Ч А: ЗА:-4 v ' ЗА:-4 ЗА: - 4 v ! Зк -4 

Заметим, что при выводе последнего неравенства используется то, что п ^ к. Тем 
самым, неравенство (2) проверено. Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть В — нормальный обобщенно-монотонный базис, F — минималь
ная (по весу) формула в В, не содержащая констант, L(F) ^ 2 и х\ — перемен
ная. Тогда существует такая константа а и такая формула F' в базисе В, что 
F' = F | { x j = f f } u 

P(F')^P(F)-^LX,(F). 

Доказательство. Обозначим через ж^д,... , Xi}Tn все различные вхождения перемен
ной Хг в формулу F (здесь т = LXi(F)). Пусть Xij — произвольное вхождение. 
Расширением вхождения x^j назовем наименьшую по включению формулу среди 
всех подформул формулы F , содержащих вхождение Xij и имеющих сложность, 
не меньшую двух (расширение существует, так как L(F) ^ 2). Вхождения Xij и 
Xiyk называются смежными, если их расширения совпадают. Отношение смежности 
вхождений является эквивалентностью, поэтому множество {жг,ъ... , xiiTn} разбива
ется на классы смежности. Расширением класса смежности называется расширение 
любого из его элементов. 

Пусть К — произвольный класс смежности. Расширение класса К обозначим 
через GK- Представим формулу GK В виде 

G* =$*(<&. •••.<#* )), 
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где дк £ В, каждое из выражений Gl
K,... , G^ — либо формула в В, не содер

жащая констант, либо переменная. Не ограничивая общности, будем считать, что 
выражения GL

K,... , G^ J содержат вхождения из класса К, a G£ , . . . , G^ 
таковых не содержат. Тогда L(Gl

K) = ... = L(GK ) = 1, следовательно, t(K) = |Я"|. 
Пусть г — произвольная константа. Обозначим через GK,T формулу, полученную 

из GK заменой каждого вхождения из класса К константой т. Определим форму
лу Нк,т в базисе В так, чтобы выполнялись следующие условия А и В: 

(A) Я * , т ЕЕ GK,r, 

(B) Для любого класса смежности К, отличного от К, если формула GK' является 
подформулой формулы GK, TO формула GK1 является подформулой формулы 
Нк,т-

Выражение GJ
K, 1 ^ j ^ t(K), содержит только функции одного аргумента, 

поэтому существует такая константа Cj, что 

G^^XiQCj, 1 ^j^t(K). 

Заметим, что s(K) > t(K). Действительно, если s(K) = t(K), то формула GK содер
жит вхождения только переменной ж*, следовательно, GK реализует одну из функ
ций 0, l,Xi,Xi. В то же время L(GK) ^ 2, поэтому формула GK не минимальна, а 
значит, и F не минимальна. Получаем противоречие. Введем обозначения 

— U I \ Г" — „ (nt(<K) + l r>s(K)\ 
УК,т — \УК\{х1=С1®т,... , x t ( K ) = c t ( / c ) 0 r } / 5 иК,т — УК,т{^к > • • • > иК ) • 

Формула G'Kr является формулой в базисе В и G'K т = GK,T- Пусть К' — про
извольный класс смежности, отличный от К и такой, что формула GK' является 
подформулой формулы GK- Тогда GK> является подформулой одного из выраже
ний G^ , . . . , GK , следовательно, GK> является подформулой формулы G'Kr. 
Таким образом, если положить Нк,г = ffKr, то условия А и В будут выполнены. 

Если s(K) — t(K) ^ 2, то положим Нк,т = G'Kr. Рассмотрим теперь случай, 
когда s(K) — t(K) = 1. Пусть 

(p(xi,x2) = дк(х\ 0 с ь . . . ,ici ф э д , ж 2 ) . 

Функция (/? существенно зависит от двух своих аргументов (в противном случае фор
мула GK была бы не минимальной). Если функция <р линейна, то она не монотонна 
по переменной х2, а тогда функция дк не монотонна по последнему аргументу, что 
противоречит условию леммы, так как дк € В. Таким образом, функция (р нелиней
на, следовательно, существуют такие константы в и х, что ip(0, х2) = \. Константу в 
назовем забивающим значением класса К. Если г = 0, то положим # к , т = х> а в 
противном случае положим Нк,т — G'Kr. Проверим, что в случае г = в условия А 
и В также выполнены. Действительно, 

GK,e = <p(e,G$K)) = x, 

то есть условие А выполнено. В то же время 

GK ЕЕ ф>,(4К)) ЕЕ фиС$К)\{хг=вф1}) ЕЕ gK{Gl
K, . . . ,GiK\GiK)\{xi=em}), 
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поэтому, в силу минимальности, формула GK не содержит вхождений переменной Х{ 
из других классов, а значит, условие В выполнено. 

Выпишем все классы смежности К\,... , Кт в таком порядке, чтобы для лю
бых j , /, 1 ^ j < I ^ 7% расширение класса Kj не было подформулой расширения 
класса К\. Построим теперь последовательность формул F = FQ,F{,... ,FTT. Для 
каждого j , 1 < j ^ г, в качестве Fj возьмем формулу, полученную из Fj-\ заме
ной подформулы GKJ на подформулу Нк3,т- Тогда, в силу условия Л, процедура 
построения корректна, а в силу условия В справедливо равенство F£ = F\^Xi=ry 

Выберем теперь константу <т. Для каждой константы г обозначим через W(r) 
множество, состоящее из всех таких классов смежности А', что s(K) — t(K) = 1 и за
бивающее значение класса К равно т. Через W(2) обозначим множество, состоящее 
из всех классов смежности К, для которых s(K) — t(K) ^ 2. Если |W(0)| ^ |W(1)|, 
то положим а = 0, в противном случае положим а — 1. В любом случае 

\W(a)\ > \W(a)\. (4) 

Положим Ff = F?. Тогда F' = F\{Xi=a}. Оценим разность P(F) - P(F'). Оче
видно, что 

г 

P(F) - P(F') = £ ( P ( G ^ ) - P(HKj,a)). (5) 

Рассмотрим произвольный класс смежности К. В силу того, что s(K) ^ 2, справед
ливо равенство 

Р(СК) = ?Щ^ + №+ £ р(°кУ (в) 

Если X € W(2) то, используя (6), получим, что 

P(HK,.) = P{G'Kta)=8(K)-t(K)-2+ £ Р{&к) 
j = t(K) + l 

= P{GK)-\t{K) = P{GK)-\\K\. (7) 

l=P(GK)-\\K\-\. (8) 

P{GK)-\\K\ + \ . (9) 

Если X G И^сг) то, используя (6), получим, что 

P(HKt<r) = 0 = P(GK) - S{K1 ~ 2 - t(tf) -

< P ( G K ) - ^ - ^ - « W -

Если ж е К е И^(о-), то 
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Наконец, из (5), (7), (8), (9) и (4) следует, что 

г 

P(F) - P(F') = £ ( Р ( е д - P(HKiia)) 

> Е *̂' + Е (fw + i)* £ (§'*'-г) 
= \ Е I^-I + |(i^(^)i -1^(^)1) ^ ^ Е \к*\ = 1ь*лп 

.7 = 1 j = l 

Таким образом, 

P(F')^P(F)-hx,(F). 

Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Пусть В — нормальный обобщенно-монотонный базис порядка k, функ
ция f существенно зависит от п аргументов и п ^ 2. Тогда существует такая 
переменная Х{ и константа а, что 

Р^ ~* . - ,М№-»)' (10) 

Доказательство. Пусть G — минимальная (по весу) формула в базисе В, реализу
ющая функцию / . Последовательно исключим из G все константы, заменив каждую 
подформулу вида 

где с — константа, подформулой 

h(G\,... , Gj-i, Gj+i,... ,C m ) 

(h при т = 1), где /i = (g|{Xj=c})- Полученную формулу обозначим через F. Тогда 
F — формула в В, F = G и P(F) = P{G). В силу того, что п ^ 2, справедливо 
неравенство L(F) ^ 2. Применив к F лемму 1, получим, что 

HF) > 2-^J-P(F)- (И) 

В качестве Xi возьмем переменную, входящую в формулу F наибольшее число 
раз. В силу минимальности, формула F содержит только существенные переменные 
функции / , поэтому 

LX,(F)>^±. (12) 
п 

В силу леммы 2, существует такая константа о и формула F' в базисе В, что 

F' = F|{li=ff}, P(F')^P(F)-hXt(F). 
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Отсюда, из (11) и (12) следует, что 

Рв(/|{*,=„>) < P(F') < P(F) - | L I 4 ( F ) ^ P(F) - Щ^ 

<™и-«)-»<4-<к 
Отсюда непосредственно следует (10). Лемма 3 доказана. 

Теорема 2. Пусть В — обобщенно-монотонный базис порядка к. Тогда 

MAnJbn3**-1)/*3*"4). 
Доказательство. Введем обозначение Ck = 3(fc — l)/(3fc — 4). Рассмотрим нормаль
ный базис [В]. Он также является обобщенно-монотонным и его порядок не больше, 
чем к. Не ограничивая общности, будем считать, что порядок базиса [В] равен к. 
Применив п — 1 раз лемму 3, получим, что существуют такие попарно различные 
переменные 2/ь . . . ,Уп-1 и константы а\,... , o*n-i, что 

Р[В](Л„) £ P [ s ](A„i{y i= f f l i . . . ,yn_1=CTn_l}) JQ x _ ^ / m = Д i _ ск/т 

> П г \ i х = ехр 1 Cfc V - 1 ж ехр{Ск Inn} = ncK (13) 

Заметим, что для любой функции / справедливо неравенство £>#(/) ^ £[£](/) и в 
силу леммы 1 

hB\(f) > 2Ji^TP[B\(f)-
Отсюда и из (13) следует утверждение теоремы. 

Теорема 3. Пусть В — не обобщенно-монотонный базис. Тогда 

Ьв(Лп) ж п. 

Доказательство. Пусть функция / , / е В, не обобщенно-монотонна. Не ограни
чивая общности, будем считать, что / не монотонна по первому аргументу. Тогда 
существуют такие наборы констант (<Т2, • • • , о~т) и (т2,. . . , т т ) , что 

/ ( 0 , а 2 , . . . ,сгт) < /(1,сг2 , . . . ,сгт), 
/ (0 ) > / ( 1 , Т 2 , . . . , Т т ) . 

^(ж) = OkX V TjfcX, 2 ^ к ^ т . 

/(Ж1,^2(Ж2),... ,^т(а?2)) = Я?1 0.Х2, 

Пусть 

Тогда 

следовательно, 

/ ( . . . ( / ( z i , £ 2 ( x 2 ) , . . . , ^m(^2) ) . . . )^2(^n) , . . . ,^m(a:n)) = Л п ( ж ь . . . ,ж„). (14) 

Положим С = max{LB(0), LB(l), LB{xi)}. Тогда Ьв(9к) ^ С, 2 ^ fc ^ га. От
сюда, в силу представления (14), следует, что L#(An) ^ С(тп - 1)п. Очевидно, что 
£в(Лп ) ^ п. Таким образом, Ьв(Лп) х п. Теорема 3 доказана. 
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Теорема 1 непосредственно следует из теорем 2 и 3. 

Теорема 4. Существует бесконечная последовательность базисов Bi,i?2, •• и 
бесконечная последовательность положительных чиселci, сг , . . . , для которых вы-
полнены соотношения 

ьВт+Мп) 
УпСт, т = 1 , 2 , . . . , (15) 

Б т + 1 ^ Б т , т = 1 , 2 , . . . (16) 

Доказательство. Для каждого натурального /с, к ^ 2, определим функцию Д , 
положив 

[О, если (7i 4 - . . . + <72/с < fc, 
<TI 0 оъ 0 . . . 0 <J2fc-b если ai + . . . + а2к = &, 
1, еСЛИ <7i + . . . + СГ2/С > fc. 

fk{o~i,- • • ,cr2fc) — Л 

Функция fk монотонна и 

Л(«1, ЖЬ . . . , Xfc, Ж/с) = Xi 0 . . . 0 Хк. (17) 

Исходя из тождества (17), индукцией по s можно построить такую формулу F£ в 
базисе BQ U {Л}, что F£ реализует функцию А^ и L(F%) = (2/c)s. Отсюда несложно 
вывести, что 

LB„u{/fc}(A„)^n lo«*2fc. (18) 

В то же время, согласно теореме 1, 

^ и { Л ) ( А » ) > : я 3 ( 2 * - 1 ) / ( 6 М ) . (19) 

Выберем последовательность чисел fci, к2,... так, чтобы выполнялись неравенства 
. _, ^ 3(2fem - 1) 
bg fcm+1 2/cm+1 < 6кт_А , rn = 1,2,... 

(например, можно выбрать к\ — 2, /cm+i = 26/Cm, m = 2 ,3 , . . . ) . Положим 

3(2fc — 1) 
Вт = Во U { Д т } , с т = 6 f e " „ 4 - logfcm+l 2fcm+i, m = 1,2,... 

Тогда из (18) и (19) следует (15). Из тождеств 

/fc+i(zi, . . . ,х2/с,0,1) = Л ( ж ь . . . ,x2jfc), /с = 1,2,... 

следует, что 
•Bm+i =̂  Вт, т = 1,2,... 

Отсюда и из (15) следует (16). Теорема 4 доказана. 

Заметим, что все приведенные результаты относятся также и к функциям 
Х\ 0 . . . 0 Хп 0 1. 

После того, как данная работа была написана, автору стало известно о сущест
вовании работы [2], содержащей утверждение, равносильное теореме 1. 

Автор благодарен своему научному руководителю О.Б. Лупанову за постоянное 
внимание к работе. 
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