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Рассмотрим в банаховой структуре Е с конусом EJ^ [1] задачу о нахождении 
элемента / из соотношений 

u'{t) = Au{t) + ^{t)f (O^t^T), (1) 
и{0) = 0, (2) 
и{Т) = ф {феП{А)). (3) 

Здесь Т > О — число. Оператор А — линейный замкнутый, с плотной областью 
определения D (А). Мы предполагаем, что А порождает Со-полугруппу S{t) по-
лоэюителъных операторов: S{t)E-^ С £̂ + при t ^ 0. Операторная функция Ф(^) 
гладко зависит от t , т.е. Ф G С^ {[О^ Т]; С{Е)). Кроме того, Ф(^) удовлетво­
ряет специальному требованию равномерной дизъюнктности: если Д -L / 2 , то 
Ф(^1)/1 _1Ф(^2)/2 при любых t i , t 2 G [0 ,Т] . 

(Напомним обозначения: 1) Д _L /2 означает, что inf ( | / i | , I/2I) = 0; 2) / ^ О 
означает, что / G Е^; 3) L ^ О, где L G С{Е) ^ означает, что L{E^) С Е^. 
Всюду в статье JC{E) — банахова алгебра линейных ограниченных операторов 
из £̂  в £̂  с обычной операторной нормой.) 

Фиксируем элемент ф G D(A). Решением задачи (1)-(3) назовем элемент / G 
Е такой, что решение u{t) = u{t; / ) соответствуюп];ей задачи Коши (1), (2) 
удовлетворяет условию (3). 

Т Е О Р Е М А 1 (принцип максимума для задачи (1)-(3)). Предполоэюим, что по­
лугруппа S{t), пороэюденнал оператором А, позитивна, и пусть комплексный 
спектр оператора А леэюит в полуплоскости {А G С : ReA < 0 } . Пусть Ф{1) 
— равномерно дизъюнктная на [0,Т] операторная функция, причем Ф{1) ^0 и 
Ф'(^) ^ О при О ^ t ^ Т . Кроме того, пусть Кег Ф(Т) = {0}. Наконец, предполо-
эюим, что элемент ф ^ D (А) выбран так, что Аф ^ О. Тогда решение задачи 
(1)-(3) {если оно суш^ествует) удовлетворяет условию / ^ 0. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть / — решение задачи (1)-(3), отвечаюп];ее элементу 
ф {Аф ^ 0). Покажем, что / ^ 0. Пользуясь тем, что Е — структура, пред­
ставим / в виде f = f^ - f- ^ где / + = s u p ( / , 0) , / " = s u p ( - / , 0) . Ясно, что 
/ + ^ О, / ~ ^ О и f^ ± f~ . Рассмотрим две задачи Коши: 

(и'{1) = Аи{1) + Ф{1)/+, (и'{1) = Аи{1) + Ф{1)Г, 
\и{0) = 0; \и{0) = 0 . ^ ^ 

Пусть Ui{t) — решение первой из них, а U2{t) — второй. Сразу заметим, что 
тогда 

и[{Т)^0, 4 ( ^ ) ^ 0 . (5) 
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Действительно, по определению функции щ (t) имеем 

Jo 
где 5'(-) ^ О, Ф(-) ^ О, Ф'(-) ^ О и / + ^ 0. Отсюда следует, что и[{Т) ^ 0. 
Второе из неравенств (5) доказывается аналогично. 

Далее, очевидно, что ui{T)—U2{T) = ф (ибо f^—f~=f — решение обратной 
задачи (1)-(3)). Введем обозначения cpi = ui{T), (̂ 2 = щ{Т). Тогда cpi = ф-\-(р2' 
С другой стороны, полагая t = Т в уравнениях (4), получаем 

и[{Т) = Aif, + Ф ( Г ) / + , 4 (Г) = Aip2 + Ф ( Г ) / - . 

Отсюда в силу (5) следует, что Acpi + Ф(Т) /+ ^ О и А(р2 + ^{Т) f~ ^ 0. Кроме 
того, так как cpi = ф-\-ср2 ^ где Аф ^ О (по условию теоремы), то Аср2-\-Ф{Т) f~^ ^ 
—Аф ^ О. Таким образом, 

А^2 + Ф(Т) /+ ^ О, А^2 + ЦТ) Г ^ О . 

Но тогда {-Aip2) ^ т £ ( Ф ( Т ) / + , Ф ( Т ) / - ) , причем элементы Ф ( Т ) / + , Ф ( Т ) / -
неотрицательны и дизъюнктны. Значит, А(р2 ^ О. 

Далее, так как спектр (т{А) лежит в полуплоскости {А : Re А < 0 } , то резоль­
вента (А/ — А)~^ существует при А = О и является положительным оператором 
[1, с. 184]. Поэтому из соотношения Аср2 ^ О следует, что (̂ 2 ^ 0. С другой 
стороны, по определению ср2 имеем 

^2=U2{T)= [ 3{Т-з)Ф{з)Г(1з, 
Jo 

где S{') ^ О, Ф(-) ^ О и / ~ ^ 0. Следовательно, (̂ 2 ^ О и автоматически 
(̂ 2 = 0. Отсюда с учетом КегФ(Т) = {0} уже нетрудно получить, что / ~ = 0. 
Но тогда / = / ^ ^ О. Теорема доказана. 

Легким следствием теоремы 1 являются такие утверждения: 
Т Е О Р Е М А 2. Пусть А и Ф{1) удовлетворяют условиям теоремы 1. Тогда 

решение задачи (1)-(3) единственно {если оно существует). 
Т Е О Р Е М А 3. Пусть А и Ф{1) удовлетворяют условиям теоремы 1. Предпо-

лоэюим дополнительно^ что полугруппа S{t) компактна при t > 0^ а оператор 
Ф(Т) непрерывно обратим^ т.е. [Ф{Т)]~^ G С{Е). Тогда задача (1)-(3) одно­
значно разрешима при любом ф ^ D {А). 

Доказательство теоремы 2 очевидно, а доказательство теоремы 3 основано на 
свойстве фредгольмовости задачи (1)-(3) [7]. Более точно, в условиях теоремы 
3 обратная задача сводится к уравнению / — Bf = ^ , где В — компактный 
положительный оператор: 

В = [Ф(Т)]-1 (s{T) Ф(0) + / S{T- s) Ф'{з) ds\, 

Si д = [Ф{Т)]~^{—Аф) — фиксированный элемент. Теперь вывод теоремы 3 сразу 
следует из теоремы 2 и альтернативы Фредгольма. Заметим также, что в усло­
виях теоремы 3 решение задачи (1)-(3) можно искать с помоп];ью ряда Неймана: 
/ = X l ^ o ^^9 • Действительно, по теореме 1 оператор {1—В)~^ является положи­
тельным, и, значит, спектральный радиус оператора В меньше 1 [2, с. 329-330]. 
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З А М Е Ч А Н И Я . 1) Условие равномерной дизъюнктности Ф(^) весьма естественно 
с точки зрения приложений. Так, в случае, когда Е — функциональная банахова 
структура на множестве О, можно считать, что Ф(^) имеет вид 

(Ф(0/)(ж) = ^(ж,*) / (ж) {xen,0^t^T) 

с подходящей функцией ip{x^t). 
2) В доказательстве теоремы 1 используются некоторые соображения из пре­

дыдущей работы авторов [3]. Близкие по духу рассуждения имеются в [4-6] (в 
[4] — для эллиптических, а в [5] и [6] — для параболических уравнений). Однако 
сам принцип максимума (теорема 1) отмечается, по-видимому, впервые и явля­
ется новым даже для конкретных уравнений математической физики. Отметим 
также работу [8], где доказан критерий единственности решения задачи (1)-(3) 
при условии, что Ф(^) = / . 
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Пусть / — интегрируемая 27г-периодическал функция и Sn{f ^ х) — частная 
сумма порядка п ее тригонометрического ряда Фурье. В работе [1] показано, 
что оператор 

-1 

? 7 i , n G Z + 'If' 1_^ 

771—1 
1 1 

(Т/)(ж)= sup -J2\Sk+nif,x)--Y.Sj+M,x] т j=o 
(1) 

имеет слабый тип (1 ,1 ) . Отсюда следует, что оператор (1) ограниченно дей­
ствует из Li в квазинормированное пространство L^ с О < / х < 1 . В заметке 
найдено наименьшее (экстремальное) симметричное квазинормированное про­
странство, в которое из Li ограниченно действует оператор (1). Получено также 
необходимое и достаточное условие на симметричное функциональное простран­
ство Е для того, чтобы Т действовал ограниченно жз Е в Е. 


