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УТОЧНЕНИЕ АСИМПТОТИКИ МОЩНОСТИ КВАНТИЛЬНОГО КРИТЕРИЯ 

1. Квантильный критерий, близкий по своим свойствам к 
критерию согласия Пирсона, был предложен Л.Н.Болыпевым [i] и 
изучался, в частности, в, работах [2] , [3] . Хорошо известно, 
что статистика квантильного критерия 2* П Р И нулевой гипотезе 
Н 0

 и возрастании числа наблюдений ц—»-оо имеет предельное 
ХИ -квадрат распределение и имеет нецентральное ХИ г-квадрат 

распределение при fi-»- оо в случае, когда справедлива альтернати­
ва ^ , сближающаяся с проверяемой гипотезой Н 0

 П Р И П>-*~°° 
со скоростью . В настоящей работе эти результаты уточняют­
ся с помощью асимптотических представлений. 

2. Пусть проверяется гипотеза Н 0 » согласно которой неза­
висимые, одинаково распределенные наблюдения Х ,̂Хг,-"?Хц. име­
ют непрерывную функцию распределения (х) . Образуем из слу­
чайных величин )(i вариационный ряд <Г Хсг)^ ••• ^ Ход • 
Зафиксируем вектор положительных вероятностей ^ ( р ^ , . . . , рк), к > 2 , 

такой, что 21 р;, = 1 • Далее, рассмотрим выборочные кванти­

ли %L =X (^ L) , Hlt-[(a+l)Ui] ( a : = p^pai-...+pt7i.=i,2,..-^-l, 
С"Л - целая часть числа, ^ о = - о о 7 ^ к = + о о ) и определим 

величины 

здесь Г^,(зс) - эмпирическая функция распределения, 
9 r !L> l ) ^о—°° ,^=+°о . Пусть 2"=(Л 1 7А 2,..., Л к ) . 

S= ( S 1 , S 2 ) . . . , S K ) . Статистика квантильного критерия о п р е ­
деляется равенством 

здесь J|-Л евклидова норма в R K . В наших обозначениях | | S | е сть 
статистика Д12-критерия согласия Пирсона; для нее в [ 4 ] было вы­
ведено следующее соотношение, справедливое при в с е х фиксирован­
ных X > О, 
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здесь - случайная величина, имеющая ХИ -квадрат распреде­
ление с К-1 степенью свободы. В работе [б] соотношение (I) 
было уточнено., там^же отмечалось, что (I) выражает сильное свой­
ство статистики 1S | , поскольку ее распределение сходится к 
предельному при п-~°° со скоростью больше чем 1/ffi ._3адача уточ­
нения асимптотики функции распределения статистики JS| 2 ' , а 
также мощности X —критерия согласия Пирсона наталкивается на 
определенные трудности [б] , их удается избежать при рассмотре­
нии квантильного критерия. i 

ТЕОРЕМА I . Для произвольного компакта Ac R. равномерно 
по хеА выполнено асимптотическое соотношение: 

где в случае равных вероятностей р = р о = (к''~к" ,""УТ</ 

оо 

—оо 

здесь ^(н) плотность стандартной гауссовской величины. Для ве­
роятностей Р + р 0 выражение для Vi (эс, р) дается ниже в 
( 7 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим сначала, что (.i+fi)U.i суть 
целые числа и рассмотрим статистику ZZn ~ у\, ZUn, • Заме­
тим, что ( X c i , ) ) ™ ^ ^ ) сУ ть порядковые статистики для равно­
мерного распределения на отрезке |Д {] . Известно, [б] , что век-
Т 0Р (Цт.(),Ц„г 7̂ — , Цжкч)) и м е е т п л о т н о с т ь распределения 
ВИДа к Л 
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Следовательно, 

- e J . . . { . n a + № ) 'V-v-̂ .-
здесь использована замена переменных: 

Г i' П Рь 

Множество , по которому ведется интегрирование в ( 4 ) , 
в переменных ij. , ija»--> ̂ к-<) запишется так 

ь Pi. J 

Второе равенство здесь, очевидно, выполнено, если М-Н** x/irvutpi t 

т.о. при достаточно больших гъ J2n, =J2aL . Далее, поскольку 
C^L- У L-Л)/v^t+7 ^ o j O на Х 2 Х мы можем в ( 4 ) преобразовать 
подинтегральное выражение, используя разложение логарифма: 

(5) 

где 
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Величины J~h^) суть однородные многочлены переменных 
ij. степени S : 

здесь ь=^ц, . J , cL^(oiiyciZ7--•) - мультиндексы, 

Заметим теперь, чтоfмножество J С ж центрально симметрично-
относительно нуля в R- , а многочлены fls при нечетном S 
суть нечетные функции переменной ^ , следовательно, величи­
ны J^sity), S =-f,375,.-•, при интегрировании дадут нулевой вклад 
в вероятность (4). Используя далее формулу Стйрлинга, легко по­
лучим разложение 

C^mih^ (б) 

где B̂ j - числа Бернулли порядка . Формулы (4) - (6) позво­
ляют теперь выписать асимптотическое разложение для вероятности 

р | 2 ^ < X j по степеням i/(ri+i) : 

Первый член асимптотики дается формулой 
к 

L.=i 

( 7 ) 
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здесь 2L = (yL - ̂ i-O/pj-

Нетрудно подсчитать, что =0 . Выражение для 
V t ( х , "р) в случае равных вероятностей р=р^> можно пре­
образовать к виду (3), используя равнокоррелированность случай­
ных величин 2 * t ~\YL ~ YLH ) /Pi. ' Г д е случайный вектор 
(Yi» v > YK-I) Распределен с плотностью р о икнаходя 
совместную плотность распределения сл.в. 2^ > И а

 И 2 /И , . 
Анализируя приведенные выше рассуждения, можно априйти к -

выводу, что для статистики квантильного критерия Z „ . имеет мес­
то асимптотическая формула (2),,заметим здесь, что случай, ког-. 
да величины (1 + П-)и.^ не обязательно целые сводится к уже 

/ [fl+n.)U.i] Л/Ч \ . 
рассмотренному с —==и.ли1п.у. Теорема доказана. 

3. Рассмотрим теперь последовательность альтернатив Н 1 ^ 
согласно которым наблюдения Xn.pXn,;>v> Xn.,tL имеют непрерыв-
ные функции распределения r t « (х) = F0(x)+ £ ( x ) / v W 
Предположим, что для некоторых ограниченных /4к(х) , К=0,1 , 

. - 1 

Из свойств функций распределения выводим 
положим формально Д к ( 0 ) = Дк(1)=0 , к=0,1 . Найдем 
теперь асимптотическое представление для мощности JSn, критерия 
проверки Н 0 против альтернативы Hi, tv> отвергающего Но пРи 
достаточно больших 2 * > т- е- с критическим множеством вида 

ТЕОРЕМА 2. Имеет место асимптотическая формула 

где ^. - уровень значимости критерия,-х* квантиль уровня i-<̂  
дляXW -квадрат распределения с К-/ степенью свободы, Хкч ($) -
случайная величина, имеющая нецентральное { ХИ -квадрат распре­
деление с К--/ степенью свободы и параметром нецентральности 
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12* 1 1 ^ 

Г Д Е 2 - = ^ + A 0 ( U . J , 

Имеем 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть сначала ( 1 + п , ) р - " суть целые числа. 
i 

где Rv распределение,соответствующее альтернативе п, , 

0 = xo<X.,s£--- хк_< х к =i 
Введем новые переменные L̂=v/n-+l(Fo(R,n.(3cc))~u-i.J ,L»0,J,—>K 

и заметим что как и прежде \ ^ * Г 2 Х для достаточно больших П . 
Плотность j - {ос) дляХбУп перепишется в новых переменных 

Используя как и ранее разложение логарифма в р я д , а также р а з ­
ложение ( 6 ) , можно получить, что \ / х >0 

Отсюда нетрудно вывести требуемое соотношение ( 8 ) , используя 
представление ( 2 ) и проводя известные рассуждения [ 2 ] . В з а ­
ключение отметим, что ( I ) справедливо и в с л у ч а е , когда в е л и ­
чины ( 1 + (г) Ц.;, не обязательно целые. Теорема доказана . 

Утверждения теорем 1 , 2 останутся в с и л е , если в о п р е д е ­
лении квантильного критерия вместо ftli взять "Пи+иШ 
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4. В настоящем пункте оценивается в определенном смысле 
среднеквадратическая близость критериев Пирсона и квантильного. 
Из результатов работы [ в ] , в которой изучалась задача аппрок­
симации выборочных квантилей произвольного непрерывного р а с п р е ­
деления линейной функцией от эмпирической функции распределения, 
в частности , с л е д у е т , что с вероятностью единица 

П.—-00 

г д е С0 - некоторая конечная, положительная константа. В нашем 
специальном с л у ч а е , ситуация сводится к рассмотрению выбороч­
ных характеристик равномерного на [О, i~] распределения. 

ТЕОРЕМА. Справедливо представление: 

здесь Хп, - ограниченная последовательность. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим сначала, что пр^ , 1=1,2,---,К 

суть целые числа. Заметим, что F(Xa))= \J(L) суть порядко­
вые статистики для равномерного на [ 0 , i ] распределения. Для 
удобства перепишем величины A-L, § L в следующем виде: 

A L - Е A L =° \ / j ^ [V(1Mi) [ Ц л , а 1 н ) - ~jz£s~\), 

здесь U s , S = J , 2 , ^ выборка из равномерного р а с п р е д е л е ­
ния на отрезке - характеристическая функция 
интервала . Используя известные соотношения [б] , 
можно вывести, что |Е Ai Is* ̂jp̂̂f » 1 = 1 , 2 , . - - , К , т . е . 
нам достаточно показать , что 

S l i p VrT IvftEl / f - Е Д + S | a - C j < + o o . 

Заметим сначала, что 
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Используя известное соотношение для ковариации выборочных кван­
тилей [б], также найдем 

L.=I * 

Найдем теперь ковариацию величин А и $ , запишем сначала 

E ( Z - E A , S ) - | j - ( - ^ + 

+i Ee^U.J-dUuo-lW.)})-
5=1 ^ 

Обозначим И Lt̂  *» Ъ ; нам нужно, в частности, найти величину 
s=i s=l s=t+l 

Используя выражение для совместной плотности распределения 
двух членов вариационного ряда для равномерного на [p,i] рас­
пределения, [б] и после несложных упрощений-, найдем 

Ч = Y . — . х£,(ч)ч (ос-ч) 0-х) d.xcto = 
1 £j (s-H)!(t-s-i)!(^-«)! ; * 

- о г ^ я К ' ^ 

1 Г 
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Ниже исследуется асимптотика интегралов' CJa и 3А + 3 3 . Снача­
ла рассмотрим величину З а . Используя формулу Стирлинга и за­
мену переменных х = u.L — H/VrT , получим: 

•(ьоШ)=Ы . 
0 R 

0.01 
Выберем K-n.= ̂  , тогда в силу монотонности по Z подин-
тегральной функции 

Используя разложение логарифма в окрестности единицы, также 
получим 

^ г ^ ( \ \ 

Р. й 3 VI 2 й 3 » s ViZublO 

Перейдем к изучению суммы \ + 3 3 , после несложных преоб­
разований . . ^ 

° о 
1 

+ 
nJ 

(г-1)Цп-г)! 
Ч-L-i ъ 

0- i ° 
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Используя теперь формулу Стирлинга и замены переменных 

Х = Lk - ^ / / S , 2 = l i j , - t /ч /п; ) п о л у т г и м д Л Я iXj. О V 1 

Используя далее разложение логарифма и действуя как и р а н е е , 
получим 

0 a 

Собирая последние равенства воедино, в итоге получаем, 
что 

Аналогично можно вывести, что 

тем самым доказана справедливость представления ( 9 ) . Нетрудно 
показать , что формула ( I ) останется справедливой и в с л у ч а е , 
когда 1Ц. = 1 ,, либо U . L H =0 . Общий случай, когда величи­
ны nvpL не обязательно целые, сводится к рассмотренному с 

U-'i. = \У^^-С\/ К/ , з д е с ь следует отметить, что все асимпто­

тические равенства остаются в силе для U.'L , поскольку U-[ = 
+ 0 ( f v ) • Теорема доказана . 
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Идея преобразований плотности f (ос) принадлежит Н.В. 
Смирнову ( 1 9 3 7 ) , Ф.Иостеллеру (1946) и развита , в частности, 
в р а б о т е [ 7 ] . 

Автор благодарит Д.М.Чибисова з а полезные замечания. 
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