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Ряды Эйзенштейна на симплектической группе 

В. Л. Калинин (Ленинград) 

Введение 

Пусть G = Sp(n, R) (/г^2)—симплектическая группа, т. е. группа 
всех вещественных матриц g порядка 2п, удовлетворяющих условию 

№ = / , (0.1) 

где через *g обозначена матрица, транспонированная к g, 

• нл I) 
и Е — единичная матрица порядка п. Верхней полуплоскостью Зигеля 
называется множество $ всех комплексных матриц Z=X-hiY, где X и 
У—вещественные симметрические матрицы порядка п и F>0. Всякую 
матрицу g£G можно представить в виде 

где А, В, С, D — вещественные матрицы порядка п. Тогда для любого 
Z(r$ матрица 

g.Z= (AZ+B) (CZ+D)-* (0.4) 

принадлежит ф, и отображение Z-^g-Z при каждом g&G определяет 
голоморфный диффеоморфизм верхней полуплоскости ф. Относительно 
определенного формулой (0.4) действия группы G на ф верхняя полу­
плоскость Зигеля превращается в однородное пространство симплекти­
ческой группы. 

Фиксируем целое число N^1; пусть г|) — характер по модулю Л/, 
т. е. гомоморфизм группы (Z/NZ)X обратимых элементов кольца Z/NZ 
в множество T= :{z£C| | z | = l}. Как обычно, продолжим г|з до характе­
ра кольца Z, считая ар (/г) = 0, если образ п в кольце ZJNZ не является 
обратимым элементом (при N=\ считаем а|)(я) = 1 при всех п). 

В группе G рассмотрим дискретную подгруппу 

TQ(N) = ly~(*^eGriM(n9Z)\C = 0 (modtf)}. (0.5) 

Для всякого у£Г0(Ы) положим г|з(т) =ty(detD). Ясно, что можно рас­
сматривать \|) как характер группы T0(N). 
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Пусть 

*р={я=(о ^J6Sp(«,R)j (0.6) 

— параболическая подгруппа группы G. Основным объектом изучения 
в этой работе являются ряды Эйзенштейна 

_/_ 
Е (Z, s, N, я|), 0 = (det(ImZ))S"a ^ ф (detD)(det(CZ f D D ^ x 

x|det(CZ + Z3)r2S+/, ^ ^e r 0 (7V) П *Р\Г0(Л0, (0.7) 

веса / с арифметическим характером я|) группы T0(N) (здесь / — произ­
вольное целое число и 5 — комплексное число с Re(s) > (n+ 1)/2). 

Впервые ряды Эйзенштейна типа (0.7) рассматривались при п = 2 
и r0(A r)=Sp(2, Z) в работе Кауфхольда [5] (в наших обозначениях в 
этом случае N=\, ty=l и / = 0 ) . В настоящее время рост интереса к 
рядам Эйзенштейна E(Z, s, N, г|э, /) объясняется их возможным участи­
ем в аналитическом продолжении некоторых эйлеровых произведений, 
связанных с зигелевыми модулярными формами (при п = 2 см. [1]). 

Общая теория рядов Эйзенштейна для полупростых групп Ли содер­
жится в неопубликованной рукописи Ленглендса [6] (см. также работы 
Ленглендса [7], [8], до определенной степени проясняющие лежащие в 
основе этой теории идеи). Часть теории Ленглендса, относящаяся к 
рядам Эйзенштейна, ассоциированным с параболическими формами, 
изложена в лекциях Хариш-Чандры [9] по автоморфным формам на 
полупростых группах Ли. К сожалению, лекции Хариш-Чандры не за­
трагивают последней и наиболее трудной части (гл. VII) препринта 
Ленглендса, в которой решается задача спектрального разложения 
пространства L2(G/T) и аналитической продолжимости рядов Эйзен­
штейна, ассоциированных с произвольными автоморфными формами. 
В частности, изложенная Хариш-Чандрой часть теории Ленглендса не­
посредственно не относится к важным в приложениях рядам Эйзен­
штейна (0.7). 

Основное внимание в седьмой главе рукописи Ленглендса сосредо­
точено на спектральном разложении пространства L2(G/r), и вопрос об 
аналитической продолжимости и функциональных уравнениях рядов 
Эйзенштейна, ассоциированных с произвольными автоморфными фор­
мами, получает решение лишь a posteriori как следствие трудной спект­
ральной теоремы, причем специализация этих результатов для случая 
конкретных рядов представляет, по-видимому, не меньшие трудности, 
чем независимое их исследование. 

Конкретный вид рассматриваемых в этой работе рядов Эйзенштейна 
(0.7) позволяет доказать их аналитическую продолжимость и в случае 
TQ(N) =Sp(t t , Z) (i|)s==l, /=:0) получить явное функциональное уравне­
ние, минуя сложные вопросы спектральной теории в пространстве 
L2(G/T). При этом мы рассматриваем ряды Эйзенштейна E(Z, s, N, г|), /) 
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как вычеты рядов Эйзенштейна, ассоциированных с параболическими 
формами, и при доказательстве основных результатов используем лишь 
ту часть теории Ленглендса, которая изложена в лекциях Хариш-
Чандры. 

Основные результаты данной работы можно сформулировать в сле­
дующем виде. Для всякого элемента gdG положим 

llgll = t r ( W ) % . (0.8) 

На верхней полуплоскости Зигеля £> определим норменную функцию v, 
считая, что 

v(Z) = ||g||, где g£G и g-iE=Z. (0.9) 

Нетрудно видеть, что v(Z) не зависит от выбора gdG, удовлетворяю­
щего условиям (0.9). 

Т е о р е м а 1. 1) Ряд Эйзенштейна E(Z, s, N, я|), /) корректно опре­
делен формулой (0.7), если выполняется одно из условий: 

;(А) /62Z, еслиг|)(—1) = 1, 
(0.10) 

(В) /GZ, если гр(—1)= — 1. 
2) При Re(5) > (п+ 1)/2 ряд Эйзенштейна (0.7) абсолютно сходится 

при любом Zd$ и его сумма E(Z, s, N, ip, /) является голоморфной функ­
цией от s. 

3) Существует такое дискретное подмножество Дет С, что при любом 
Z£$ ряд Эйзенштейна E(Z, s, N, if), /) аналитически продолжается как 
голоморфная функция от 5 £ С \ Д и для любого компактного подмноже­
ства coczC\D найдутся такие константы С>0 и г, что при всех Z£& 
и sGIco 

\E(Z, s, N,% l)\^Cv(Zy. (0.11) 

4) Для всякой точки s0£D найдется такое целое число k^0, что при 
всех Z£$ функция (s—s0)kE(Z, s, N, гр, /) голоморфно продолжается на 
некоторую окрестность точки s0. 

Предположим теперь, что N=1, гр = 1 и 1=0. Пусть 
[1/2] 

#(Z,s) = g(2s). И g(4s —2fc).E(Z, s, 1, 1,0), (0.Г2) 

где 
? ( ^ ^ г ( ^ й . (0.13) 

Тогда справедлива 
Т е о р е м а 2. При любом Z£<Q функция <§{Zy s) голоморфна по s на 

всей комплексной плоскости, за возможным исключением полюсов ко­
нечного порядка в точках 5 = //4 при целых j ( 0 ^ / ^ 2 я + 2), и удовле­
творяет функциональному уравнению 

&(Z,s) = $(z,!!-t±—s\. (0.I4) 
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Полюс функции &(Z, s) при s = ( n + l ) / 2 простой, и вычет <S{Z, s) в 
in/2] 

точке s=(n+l)/2 равен Y\l(2k+l). 
k=i 

Доказательства теорем 1 и 2 приведены в третьем параграфе работы. 
В первых двух параграфах собраны основные сведения о параболи­

ческих подгруппах и автоморфных формах для Sp(n, R), а также дока­
заны вспомогательные предложения о вычетах автоморфных форм, 
аналитически зависящих от многих комплексных переменных. В каче­
стве возможных источников, в которых приводятся доказательства не­
которых результатов, используемых в этих параграфах, можно указать 
на лекции Хариш-Чандры [9], книги Джекобсона [3] и Бурбаки [2]. 

В заключение автор приносит свою благодарность А. Н. Андрианову 
за постановку задачи и постоянное внимание к выполняемой работе, 

§ 1. Параболические подгруппы симплектической группы 
В этой работе под алгебраической группой мы всегда будем пони­

мать подгруппу из GL(n, С) при некотором п. Алгебраическую группу, 
определенную над Q, мы назовем Q - г р у п п о й . Для любой алгебраиче­
ской группы G через X(G) обозначим группу рациональных характеров 
на G; если при этом G определена над Q, то через XQ (G) будем обо­
значать подгруппу группы ^ (G) , состоящую из характеров, определен­
ных над Q. Пусть G0—связная компонента группы G. Если k — расши­
рение поля Q, то через Gk обозначим группу точек G со значениями в 
поле k. 

Алгебраическая группа G называется р е д у к т и в н о й , если ради­
кал ее связной компоненты является тором. В дальнейшем мы предпо­
лагаем, что задана редуктивная Q-группа G, удовлетворяющая следую­
щим условиям: 

1) Х 2 - 1 для всех XG'XQ(G), 
2) централизатор Z(T) максимального тора Т в G пересекает каж­

дую связную компоненту группы G. 
Под п а р а б о л и ч е с к о й п о д г р у п п о й связной Q-группы Н мы 

будем понимать Q-подгруппу группы Н, содержащую борелевскую 
подгруппу из Н. П а р а б о л и ч е с к о й п о д г р у п п о й группы G на­
зывается нормализатор в G любой параболической подгруппы в G0. 

Пусть Р — параболическая подгруппа в G и U — унипотентный ра­
дикал группы Р°. Тогда для параболической подгруппы Р имеет место 
разложение Леви P = Z(A) U, где А—расщепимый над Q тор и Z(A) — 
его централизатор в G0. Положим 

М ^ П кегХ2. (1.1) 
%exQ(Z(A)) 

Тогда М является Q-подгруппой группы Z(A) и Z(A)=M-A, P = MAU, 
пересечение MflA конечно. 

Группа А называется р а с щ е п и мой к о м п о н е н т о й Р. Любые 
две расщепимые компоненты группы Р сопряжены при помощи един­
ственного элемента из UQ. Выбором группы А группа М определена 
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однозначно. Можно проверить, что М удовлетворяет тем же условиям, 
что и G. 

Рассмотрим теперь введенные нами группы над R и положим G = GR, 
P ^ P R , [7 = UR, Л —связная компонента группы AR, M = MR. Тогда 
P=MAU, МПЛ={1} , и всякий элемент р£Р однозначно представляется 
в виде р = таи (mdM, afeA, u£U). Мы будем называть Р п а р а б о л и ч е ­
с к о й п о д г р у п п о й группы G, Л р а с щ е п и м о й к о м п о н е н т ой 
группы Р, (Я, Л) п а р а б о л и ч е с к о й п а р о й группы G, а разложе­
ние P = MAU р а з л о ж е н и е м Л е н г л е н д с а группы Р. 

Пусть теперь Р — параболическая подгруппа группы G и А — расще-
лимая компонента подгрушы Р. Положим °Р= П кегХ2. Тогда 

xexQo(P) 
°P = MU. Пусть, далее, °P = °PR. Тогда °P=MU и °P/U=MU/U=M; 
это задает канонический гомоморфизм л:Р|М: °Р-+М. 

Через g, р, m, а, п обозначим алгебры Ли групп G, Р, М, A, U соот­
ветственно. Тогда р = ш + а + п, алгебра m + ct совпадает с централизато­
ром в (а) в g, a m — ортогональное дополнение алгебры а в а (а) (относи­
тельно формы Киллинга). (р, а) называется п а р а б о л и ч е с к о й и а-
р о й алгебры g. 

Пусть задан элемент Яба*, где а*—двойственное к вещественному 
векторному пространству а. Положим 

п , = {^ба| [Я, Х]=ЦН)Х при Яба}. (1.2) 

Элемент Лба* называется к о р н е м пары (р, а), если iu=^=0. Множество 
всех корней пары (р, а) мы будем обозначать через 2 = 2(р|а) = 
= 2 ( Р | Л ) . Тогда 0(£2 и существуют /=dirriRa линейно независимых 
корней аи . . . , аи причем каждый корень aG2 можно записать в виде 
oc = mlai + .. . + mlah где m^Z, т г ^ 0 . Множество {аь . . . , а/} называет­
ся м н о ж е с т в о м п р о с т ы х к о р н е й пары (j>, a). Мы будем обо­
значать его через 2° = 2°(:р|а) = 2 ° ( Р | Л). Для любой параболической 
пары (р, а) в g с разложением Ленглендса p=m + a+'n определим «по­
лусумму» ее корней рр|а Ga*: 

Ppla(#) = ~ t r n a d # , (1.3) 

где для любого # 6 а через tr„ad# обозначен след ограничения ad Я на п. 
Обозначим через а* комплексное векторное пространство а*(х)С. Экс-

R 

поненциальное отображение алгебры Ли а на расщепимую компоненту Л 
параболической подгруппы Р является изоморфизмом между а и Л. Для 
всякого а£А через НР\А{О>) или In а обозначим прообраз а относительно 
экспоненциального отображения. Тогда для любого Х£<Хс мы можем опре­
делить квазихарактер ю*. групп л А: 

ЦНрА{а)) 
(х)К(а)^е • . (1.4) 

Параболическая подгруппа Р называется б о р е л е в с к о й, если 
юна является минимальной параболической подгруппой в G. Назовем 
параболическую пару (Р> А) бор ел ев с к о й , если подгруппа Р боре-
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левская. Р а н г о м параболической подгруппы называется размерность 
ее расщепимой компоненты. Борелевскими подгруппами в G являются 
параболические подгруппы с максимальным рангом, т. е. с рангом, рав­
ным rankciG. 

Пусть (р, а)—борелевская пара в a, a F — подмножество из* 
2°(!р|а). Обозначим через aF подпространство в а, состоящее из эле­
ментов Яба, для которых а (Я) = 0 при всех а€Р. Положим nF= 2 *W 

где 2 / — подмножество элементов а£2, не равных тождественно 0 на 
aF, и положим $F = b(<xF) + nF. Пусть PF — нормализатор алгебры pF в 
G, a UF и AF — аналитические подгруппы G, сответствующие алгебрам 
nF и <xF. Тогда (PF, AF) будет параболической парой группы G, a UF — 
унипотентным радикалом группы PF. Если (Р, А) — борелевская пара 
группы G, соответствующая паре (р, а), и U — унипотентный радикал 
группы Р, то PF^>P, ApCiA, UFczU. Корни пары (yF, aF) являются суже­
ниями на dp элементов из 2 / , простые корни являются сужениями эле­
ментов дополнения CF множества F до 2°(Р|Л). Хорошо известно, что 
для любой параболической пары (*Р, *А) существуют такой элемент 
£GGQ И такое единственное подмножество Рсг20(Р|Л), что (*Р, *А) = 
= (Рр, Ар) (здесь при x£G и SczG через XS обозначено множество 
xSx~l). 

Пусть (*Р, *А) —параболическая пара в G и *P-=*M*A*U — ее раз­
ложение Ленглендса. Пусть (+Р, +А)—параболическая пара в *М с 
разложением Ленглендса +P = +M+A+U. Положим М = +М, А = +А*А, 
U = + U*U и P = MAU. Тогда (Р, А) —параболическая пара в G и Р = 
= MAU — ее разложение Ленглендса; при этом Pcz*P. 

Напомним, далее, что две параболические подгруппы Р^ и Р2 в G 
называются а с с о ц и и р о в а н н ы м и , если для некоторых расщепи-
мых компонент Ai и А2 групп Р4 и Р2 соответственно существует такой 
элемент #GGQ, ЧТО vAi=A2. Если это условие выполнено для каких-
то компонент Ai и Л2, то оно выполняется для любых А± и Л2. Для лю­
бых двух параболических пар (Р ь Л^ и (Р2, А2) обозначим через 
W(al9 а2) множество отображений вида Ad(y) |u (#GGQ). Множество 
W(au а2)=т^0 тогда и только тогда, когда Pt и Р2 ассоциированы. Пусть 
теперь Pi = P2i Ai=A2 и с̂  —а2 = а. Положим W(a) = W(ay а). Сущест­
вует изоморфизм W(a) =N(A)Q/Z(A)Qi где N(A) —нормализатор А в 
G. Если а — расщепимая компонента борелевской пары, то группа 
W (<х) называется г р у п п о й В е й л я пары (Р, А). 

В оставшейся части этого параграфа мы считаем, что G = Sp(ft, С). 
Тогда G = Sp(n, R) и ее алгебра Ли g состоит из всех вещественных 
матриц вида 

(Xi М 
Ua -%] 

где Хи Х2у Х3 — вещественные матрицы порядка п, Х2 и Х3 симметрич­
ны. Для построения базиса алгебры Ли g через e{j (/, / = 1 , . . . , 2п)* 
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обозначим стандартный базис алгебры матриц порядка («матричные 
единицы»). Пусть 

hi=eu—ei+n}i+n (1<1 '<я) . (1.6) 

Тогда алгебра Ли а с базисом 1г{ является подалгеброй Картана в д. 
Мы построим такую борелевскую подалгебру р в д, что (р, а) является 

•борелевской парой в д. В векторном пространстве а* выберем базис ег-
(l^i^n), двойственный к базису /гг- в а, т. е. Si(/Zj) = 6 # для любых 

i , / = 1, . . . , п. Линейные функции 
±2Si (l^l^Al), ±8г-±8,- (l^Kj^tl) (1.7) 

шг. а образуют систему корней R алгебры Ли g относительно подалгебры 
Жартана а. Соответствующими корневыми векторами в g являются 

X4+Ef-еи+п + ej,i+n 0 <*'</< л), 
X. e r 8 / =* e£+n,j + ef+n,i (1 < i < / < AZ), (1.8) 

Хщ^еШп (1<1<л), 
Х.щ = ei+n,i (1 < i < n). 

В качестве системы положительных корней можно выбрать множество 
жорней 

2={28г ( l < i < / l ) , 8г=Ь8; ( 1 < 1 < / < Л ) } . (1.9) 
При таком выборе системы положительных корней множество корней 

2°={<х, = е,—8г-+1 ( l < r < / i — 1), ап = 28п} (1.10) 
является системой простых корней R относительно 2. Для всякого кор­
ня a£R соответствующее ему корневое подпространство па одномерно 
и натянуто на вектор Ха. Положим 

D^a+ 5X (1.11) 

р = 

"Тогда пара (V, а) является борелевской парой в д, и во введенных ра­
жее обозначениях 2(р|а) = 2 , 2°(р|а) = 2 ° . 

Пусть (Р, А)—борелевская пара в G, соответствующая (р, а), и 
.P=MAU — ее разложение Ленглендса. Тогда нетрудно проверить, что 

(Т В 
T = (tlf)eGL(n,R), *,/ = () при i > / , (1.12) 

(1.13; 

(1.14) 

(1.15) 

А = 

U = 

М = 
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Для каждого элемента абЛ через ti(a) мы будем обозначать эле­
мент матрицы а, стоящий на месте (ixi) (l^i^n). 

На векторном пространстве а* можно ввести скалярное произведение 
( | ), считая множество векторов еь . . . , е„ ортонормальным базисом а*. 
Группа всех линейных преобразований пространства а*, сохраняющих 
систему корней R, совпадает с ее группой Вейля W(R) = W. Группа 
Вейля W порождена ортогональными отражениями wa(a£R): для хба* 

<м*)=*-?^4та- (1Л6> 
(а I а) 

Отражения w&r&. (i=f=j) порождают подгруппу +W группы W, изоморф­
ную симметрическсй группе ©л, а отражения тщ порождают нормаль­
ный делитель W0 группы W, изоморфный (Z/2Z)n. Группа Вейля W 
порождена подгруппами +W и WQ\ таким образом, W изоморфна полу­
прямому произведению @п на (Z/2Z)n. Ясно, что W совпадает с груп­
пой Вейля W(a) борелевской пары (р, а). 

Скалярное произведение ( | ) на а* инвариантно относительно груп­
пы Вейля W. Мы отождествим пространства а и а* относительно этого 
скалярного произведения. Для всякого корня a£R определен элемент 
Я а6а=а*: 

(а|а) 

Векторы На образуют двойственную систему корней Ry в а; обычно мы 
будем рассматривать их как элементы алгебры Ли а. 

Через сог (*=1, . ••, п) обозначим фундаментальные веса системы 
корней R относительно базиса На. ( /=1, . . . , п) двойственной системы 
корней: 

Ы Я а у ) ^ , (*,/=<. . . . , /г). (1.18} 

Хорошо известно [2], что 

5/ = ©!+ . . . +е / ( i = l , . . . . л). (1.19) 

В комплексном векторном пространстве а*с введем координаты 
(zi9 . . . , гп) относительно базиса со1? . . . , ооп: для (zu . . . , zn)dCn по­
ложим 

п 

%(г1г . . . . г„) = 2 г*»'- ( ]-2 0> 

В этих координатах вектор А,(1, . . . , 1) равен полусумме р = р^а по­
ложительных корней системы R. 

Пусть теперь F — множество простых корней 2°—{ап}. Через 
(*р, *а) обозначим параболическую пару (yF, aF) алгебры Ли д; пусть 
*:р—*щ + *а + *п— ее разложение Ленглендса. По определению, 

••*={# С aja, (//) = (), f = l , . . . , л—1}, (1.21). 
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следовательно, *a^R • *HF, где *Нр = п~1/2У. h/—единичный вектор в а. 
/ = 1 

п 
Всякий вектор Я ^ J] Xjhjda разлагается в сумму двух ортогональных 

векторов *Я и +Я, где *Я6*а, а +Я6+а — ортогональному дополнению к 
*ава: Н=*Н++Н и 

*я - л-1/. /^ ^ . -ял +я - 2 [х'~ 2 **) ̂  ^ -22) 

Разложению алгебры Ли а в ортогональную прямую сумму подалгебр 
*а и +а соответствует разложение пространств а* и ас: пусть А, = 
= A,(zlf . . . , гл)б«с, тогда А, = *А, + +А,, где *Яб*ас, + <̂6+<*с и 

*я = ( 7 2 '*') ®я' +я ̂  S *>(^ - ~f ^ ) •• ( ! -23)i 

причем для любого Я£а 
ЦН)=*Ц*Н)++Ц+Н). (1.24) 

Из соотношений (1.23) следует, что единственными корнями, не равны­
ми нулю на *а, являются корни ±2ег- ( 1 ^ ^ я ) и ±(е» + е^ ( 1 ^ £ < 
< / ^ я ) , и их проекции на *а£ равны 

*(± 28, ) - ± Ай л , *(± (е/ + е/)) = ± - ю л > (1.25) 
л /г 

поэтому 

*n= S «e = ( f ^ ) | ' X = X6M(n, R)).. (1.26) 

Из (1.25) следует также, что 

*p = p W o = l ± i f f l „ . (1.27) 

Подпространство +a*c:a порождено простыми корнями <xfiFy и мно­
жество +R = R[~]+a* образует систему корней типа An-i в +а*. Из (1.23) 
следует, что 

+R={a£R\ *а=0}. (1.28) 

Векторы +(uj=(oi — — (оп ( /—1, . . . , п — 1) являются фундаментальными 

весами системы корней +R относительно базиса +S°^=F. Если p ^ p P l a , 
то его проекция +Р на подпространство +а* равна полусумме положи­
тельных корней системы +R. 

Далее, *щ + *а = 8(*а) и *(*а) = {X£Q\[*HF, Х] = 0}. Пусть 
Х=Н+ У) саХа, где Яба; тогда 
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и из (1.28) следует, что 

т. е. 
*m- + a + S «а, (1.29) 

•и +а — подалгебра Картана в *ш, а +i? — система корней *ш относитель­
но +а. 

Пусть теперь (*Р, *Л) —параболическая пара в G, соответствующая 
(р, а), и *Р = *М*Л*[/ — ее разложение Ленглендса. Тогда из приведен­
ных выше результатов нетрудно получить, что *Р совпадает с определен­
ной во введении (0.6) подгруппой в G, 

ШЕ 0 
IV о t-ч 

*(/ = 
0 £ 

т о 
0 'Г"1 

' G R , < > 0 , (1.30) 

B6M(n,R), й - ' в ] , (1.31) 

T£GL(n, R), |detT| = lJ. (1.32) 

Если положить (+Р, +A)—(*M[)P, *Mfl^), то (+Р, +А) является бо-
релевской парой в *М с системой корней +2 = 2П+^, и +а — расщепи-
мая компонента соответствующей (+Р, +А) борелевской пары (+:р, +а) 
в *т. Пусть +P = +M+A+U — разложение Ленглендса параболической 
подгруппы +Р в *М, тогда +М = МУ

 +A = *Mf]A— аналитическая под­
группа в G с алгеброй Ли +а и +U=*M(~)U. Мы не приводим явных 
матричных формул, относящихся к паре (+Р, +Л), поскольку их легко 
получить из (1.12—1.15, 1.32). 

В заключение этого параграфа сделаем несколько замечаний о ква­
зихарактерах расщепимых компонент рассмотренных параболических 
подгрупп в G и *М. Прежде всего, нетрудно проверить, что для любого 

п 
:% = ^ Z/CD/GUC и а£ А 

©я(а)==Л[ | П h{a)\ . (1.33) 

Далее, разложению алгебры Ли а в прямую сумму подалгебр +а и *а 
соответствует разложение группы Ли А в прямое произведение подгрупп 
+А и М, и для любого а£А вида а = +а-*а, где +аб+Л и *а(5М, из (1.24) 
следует, что при Хба* 

соА,(а)-=(о+х(+а)(о*х(*а). (1.34) 

Наконец, мы будем параметризовать квазихарактеры сод, и со+̂  (к £ ас, 
*%£ +й*с) координатами векторов К и +,к относительно фундаментальных 
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весов со/ и +со/ соответственно. В пространстве квазихарактеров со*я 
(*А,б*<*с) введем координаты, ориентируясь на приложения к рядам Эй­
зенштейна (0.7): для всякого s£C положим 

*A,(s) = (2s—^=Ь1 )®п = 2м>п — *Р. (1.35) 

§ 2. Автоморфные формы на полупростых группах Ли 

Пусть G — редуктивная алгебраическая группа, удовлетворяющая 
условиям 1) и 2) параграфа 1. Предположим, что К—максимальная 
компактная подгруппа G. Тогда для любой параболической подгруппы 
Р группы G имеет место разложение G = KP. Если (Р, А) —параболи­
ческая пара группы G и P=MAU — ее разложение Ленглендса, то 
К[)Р—КГ\°Р- Отсюда следует, что в разложении g=kmau элемент а 
определен однозначно. Мы будем обозначать его через a(g), а элемент 
Я (a) Get будем обозначать через H(g) или через HPU(g). 

Положим К м — Я Р | М (КГ)°Р). Тогда К м — максимальная компактная 
подгруппа в М, а пР\М индуцирует изоморфизм из КГ)Р на Км (по­
скольку /СГ|£/={1}). При этом всякому представлению а группы К 
можно сопоставить представление ам группы Км по формуле: для 
k£KD°P 

(Ум {Лр\м (k)) = о ф). 

Пусть теперь Г — арифметическая подгруппа G, т. е. подгруппа 
T C I G Q И Г соизмерима с Gz. Для любой параболической подгруппы 
Р группы G ТПР=ТП°Р. Положим Тм = пР\м (ГП°Р), тогда Гм— ариф­
метическая подгруппа в М. 

Напомним, что о б л а с т ь ю З и г е л я для параболической пары 
(Р, А) называется подмножество @c=G вида @=/G4,co, где 
At={a£A\ ее (In a) = ^ для ctGS0}, а со — ограниченное подмножество в 
°Р. Пусть (Р, А)—параболическая пара, а Г — арифметическая под­
группа группы G. Тогда по теореме Бореля множество P Q \ G Q / T ко­
нечно, а для того чтобы для параболической пары (Р, А) и множества 
S C I G Q существовала такая область Зигеля @, что G = @Hr, необходи­
мо и достаточно, чтобы GQ =P Q ST. 

Пусть о — унитарное представление группы К в конечномерном век­
торном пространстве V\ функция f:G->V называется а - ф у н к ц и е й , 
если f(kg)=a(k)f(g) для всех &G/(, g£G. Обозначим через C°°(G, о) 
пространство всех бесконечно дифференцируемых а-функций, через 
L2(G/r, а)—пространство а-функций на G, правоинвариантных отно­
сительно Г и имеющих на G/T интегрируемый квадрат, и т. д. 

На матричной группе G мы можем определить норменную функцию 
g"-4lgll по формуле (0.8). Для данного представления о группы К че­
рез j#(G/r , о) обозначим пространство всех функций f£C(G/T, а), для 
которых найдется такое вещественное число г, что sup \f(g) | ilgll~r<oo. 

gee 
5 Математический сборник, т. 103(145), № 4(8) 
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Пусть ©— универсальная обертывающая алгебра для дс, 3 — ее 
центр. Элементы алгебры © можно рассматривать как левоинвариант-
ные дифференциальные операторы на G. Тогда 3 будет алгеброй дву-
сторонне инвариантных дифференциальных операторов на G. Если 
D — дифференциальный оператор на G, а Т — обобщенная функция на 
G, то отобщенная функция DT определяется равенством DT(f) = 
= Г(*/)/), где *D — дифференциальный оператор, определяемый равен­
ством 

$CDf)gdx=\f{Dg)dx, f,gZC?(G), 
G G 

dx — мера Хаара на G. В частности, функция zf определена, если zG& 
f6C(G). 

Пусть (а, V) — конечномерное унитарное представление группы К> 
а % — такое представление алгебры 3 в V, что операторы %(z) (zdS) 
коммутируют с операторами o(k) (&£/(). Обозначим через j$(G/r, a, %) 
пространство всех функций f£s£(G/T, а), для которых 

Элементы из sfi(G/T, а, %) называются а в т о м о р ф н ы м и ф о р м а ­
ми т и п а (а, х) (на G относительно Г). Любая функция fds^(G/T, a, %) 
является 3-конечной и лево-/(-конечной; отсюда следует, что / — ана­
литическая функция. Известно, что dim<s^(G/r, ст, %)<оо (см. [9], тео­
рема 1). 

Через 0s£(G/T, a, %) обозначим пространство всех функций /б 
( ^ ( G / Г , 0, %) таких, что для всех параболических подгрупп PczG с 
унипотентным радикалом и=ф{1} 

fp(g)= 5 f{gu)du = 0 (2.1) 
u/urv 

здесь du — ^/-инвариантная мера на и/иГ\Т\ в дальнейшем мы всегда 

считаем, что du нормирована условием \ du=\\ Аналогично, про-
С//С/ПГ / 

странство всех функций /£L2(G/r), удовлетворяющих условию (2.1) при 
почти всех gGG, мы будем обозначать через °L2(G/T). Известно, что 
°^(G/r , a, %) cz° L2(G/T)®V. Элементы пространства 0s&(G/T, a, %) на­
зываются п а р а б о л и ч е с к и м и ф о р м а м и на G/T т и п а (а, %). 
Параболические формы являются «быстро убывающими» функциями на 
G/T (см. [9], лемма 12). Точнее, пусть (Р, А) — борелевская пара в G. 
Тогда существуют такое конечное подмножество HCIGQ И так^я область 
Зигеля @=/С4*со для (Р, А), что G = @ST и 

sup sup | f (gg) | cox (a (g)) < oo (2.2) 

для любого Хба*. 
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В пространстве L2(G/T) определим унитарное представление X груп­
пы G: 

Тогда °L2(G/r) является замкнутым инвариантным подпространст­
вом L2(G/r). 

Л е м м а 2.1. В пространстве L2(G/T) возьмем функцию y(g) = 
s= const. Тогда ф ортогональна °L2(G/T). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть я0— проектор L2(G/T) на °L2(G/r). 
Нам достаточно доказать, что я0ф = 0. Но Я(ё,)я0ф=л;оХ(я)ф=ЯоФ при 
всех gGG, т. е. 

л0ф (g~lx) =я 0 ф (х) (2.3) 

при всех g", xdG. Тождество (2.3) означает, что функция я0ф = const на 
G. Тогда из (2.1) следует, что я0ф = 0, ч. т. д. 

При рассмотрении различных вопросов, связанных с автоморфными 
формами на G/Г, чрезвычайно полезна следующая 

Т е о р е м а (Ленглендс, {9], теорема 4). Предположим, что функ­
ция f из ^ (G/Г , о) обладает следующим свойством: для любой парабо­
лической пары (Р, А) (включая пару (G, 1), для всех функций 
^d°s^(M/TM, Ом, %), где %— любой характер группы Зм, и для любого 
элемента а£А 

S (/> (та), Ф (т)) dm = 0. (2.4) 
М/ТМ 

Тогда / = 0 . 
Здесь fp(ma)—постоянный член разложения Фурье функции 

fds&(G/T, а) относительно параболической пары (Р, Л), определенный 
формулой (2.1). Ясно, что fPds^(M/TM, aM). 

Пусть теперь V— область в комплексном пространстве Сш и П — ло­
кально конечное множество гиперплоскостей 9> в Ст. Положим V— 
= U (Vn&*)- Предположим, что в V—V задана голоморфная функция 

f(z) (z=(zu . . . , zm)£Cm). Гиперплоскости ^6П мы будем называть 
с и н г у л я р н ы м и г и п е р п л о с к о с т я м и ф у н к ц и и /. 

Пусть ^0— некоторая гиперплоскость в Ст (не обязательно сингу­
лярная для /) и <ро(~)УФ0. Для наших целей достаточно считать, что 
гиперплоскость ^ 0 задана уравнением zi = 0. Рассмотрим множество 
гиперплоскостей 

| П, е с л и ^ П ; 
1П —{#>0}, если ^ 0 6 П. 

Для всякой ^6П0 множество ^оП^9 является гиперплоскостью в ^0 , и 
совокупность {^oD^I^CTo гиперплоскостей в ^0 локально конечна. 
Пусть 

V0 = V П &о> V0- U (У П 3й П ^о). (2.6) 
^€П0 

Тогда V0 является тонким подмножеством в V0f поэтому дополнение к 

5* 
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V0 в V0 — открытое связное плотное подмножество в V0. Для всякой 
точки z£V0—V0 найдется такая окрестность U$z в У, что иГ\&*=0 Для 
всех гиперплоскостей ^6П0 ; следовательно, в окрестности такой точки 
z мы можем разложить функцию f{z) в рад Лорана — Хартогса: 

f(zu . . . , zm)^ 2 fk(z2, • • • , zm)zi (2.7) 
&>-co 

с голоморфными функциями 

fk(z» . . . , г«) = ^ $f(E, г г т ) Г ( * + 1 Ч , (2.8) 
S 

где S — окружность £-=ге", 0 ^ / ^ 2 я , при достаточно малом г>0. Для 
каждой точки z= (О, z2, . . •, 2m) 6У0—F0 положим 

fk(z) = fk{z» . . . , гт), (2.9) 

При любом целом fe функция /^(г) голоморфна на V0—V0. Функцию f_x{z) 
(z£V0—V0) будем называть в ы ч е т о м функции f на гиперплоскости ,°Р0 
и обозначать через Res^0f. Если / мероморфна на V', то легко видеть, 
что и Reŝ >of мероморфна на V0, причем ^дифференциальная форма 
(Res^ 0f) (z) dz2/\ . . . /\dzm на V0—V0 совпадает с вычетом дифферен­
циальной формы f(z) dzi/\ . . . /\dzm на гиперплоскости £Р0 в смысле 
Лере. 

Л е м м а 2.2. Предположим, что E(z:g) (z£V—V, g£G)—непре­
рывная о-функция на (V—V)XG, при каждом gdG функция z-*E(z\g) 
голоморфна на V—V и для всякого компактного подмножества сое: У—V 
существуют такие константы Сиг, что при всех g£G и zGco выполняет­
ся неравенство 

\E(z:g)\<C\\g\\r. (2.10) 

Пусть q>£°s£(G/r, a, x) и 

Ф(г)= j (E(z:g),y(g))dg (z£V-V). (2.11) 
G/Г 

Тогда 
1) функция Ф(г) голоморфна на V—V; 
2) если через Ф^)у Eh(z:g) {z£V0—f0, g£G) обозначить коэффи­

циенты Лорана—Хартогса функций Q)(z) uE(z:g) относительно ги­
перплоскости <Р0, определенные формулами (2.7) — (2.9), то для любо­
го компактного подмножества a)dV0—V0 функции Eh(z:g) удовлетворя­
ют условию (2.10) и при всех гб У0—V0 

Фл(г)= jj (Ek(z:g),<p{g))dg. (2.12) 
G/Г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть точка z0= (z01, . . ., z0m) принадле­
жит У—V. Выберем замкнутый полидиск 

A(*o;?H{2GCm | |z,—г0 / |<<7, 1 < / < т } 
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радиуса q, содержащийся в V—V. Пусть С и г — константы из условия 
(2.10) для случая компактного подмножества (о = А(г0; q). Предполо­
жим, что (Р, А) —борелевская пара в G, a ECZGQ и @ — такое конеч­
ное подмножество в GQ И область Зигеля для пары (Р, А) соответствен­
но, что для любого Аба* и функции ф выполняется неравенство (2.2). 
По лемме 6 из [9] существуют такие константы С\ г' и элемент Аба*, 
что при любом zdA(z0; q) справедливо неравенство 

\E(z:gt)\^C'^(a(g)) feGC.geS). (2.13) 

Выбирая в условии (2.2) для функции ф Х=—X', мы получим, что 
существует такая константа С, что при всех zdA(z0; q) и g£G выполня­
ется неравенство 

\(E(z:g), <pfc))|<C. (2.14) 

Поэтому функция Ф(г) непрерывна в А(г0; q), и, применяя к функции 
Ф(г) интегральную формулу Коши, легко получить, что Ф(г) голоморф­
на в V—V. 

2) Выполнение условий (2.10) для функций Eh(z\g) следует из на­
личия интегрального представления (2.8) для коэффициентов Лорана — 
Хартогса, и тождество (2.12) легко получается из оценки (2.14) для 
функций (Е (z : g), ф (g)), ч. т. д. 

Пусть q — целое число, а а — конечномерное унитарное представле­
ние группы К- Определим пространство s&q(G/T, о) как пространство та­
ких функций fds& (G/Г, а) 9 что для всех параболических подгрупп Р в 
G, ранг которых не равен q, для функций / выполнено условие (2.4) тео­
ремы Ленглендса. 

Л е м м а 2.3. Предположим, что E(z:g) — функция на (V—V) XG, 
удовлетворяющая условиям леммы 2.2, и для любого z(tV—V функция 
g-+E(z : g) принадлежит пространству s&q(G/T, а). Пусть {Ри . . . , P J — 
полное множество представителей из классов Y-сопряженности для па­
раболических подгрупп в G ранга q и Р{=МгА{и{— разложение Ленг­
лендса параболической подгруппы Р{. Через ЕР. (г:т{а{) (z(±V—V, 
т£Ми а£А{) обозначим постоянный член разложения Фурье функции 
E(z:g) относительно параболической подгруппы Р{. Если при всех 
m£Mi9 а£А{ (l^i^s) функция z-*-Epi(z\miai) аналитически продол-
окается на V как голоморфная функция от s, то функция z-+E (z : g) при 
любом g£G голоморфна на V, и для всякого компактного подмножеств 
ва (ос:У и функции E(z:g) выполняется условие (2.10) леммы 2.2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Vi — подмножество точек zdV таких, 
что z принадлежит единственной сингулярной гиперплоскости ^6П. 
Можно считать, что ^ = ^ 0 , и мы докажем, что Eh(z: g)=0 (g£G) при 
всех &<0. Из леммы 2.2 следует, что при всех z£V0—F0 функция g-> 
-+Ek(z:g) принадлежит пространству s£q(G/r, а) . Поскольку для любо­
го i, 1 ^ ' ^ s , по условию Ek,pt {z\miai)=§ (т£М{, а£А{), из теоремы 
Ленглендса (или, точнее, из леммы 51 в i[9]) следует, что Ek(z: g)=0. 
Таким образом, функция E(z:g) голоморфна на Vt. Но размерность 
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V—Vt не превосходит п—2, следовательно, функция E(z:g) голоморф­
но продолжается на всю область V. 

Пусть со — компактное подмножество V. Тогда из локальной конеч­
ности множества П следует, что лишь конечное число сингулярных ги­
перплоскостей пересекают о, поэтому достаточно доказать выполнение 
условий (2.10) для функции E(z:g) и компактного множества со, пере­
секающего единственную сингулярную гиперплоскость 5Р=2Ръ. Но, если 
z€V0—Го, то в некоторой окрестности точки z функция E(z:g) допус­
кает интегральное представление Коши, контур интегрирования которо­
го лежит в V—V0y и оценка (2.10) для таких точек z очевидна, ч. т. д. 

Пусть P=MAU — параболическая подгруппа G, <т — конечномерное 
унитарное представление К, а функция ф принадлежит пространству 
L2(Af/rM, Ом, %). Продолжим ф до а-функции на G при помощи фор­
мулы-

<p(kmau)=o(k)<p(m) (k£K, т£М, абЛ, u£U). (2.15) 

Для любого Л, б ас положим 

ФА. (S) = Ф (8) ©-(UP) (а (£)), (2.16) 

где р = рР|А В обозначениях § 1 (см. (1.3)). Тогда ф* является с-функцией 
на G, правоинвариантной относительно U(Tf)P)- Функция 

E(P\A:%:q>:g)~ 2 Ч>к(ёУ) (2.17) 
Т€Г/ГПЯ 

называется р я д о м Э й з е н ш т е й н а , а с с о ц и и р о в а н н ы м с 
q>€L2(Af/rM, Ом, %)• Через < , > обозначим ограничения формы Киллин-
га на а*. Пусть 

(аТ=ЧЬ€аЧ <Ь—р,а>>0 при аб2°(Р |Л)} , 
( ac r -{X6ac |Re(^ )6(aTb (2.18) 

Ряд Эйзенштейна (2.17) абсолютно сходится при любом ggG и А,б(<*сГ'» 
его сумма бесконечно дифференцируема на Gx(0c)~ и голоморфна по X. 
Е(Р\А : К : ф : g) является a-функцией на G, правоинвариантной отно­
сительно Г. 

Предположим теперь, что функция ф—параболическая форма на 
М/Гм, т. е. ф6°£а(Л1/Гль сгл£, X). Для простоты будем считать, что 
(Р, А)—борелевская пара в G. Тогда при любом X б (<*с)" ряд Эйзенштейна 
Е(Р\ А : %: ф: g) принадлежит пространству <An(G/T> a), где п—полупро­
стой ранг группы G (см. [9], глава II, § 4). Пусть [РХ9 . . . , Ps]—полное 
множество представителей из классов Г-сопряженности борелевских под­
групп в G и Pi^MiAtUi—разложение Ленглендса подгруппы Pt ( l < t < s ) . 
Через Ер. (К: mfli) (к б («с)"» Щ б Mi, at g At) обозначим постоянный член раз-
лзжения Фурье ряда Э5зэ:1:лгг!Иа E(P\A\rk\y\g) отюсительно борелевской 
подгруппы Р/. Тогда функции Яр.^'./ад) голоморфны при ^ б (<*£)"* и и з [9] 
(теоремы 5 и 8) следует, что судёствует такое локально конечное мно­
жество П гиперплоскостей в Ос, что при любом iy l ^ i ^ s , функция 
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Ер. (X : miui) голоморфно продолжается на <*с—D, где Z> — U £Р, причем 

выполнено следующее условие мероморфности: для любой точки Х£йс 
существуют такая окрестность V Э X в ас и такие линейные функции \ik 

(1 < k < т) на ас, что функция J \\ \ik (%)k) ЕР. (X: mfli) (tk > 0 целое) 

голоморфна на V при всех т,-£М/, Я/£Л- По теореме 9 из [9] ряд Эйзенш­
тейна Е(Р\ А : X: ср: g) голоморфно [продолжается на [ас—D как бес­
конечно дифференцируемая функция на (ас—D)xG и для всякого ком­
пактного подмножества о>с<*$—D удовлетворяет условию (2.10) лем­
мы 2.2. Тогда из леммы 2.3 следует, что|на всем 'пространстве <*с ряд 
Эйзенштейна Е(Р\А : X : ф : g) обладает тем же свойством мероморфно­
сти, что и его коэффициенты Фурье (это утверждение отсутствует в фор­
мулировке теоремы 9 в [9], но содержится в ее доказательстве). 

При формулировке функциональных уравнений для рядов Эйзенштейна 
Е(Р\А:Х: (р: g) ограничимся случаем s = 1 (Рх — Р), а = 1 и ф = 1 на М. 
Тогда для каждого w£W(a) существует такая функция c(w:X), голо­
морфная на ас—D и мероморфная на ас, что при всех т£М, а(±А и 
Ae<*d— D 

Ер(Х:та)^ 2 c(w: X) ©-(a,up) (а). (2-19) 
weW(a) 

Для любого W(LW(<X) ряд Эйзенштейна Е(Р\А :X:q>:g) удовлетворяет 
функциональному уравнению 

Е(Р\ А : X : <р : g) =c(w :X)E(P\A :wX:q>: g), (2.20) 

и при всех w, wf£W(a) функции c(w : X) связаны уравнениями 
c(ww': X) =c(w : w'X)c(w': X). (2.21) 

§ 3. Ряды Эйзенштейна симплектической группы 

В этом параграфе мы считаем, что G = Sp(n, R) —симплектическая 
группа, и сохраняем обозначения введения и § 1. В группе G рассмот­
рим максимальную компактную подгруппу К, состоящую из матриц 

где Т и В — вещественные матрицы порядка п и T+iB — унитарная 
матрица. Отображение k-*T+iB является изоморфизмом группы К на 
группу U(n) всех унитарных матриц порядка п. При любом целом / 
рассмотрим одномерное унитарное представление Oi группы К: для всех 
k£K вида (3.1) положим 

Gl(k)=det(T+iB)-1. (3.2) 
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Зафиксируем целое положительное число N, характер ар по модулю N 
и унитарное представление G=OI подгруппы К. Пусть Г — ядро харак­
тера г|э подгруппы T0(N) и *P=*M*A*U — параболическая подгруппа в 
G, определенная формулой (0.6). Максимальная компактная подгруппа 
К*м группы *М образована матрицами *k вида (3.1) с В = 0 и ортого­
нальной матрицей Т. Для таких элементов *k£K*M c*M(*k) = (det T)~\ 
и ясно, что характер ср группы *М, определенный для *т£*М вида (1.32) 
формулой 

q>(*m) = {detT)-\ (3.3) 

является в*м-функцией на *М. Если подгруппа \Т*М принадлежит ядру 
характера ср, то функция ср принадлежит пространству L2(*M/T*M, <У*М), 
и очевидно, что она является собственной функцией всех операторов из 
Зш. Поскольку 

Т*м = \ 
{(о ^ ) | : Г б G Z ' ( ' г , z , , ^ d e t : г l = 1 } , если * < - 1 , = 1 ' 

|{(Q ^ к б б ^ С л , Z J . d e t r ^ l j , если г | ) ( - 1 ) = - 1 , 
(3.4) 

ясно, что ф£L2(*М/Г*м» а*м) тогда и только тогда, когда выполнено 
условие (А) или (В) теоремы 1. В дальнейшем будем предполагать, 
что одно из этих условий выполнено. Используя формулу (2.15), про­
должим функцию ф до а-функции ф на всей группе G. При любом s€C 
положим 

9s(gH9(gWx(s)+*p) (*a.fe)) (3-5) 
в обозначениях § 1. Тогда ф5 (g) = ф (g) - со_25-л (*а (g)). Пусть 

*E(s:g)= 2 9,feY) (3.6) 
г/гп*я 

— ряд Эйзенштейна, ассоциированный с автоморфной формой ф на 
*М/Г*л/. Из приведенных в конце § 2 сведений о сходимости рядов 
Эйзенштейна следует, что ряд (3.6) абсолютно сходится при Re(s)> 
>(м+1)/2 и является голоморфной функцией от 5. При таких 5 можно 
определить функцию 

*£*(* : * Н S 4>(Y)*E(s:gY). (3.7) 
Г0(Л0/Г 

Нетрудно проверить, что 

. •£* (« : : * ) -« • 2 4>(Y)<fcfev). (3.8) 
r0(^v)/r0(iV)n*P 

где 6 = 1 в случае (А) и 6 = 2 в случае (В). 
Т е о р е м а 1'. 1) Ряд Эйзенштейна 

*E^(s:g)= 2 4>(Y)<Ps(£Y) (3.9) 
r0(iV)/r0(iV)n*P 
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корректно определен при выполнении одного из условий (А) и (В) тео­
ремы 1. 

2) При Re (s) > (/г+1)/2 ряд Эйзенштейна (3.9) абсолютно сходит-
ся при любом gdG, и его сумма *E^(s:g) является голоморфной функ­
цией от s. 

3) Существует такое дискретное подмножество DaC, что при лю­
бом g£G функция *E^(s:g) голоморфно продолжается по s на С—D, 
и для любого компактного подмножества coczC—D найдутся такие 
константы Сиг, что при всех g£G и s£co 

|*£*(s :g) |<C| |gf . • (3.10). 

4) Для любой точки 506С—D найдется такое целое число k^O, что 
при всех g£G функция (s—s0)k *E^(s:g) голоморфно продолжается на 
некоторую окрестность точки s0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения 1) и 2) проверены перед фор­
мулировкой теоремы. Для доказательства утверждений 3) и 4) доста­
точно доказать соответствующие утверждения для ряда Эйзенштейна 

Пусть (Р, А)—борелевская пара из § 1. На М/Тм рассмотрим 
(7м-функцию ф = ф | м . Для любого z= (Zi, . . . , гп)£Сп с Re(^) > 1 ( 1 ^ 
r^ i^ /z) положим 

E(z:g)=E{\{z):g)=E{P\A:%{z):y:g). (3.11) 

Ряд Эйзенштейна E(z:g) ассоциирован с параболической формой ф на 
М, поэтому для него справедливы все утверждения о рядах Эйзенштей­
на, приведенные в конце § 2. Пусть 

Е (гп : g) = ResZn_1=1 . . . (ResZl=1£ (zlf . . . , zn[: g)). (3.12> 

Теорема 1' будет полностью доказана, если мы покажем, что существу­
ет такая область Fc:{s6:C|Re(s) > (n+ 1)/2}, что при всех s£V 

c-*E(s:g)=E(2s — n:g) (3.13) 
с постоянной сфО. 

В группе *М рассмотрим подгруппу 

G = {(Q ,rV)|reSL(rt,R)}, (3.14) 

изоморфную SL(n, R). Из (3.4) следует, что арифметическая подгруп­
па ~Т = Т*м f]G в G изоморфна SL(/z, Z). Пусть +P=+M+A+U — борелев­
ская подгруппа в *М, тогда подгруппа P=MAU, где P=Gp[+P, M= 
= G{~)+M, A = Gf\+A и и=и{~)+и, является борелевской подгруппой в 
G. Для любого z'= (zi9 . . . , Zn-jJGC"-1 и g£G определим ряд Эйзенштей­
на для подгруппы TczG и тривиального представления максимальной 
компактной подгруппы K=Gf)K*M в G: 

+£ (z' :g) = +E (П. (г'): g)^E (P\A: 4{z') : Ф : g), (3.15) 
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где +A,(z')£+ac и ср = 1 на М. Функцию +Е {z': g) можно единственным 
способом продолжить до правоинвариантной относительно *A*U a-функ-
ции +E(z/:g) на всей группе G. Ряд Эйзенштейна +E(z'\g) обладает 
всеми приведенными в конце § 2 свойствами рядов Эйзенштейна, ассо­
циированных с параболическими формами. 

Прежде чем описать связь между рядами Эйзенштейна E(z:g) и 
+E(z':g)9 мы предположим временно, что o=sl, N=l и ifssl . В этом 
случае r = Sp(tt, Z) и любая борелевская подгруппа в G сопряжена с 
Р. Пусть c(w:K)—функции, определенные для ряда Эйзенштейна 
E(X:g) формулой (2.19) при wdW(a). Следующий результат хорошо 
известен. 

Л е м м а 3.1. Для любого w£W(a) 

ф.Л)= п 6 W ) . (зле) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Наиболее естественное доказательство фор­
мулы (3.16) состоит, по-видимому, в рассмотрении рядов Эйзенштейна 
на группе аделей симплектической группы [4]. Доказательство, приво­
димое ниже, основывается на функциональных уравнениях (2.21) для 
функций c(w : X). 

Лемму 3.1 докажем индукцией по длине приведенного разложения 
элемента w£W относительно отражений wa, a62°. 

Если w = wa> a б 2°, то из леммы 108 в [9] следует, что c(w:%) = 
~c(wa:k')9 где V — проекция j А, £ а* на одномерное подпространство в 
ас, натянутое на простой корень а. Нетрудно видеть, что с(wa: Я»') сов­
падает с с-функцией для ряда Эйзенштейна подгруппы SL(2, Z) в 
SL(2, R), следовательно, для любого аб2° 

с (wa: А,) = . (3.17) 
; 1(1 + Чяа)) 

Пусть теперь w = wh-wh-i- . . . -wi (&>1)—приведенное разложе­
ние элемента w£W, где w5 ( 1 ^ / ^ й ) —отражение относительно неко­
торого простого корня из 2°. Тогда w = wh-v и v = wk-r- • -*wt — приве­
денное разложение элемента v, причем длина этого разложения равна 
k—1. По предположению индукции 

ф : Ь Н Ц ^ ( М Я а ) ) , (3.18) 
а>о,ш<о 6(1 + 4*0» 

Для вычисления c(w:X) воспользуемся функциональными уравнения­
ми (2.21): 

c(wkv : к) =с (wk: vX) с (v:%). 

Если wh — отражение относительно простого корня р, то из (3.17) — 
(3.18) следует, что 
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Ф:ц= ^ ( Я р ) ) • П иХ(На)) 

а>о,ш<о 
£(1 + ЦЯа)) 

|(Мяа_,р)) п 1(Чяа)) п 
a>o,im<o 

Нам осталось доказать, что 

{ а б Е | ш а < 0 ) - { У 1 Р ) U { а 6 2 | о т < 0 } , (3.19) 

причем объединение в правой части (3.19) дизъюнктно. Согласно [2] 
(глава VI, предложение 17) корень а принадлежит множеству 
{а£2|ша<^0} тогда и только тогда, когда отражение wa принадлежит 
множеству 7V-1 всех элементов tj^(wl- . . . • хю^г)wj {тк • . . . • w^)'1 

(1 <;/<;&). Все элементы множества Tw-i различны и являются отраже­
ниями относительно положительных корней. Легко видеть, что Tw-t = 
= {v^WkV} и ^ н » причем v~xwkv = wv-i$ (£ 7Vt. Это доказывает (3.19) и 

лемму 3.1. 
Для каждого корня а€2 положим 

с(«:Я) = 1 ( М Я а ) ) . (3.20) 
7 |(1 + ЦЯ„)) 

Тогда из леммы 3.1 прямым вычислением легко получить 
С л е д с т в и е . Пусть z — (zv . . . , z„)6C" и А, = A,(z)£<*с. Тогда 

6(3*=*= 2**) 

г(У, 
(3.21) 

Рассмотрим теперь ряд Эйзенштейна +E(+X:g) при gdG. Пусть 
+Е-р(+Х:та) (ягбЖ, adA) — постоянный член разложения Фурье 
функции +E(+X:g) относительно параболической подгруппы Р в G. Из 
{2.19) и леммы 108 в [9] следует, что 

+EF(+l:ma)^ 2 с(ш:+А,)(о.(ю+и+р) (о). (3.22) 

Лемма 3.1 и формулы (3.21) дают явное выражение для функций 
c(w:+X). Легко видеть, что среди всех функций с(а:+Х), а€ + 2, един­
ственными функциями, имеющими особенность в точке +р, являются 
функции с (а : +Х)> а€+2°, и эти особенности совпадают с гиперплоскостя­
ми +Х(На) = 1 (а6+Е°). Поэтому функция c(wQ:+K(z')) (г'бС"-1) 
имеет полюс на каждой из гиперплоскостей zi=lJ . . . , z n _ 1 =l тогда и 
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только тогда, когда w0 отображает каждый простой корень а€+2° в от­
рицательный корень. Такой элемент w0d+W единствен, и w0a =—а для 
любого а6 + . Отсюда следует, что 

ш 0 . + Ч 1 , . . . , 1 ) = - + Р . (3.23) 

В дальнейшем фиксируем такую окрестность +V точки +р в +йс, что 
единственными сингулярными гиперплоскостями функции *Е-р{гг: та)г 

пересекающими + 1/ , являются гиперплоскости z5=\ ( 1 ^ / ^ я — 1 ) . 
Тогда из леммы 2.3 следует, что г , = 1 ( 1 ^ / ^ я — 1 ) —единственные 
сингулярные гиперплоскости функции +E(z':g), пересекающие +V. Для 
любого gdG положим 

+Я (£) = R e s ^ . ^ [..-• (ResZl=; +£ (г': g)). (3.24> 

Л е м м а 3.2. Для любого gdG 
+£(J)=U2r<n"1)-j П с(а:+Р). (3.25) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из замечаний, предшествующих лемме, сле­
дует, что 

Res,n.1=1 . . . (Res2 l=1
+£F(z' : ш))^1(2)'{п'1). П *(а: +Р). (3.26) 

Через ф обозначим функцию на группе G, тождественно равную правой 
части (3.25). Из лемм 2.1 и 2.2 следует, что +E{g)—^Q)ds^n-i{Gif, о) 
при единичном представлении а подгруппы К. Согласно (3.26),. 
+Е—фр-Е= 0, поэтому +Е==ср на G (см. i[9], лемма 51), ч. т. д. 

Возвратимся к доказательству теоремы 1', т. е. мы снова считаем, что* 
a, N, if> — произвольные. Функция +E(z':g) является правоинвариант-
ной относительно *A*U функцией на G, и ее ограничение на G не зави­
сит от a, N9 l. Из приведенных выше рассмотрений следует, что суще­
ствует такая окрестность + V точки z ' = ( l , . . . , 1), что единственными 
сингулярными гиперплоскостями функции +E(z':g)9 пересекающими +У. 
являются гиперплоскости z i = l ( 1 ^ / ^ л — 1 ) , и при любом g£G 
+£(£) = Res2„_1==1 ... (ResZl==1

+E(zf:g))^l(2y{n-1)^ J] c(a:+P).<p(g)y 

(3.27) 

где ф—а-функция на G, участвующая в определении ряда Эйзенштейна 
mE(s:g). 

Между рядами Эйзенштейна E(X:g) и +E(+X:g) существует тесная 
связь (см. [9], леммы 105 и 109). 

Для любой параболической пары (Р, А) в G в пространстве ас рас­
смотрим следующие подмножества: 

(а*)+ = {Яба|<Я, а > < 0 для аб2(Р |Л)} , («£)+= (а*)++ «Г. (3.28) 

Пусть С1(а£)+— замыкание (<*с)+ в ос-
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Предположим, что +cocz+ac—компактное подмножество, на котором 
ряд Эйзенштейна +Е (+Х: g) голоморфен. Тогда существует элемент 
*A,06V, обладающий следующим свойством: если со—компактное под­
множество в *А,0—С1(*ас)+ + +о), то для любого компактного подмноже­
ства С из G ряд 

3 |+P(^:gY)cD^(Up)CflfeY))| (3.29) 
Г/т*Р 

сходится равномерно при Хбсо и gdG. При этом 

E(b:g)= 2 +£ (П, : gv) CO-*(UP) (*a (gy)). (3.30) 
Г/ГП*Р 

Выбор подмножества +со с +<*с требует некоторого внимания. 
Пусть +V—такая окрестность точки +Р в +а£, что единственными 

сингулярными гиперплоскостями ряда Эйзенштейна +Е(+К: g), пересе­
кающими + У, являются гиперплоскости Zj=l ( 1 ^ / ^ n — 1 ) . Согласно 
лемме 118 из [9] ряд Эйзенштейна E(z: g) может иметь в —С1 (а^ )+ , т. е. 
в области Re(Zj) ^ 0 (1 ^ / ^ / i ) , лишь конечное число сингулярных гипер­
плоскостей, и они определяются уравнениями вида (Х\а)=Ь, где аб 
€2(Р |Л) , 6 ^ 0 . 

Л е м м а 3.3. В +V существует подмножество 
+ a > = { + A , ( 2 ' ) | 0 < r / < | z / - l | < / ? / ( l < / < / i — l ) } f (3.31) 

удовлетворяющее следующему условию: пусть *К0—С1(*ас)+—подмноже­
ство в *<*с, соответствующее +со по лемме 109 из [9]̂  тогда 

+со0={-^(2')Ц2/ — 1 | < / г , ( 1 < / < / г —1)}СГ+К (3.32) 

и в *К0—С1(*ас)+ можно выбрать такое непустое открытое подмножество 
*со, что единственными сингулярными гиперплоскостями ряда Эйзенштей­
на Е (z: g), пересекающими +о)0 + *(о, являются гиперплоскости г^=\ 
(1< /< / г— 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим прежде всего гиперплоскость, со­
ответствующую корню а = е—8j6+S. Она задается уравнением 

S г , - ( / - 0 - а , (3.33) 

в которое не входит переменная zn. 
При а<^0 эта гиперплоскость не может быть сингулярной, поскольку 

оня пересекает область голоморфности (ас)" ряда Эйзенштейна. 
Докажем, что при /—1^2 и а = 0 гиперплоскость (3.33) также не 

может быть сингулярной. Для этого выберем Rk (i+l^k<Cj) настолько 
малыми, что множество 

* = f(z/ *м)I \zt-1 | < S Rk = Rh 0 < r f e < 

<\zk—\\<Rk, t + K f e < / —l) 
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содержится* в +V. При zki i+l^k<Cjy удовлетворяющих неравенствам 

rh<\zh—l\<:Rk, положим Zi=(j—i)— 2 zfc. Тогда точка (zi9 zi+i, . . . 

. . . , Zj-i) принадлежит гиперплоскости (3.33) и 

\Zi-l | < 2 (Zk-l) 
/+1</г</ 

кании 

В множестве точек {(zi+i, . . . , z,--i) | 0.<r fc< \zh— 11,</?*, i + l < £ < / } 
можно выбрать такое непустое открытое подмножество, что в его замы-

2 zk—(/—0 — 1 > / \ ->0 . Рассмотрим множество +со с вы-
1+1</г</ j 

бранными таким образом (rft, 7?ft) (i^k<.j). Поскольку в уравнение ги­
перплоскости (3.33) не входят переменные, отличные от zk ( i ^ £ < / ) > 
эта гиперплоскость пересекает внутренность множества *Х0—С1(*а£) + + 
+ +со, следовательно, она не может быть сингулярной. 

Если в уравнении (3.33) я > 0 , то при i^k<j достаточно в (3.31) 
взять Rkl удовлетворяющие неравенствам: 0<cRk<.r^— * 

Нам осталось рассмотреть гиперплоскости, соответствующие положи­
тельным корням а(Е+2. Такие гиперплоскости задаются уравнениями: 

2 Zk+ S zk^b и л и 2 zk = b. (3.34) 

Но уравнения (3.34) в явном виде содержат переменную zn, а 'множе­
ство *А,0—С1(*ас)+ содержит векторы гп(оп со сколь угодно большим 
Re (zn), поэтому можно выбрать подмножество *©cZ*̂ o—С1(*<*с)+> удов­
летворяющее условиям леммы, ч. т. д. 

Лемма 3.3 позволяет рассмотреть вычеты от обеих частей (3.30) на 
пересечении гиперплоскостей Zj=l ( 1 ^ / ^ я — 1 ) , интегрируя по конту­
рам, содержащимся в +оз (см. (3.31)). Для доказательства (3.13), а тем 
самым и теоремы, воспользуемся легко проверяемым равенством 
*(h(z) +р) = (zn + n)d)n и формулой (3.27) для вычета функции +E(z' \g). 
Теорема V доказана. 

Предположим теперь, что А7=1, о = 1 и г|}=1. В этом случае можно 
получить более точные результаты. 

Т е о р е м а 2'. Пусть 

% (s : g) - £ (2s) • j ] I (4s - Щ • *£ (s : g). (3.35) 

При любом g£G функция <g(s : g) голоморфна по s на всей комплекс­
ной плоскости, за возможным исключением полюсов конечного порядка 
sj = j/4 при целых j (0^.j^2n + 2), и удовлетворяет функциональному 
уравнению 

$(s:g) = e ( ^ - s : g ) . (3.36) 

Точнее, множество +V содержит полидиск А(+р; q) из О - 1 с qk = Rh (i^k<j). 

file:///Zi-l
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Полюс функции &(s : g) при s=(n+l)/2 простой, и вычет &(s\g) в точ-
[«/2] 

ке s=(n+ l)/2 равен Ц £(2£+1). 
k=i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В группе Вейля W(a) рассмотрим преобразова­
ние го, при котором wzi=—8n+i-i (\^i^n). Легко видеть, что 
{а€2 |й ;а<0}=2— + 2 , и из леммы 3.1 следует, что 

c(w:X)= П с (а-Л). (3.37) 

Далее, при А,(г)£а£ 

WK (Z) = З,,-!©! + . . . + ZiCD/i-! — I S Z/ I Шл» (3.38) 

и функциональное уравнение (2.20) для рядов Эйзенштейна E(%(z) : g) 
относительно преобразования wdW(a) имеет вид 

E(z:g)= П C(*-W)'EIZ„»19 . . . , z19-j>zr. А (3.39) 

В рассматриваемом случае не существует сингулярной гиперплоскости 
ряда Эйзенштейна E(X(z) :g), содержащей пересечение гиперплоскостей 
&>i={Zj=l} ( 1 ^ / ^ м — 1 ) и отличной от них. Действительно, такая гипер­
плоскость проходила бы через точку р, но из явного вида (3.21) функций 
c(w:X) следует, что единственными сингулярными гиперплоскостями, 
проходящими через точку р, являются гиперплоскости ^>

j={zj=l} 

( 1 ^ / ^ я ) , но П З^зф^п- Так как множество сингулярных гиперплоско-

стей функции E(X:g) локально конечно, то пересечение множества син-

гулярных гиперплоскостей, отличных от $Ри . . . , &*п-и с прямой П &i 

является дискретным множеством точек. Его дополнение — открытое 
связное всюду плотное подмножество этой прямой. Пусть Я=Я(1, . . . 
. . . , 1, zn) —точка, принадлежащая этому дополнению; такие точки мы 
будем называть неособыми. Тогда существует такая окрестность U точки 
Я в а£, что &и . . . , ZPn-i—единственные сингулярные гиперплоскости, 
пересекающие £/, и 

^ (2* : «) = — Ь г S £ & , - • . . Ui, ^ : g) d£i • • • d£*-i, (3.40) 

где Sj—окружность £)j=l+reit при достаточно малом г>0. Для любого 
набора целых чисел (ku . . . , kn-i) определим функции E(ku ...(ft/l_l) (zn : g) 
как коэффициенты в разложении Лорана ряда Эйзенштейна E(z:g): 

E(z:g)= S E(kl *„_,, (z„ : g) (г, - 1 )*' • . . . • (гп-г -1 Л"1. (3.41) 
<*1 *n- l ) 
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Тогда при всех (ku . . . , kn-Y) 

^ ( ^ . . . . ^ ^ ( ^ . g ) ^ — — .(3.42) 

Поскольку коэффициент Фурье EP(z:g) ряда Эйзенштейна E(z:g) име­
ет простые особенности на гиперплоскостях &*и . . . , &>п-и из леммы ? Q 

следует, что для любой неособой точки Я(1, . . . , 1, zn)6 П ^ -

Д<*. w ( z » : e ) = °» (3-43) 

если kj<C—1 хотя бы для одного /. 
Преобразование wdW сохраняет пересечение гиперплоскостей 2Ри . . . 

. . . , 9>п-и и функция с(гй:Х) не имеет особенностей на этих гиперплос­
костях. Функциональное уравнение для рядов Эйзенштейна E(zn:g) м« 
получим, если возьмем вычеты от обеих частей функционального урап-

нения (3.39) в неособых точках А,(1, . . . , 1, 2 „ ) 6 П ^ . В такой точке % 

~ с(до:1, . . . , 1, z„) 

(2ШГ"1 

X $ E (Sn-!, . . . . Si, - z n - 2 S/: g W • • . d£„4. (3.44) 
s,x ... xs„., V / = 1 / 

Докажем, что 

= £(1—л—zn:g). (3.45) 

Изменяя нумерацию переменных £1( . . . , £„_, в левой части (3.45) на про­
тивоположную, мы видим, что нам достаточно доказать, что 

£ ( l _ « _ 2 n : g ) = 

=(2^~ ^ ЕЫ •••' Sn4* ~Zn~~SS/:«)dCi • • • d£»-i. (3.46) 
/ = l 

Правая часть (3.46) равна коэффициенту F{^ -i)(zn:g) в разложении 

Лорана функции F (гг, ... , zn: g) = E 1г19 ... , zn^lf— ^ zf: g\ в точке 

(1, . . . , 1, zn) при (Zi—I)-1- . . . • (z„-i—l)"1. Для нахождение 
/Vi -i)(2n :g) воспользуемся разложением Лорана (3.41): 
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Е lzl9 . . . , 'zn„u — ̂  2 / :g j = 
/ = i 

(fei,..-,fe,i-i) V / = i / 
. . . • • (2/z-i — 1 ) 

и каждый из коэффициентов Я ^ , . . . , ^ ) I —^J Z/: g) разложим в ряд по 
/ = i 

степепям S («/-о 
../=1 

в точке 1 —п—гп\ 

E(kt kn^) — ̂  z/: g - ^ £ (^ w /) (1 — я—zn : g) 

Тогда 
£<*i.....Wo> (1 — n—zn : g) - E{kl,...,kn^) (1 — ̂ —zn : g) 

и 

E zx, . . . , 2„-lf — 2 zi '• S I — 

(fti. . . . .*n-i) \ 

+ 2 5(*,.....ftn.1>fl(l—л—zn:g) 2(2,-1)1 j(Zl-l)*'. . - ( ^ - l - l ) * * - 1 . 

(3.47) 

Из формулы (3.43) следует, что правая часть (3.47) равна 
£(-i.....-i;(l—л—гл:г)(г1 —1Г1- . . . • (гп_х —1)^ + 

+ S Fikl_kn^)(zn:g)(zi-\)^ . . . . . (^-l)*"-1 

fcl+...+fcrt-l>-(n-l) 

с аналитическими функциями F{kl,...,kn^1)(zn'- g). Тем самым (3.46) дока­
зано, и мы получили функциональное уравнение 

E{zn:g) = c(w:l, . . . , 1, гя)Я (1 — п—zn : g), (3,48) 

где 

*(<*:!. . . . , 1 , * , ) = ^ - - — — - T I T " П Б(2гп + 2я —/ —Я 
g (z„ + я — i + 1) \ I (2z„ + 2n — i — j + l) 

(3.49) 

Производя многочисленные сокращения в правой части (3.49) и учиты­
вая соотношение (3.13), связывающее функцию *E(s:g) с E(2s—n:g), 
придем к функциональному уравнению (3.35) для функции <^(s:g"). 

Из леммы 2.3 следует, что для доказательства аналитичности функ­
ции (^(s-.g) достаточно доказать, что функция 

5 Математический сборник, т. 103(145), № 4(8) 
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[1/2] 
g(2s) J]%(4ts—2k)Ep(2s—n:ma) 

при всех т^М и абЛ аналитична по 5 на всей комплексной плоскости, за 
возможным исключением полюсов конечного порядка sj=]/4 при целых / 
( 0 ^ / ^ 2 / 1 + 2), причем ее полюс в точке s= (n+l)/2 простой. 

Нетрудно видеть, что 

EP(2s—n: та) —с- 5 J C(W : s)co-(^(i,...,i,2s-/i)+p)(a), (3.50> 

wat<o а>ап_1<о 

где с = g (2)~{п-г) И с (а : +Р) и 

с(ш:в)=: П с(а :Я(1 , . . . , !,2s—л)). (3.51> 
аб2-+2 

Для каждого корня а62—+2 положим с(а:Я(1, . . . , 1, 25—п)). Тогда 

с (а: s) = 
—!*—. * , если а = 2 е , ( 1 < 1 < л ) , g (2s — i + 1) 

Е / 4 s — i — /> ( 3 ' 5 2 ) 

- ^ — : if- если a = e/ + 8 y ( l < f < / < « ) -
| (4s — i — / + 1) 

Отсюда следует, что, за исключением конечного числа полюсов Sj=j/4 
( 0 ^ / ^ 2 A I + 2 ) , ПОЛЮСЫ функции <o(s : g) совпадают с нулями £-функцийг 
входящих в знаменатели коэффициентов c(w : 5) в (3.50). 

Зафиксируем такой элемент w£W, что wam<0 (Х^т^п—1). По­
ложим 

Г 1 -{28,6 2 |ш(2е , )<0}, Г 2 ^{е; + е / б 2 | И е / + е/)<0}. (3.53) 

Допустим, что корень 2ef£7'1. Поскольку 2е£ = 2 a m | a „ , вместе с 

корнем 2&i в Тх входят все корни 2е/ с / < л , следовательно, 

П C ( a : s ) - П U 2 S ~ ° =\VL^?L, (3.54> 

где &—наибольший номер / корня 2е* в Tv 

Через а// обозначим корень 8/4-8/6 2. Так как ац= У] ат 4~ 
/<т</ 

+ 2 2J am + an, то легко видеть, что если a^gT^, то при всех ft, £ 
/ < m < / i 

таких, что l ^ f t ^ t , А + 1 ^ / ^ / , корень аы принадлежит Г2. Докажем, 
что существуют такие числа i'0 = 0, ii9 . . . , im, j0 = n, jl9 . . . , /m, что 0 = i'0< 
< Л < . . . <im<Ljm<. . . . <]\^jo = n и 

Г я = U 7-(f), (3.55) 
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где при любом / 
7,(f) = { a i f e / 6 S | f M + l < / 5 < t / ; k + l < / < / / } (3.56) 

— не пересекающиеся друг с другом подмножества Г2. 
Положим 

jx=z max /, ix = max £. (3.57) 

Тогда множество 7,(l) = {aw6S| l ^&^ t ' i , £ + l , ^ / ^ / i } принадлежит 7V 
Если Г2=Г(1), то (3.55) доказано. 

В противном случае допустим, что / ^ 2 и числа t i < . . . < O V i < 
< / / - i < . . . < / i выбраны таким образом, что при любом 

/е= max /, /<,= max k (3.58) 

M 
(Г(0) = 0 ) и Т2— [J Т(})Ф0. Определим jf и if формулами (3.58) (при 

e=i 

e = f). По построению i/-i < * / < / / < / / - ! и множество 

T(f) = {akie2\ l < f e < f / , fe + l < / < / / } 

принадлежит Г2. Легко видеть что T(f)=T(f)—\J(T(f)f)T(e)). Ло-

скольку множество Т2 конечно, (3.55) доказано. 
Из (3.55) следует, что 

m if if 

ITc(a : s )=TT Ц TT I ( 4 S ~ ^ ~ ° = 

= П^Ьй'И П i№-k-lt). (3.59) 

Если ^-l + l ^&^ i /» T 0 k + if пробегает множество 
Sf = {s| t M + /f + l < s < * > + />}. (3.60) 

Докажем, что если k удовлетворяет неравенствам — + l ^ f e ^ f m , то 
m m 

2k£ U Sf. Действительно, 2k-^im + jm. Если 2fe(£U S/, то 2 fe< / 1 - f l , 

так как для любого f левая граница множества Sf не превосходит пра-
п' 

~г 
Итак, доказано, что функция <o(s:g) аналитична всюду, за исключе­

нием конечного числа полюсов Sj (0^ /^2 /г—2) . 
Для доказательства последнего утверждения теоремы рассмотрим 

постоянный член разложения Фурье функции &(s:g) относительно па-
6* 

вой границы S/-!. Но тогда /1^>2 + 1 > я , что невозможно. 
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раболической подгруппы Р; легко видеть, что 
[«/2] 

$p(s:g) = l№) Ц g(4s —2fe). 2 с(w:s}ю.(аА(1 1.«-л)+Р)(а). 
сеш1<о,...,ащАг_1<о 

(3.61) 

Так как функция c(a:s) (aG2—+2) имеет полюс при s= (п+1)/2 тогда 
и только тогда, когда а = 2еп, то все коэффициенты c(w:s) не имеют 
особенности в s = ( n + l ) / 2 , за исключением с(ш0:5), где ау0—такой эле­
мент из W, что w0a = —а при всех ctGS. Легко видеть, что 

~ , g(2s-n) ["/? g (4s - 2/i - 1 + 2£) 
с (ш0: s) = — • ' — ! — - . 

° 6 (2s) J x g(4s-2*) 
Отсюда следует, что &P{s\g) имеет в точке S = ( A Z + 1 ) / 2 простой полюс 

[П/2] 

с вычетом Т] g(2&+l). По лемме 2.3 полюс функции ^(s:g) в точке 
k=i 

s=(n+l)/2— простой, и, рассуждая так же, как и при доказательстве 
леммы 3.2, получим, что 

[П/2] 

R e s s = ^ g ( s : g ) - R e s s = ^ p ( s : g ) - П £(2fe+l). (3.62) 
2 2 £ = 1 

Теорема 2' доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 1 и 2. Пусть a = Oi—характер мак­

симальной компактной подгруппы К группы G, N^l —целое число, «ф — 
характер по модулю N и *E^(s:g) —ряд Эйзенштейна (3.9). Для любой 
(7-функции ф на группе G можно определить функцию 5Ф на верхней полу­
плоскости Зигеля ф: 

(S9)(Z)-/fe-1 ,Z) /9(g), (3.63) 

где g — такой элемент из G, что g~l- (iE)=Z, и 

J(g~\Z)^det(CZ + D) для g - 1 - / £ * j . (3.64) 

Для любой функции f на £ положим: 

(f\lgW(Z)^J(g,Zrlf(g.Z). (3.65) 

Тогда нетрудно видеть, что 

(S*E*) (s : Z) = 2- + (V1) (S9s I М/) (Z), (3.66) 
Т6Г0(ЛГ)П*^\Г0(А/) 

I s 
причем (S(ps)(Z) = (det(ImZ)) 2 . Таким образом, 
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(S*E^){s \Z) = E{Z, s, N, г|Г\ 0, (3.67) 

где г|}-1—характер (Z/NZ)X, обратный к г|з. Отсюда следует, что теоре­
мы 1 и 2 являются простыми переформулировками теорем Г и 2;, ч.т. д. 

(Поступила в (редакцию 14/1 1977 г.) 
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