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LOKAL�NY� BAZIS VSPLESKOV
NA NERAVNOMERNO� SETKE

�� Vvedenie

Izvestny ortogonal�nye �v prostranstve L��R��� i biorto�
gonal�nye vspleski �ve�vlety� �v tom qisle� spla�n�ve�vlety�
s kompaktnym nositelem na ravnomerno� setke �sm�� naprimer�
raboty 	
��
�� ih postroenie suwestvenno opiraets� na kratno�
masxtaby� analiz i trebuet rexeni� kratno�masxabnogo urav�
neni�� priqem osnovnym apparatom slu�it preobrazovanie Fu�
r�e� V rabote 	�
 vvedeno kalibrovoqnoe sootnoxenie �qastnym
ego sluqaem �vl�ets� upom�nutoe kratno�masxtabnoe uravnenie�
i ispol�zovany approksimacionnye sootnoxeni� dl� postro�
eni� prostranstv vspleskov� qto zaranee garantiruet nu�nye
svo�stva pribli�eni�� Blagodar� razrabotannomu v 	�
 appa�
ratu psevdosvertki� vse mno�estvo prostranstv minimal�nyh
spla�nov na izmel�qa�wihs� setkah udaets� razbit� na besko�
neqnye cepoqki vlo�ennyh prostranstv i ka�du� iz upom�nu�
tyh cepoqek predstavit� v vide pr�mo� summy vspleskovyh pro�
stranstv� a tak�e postroit� sootvetstvu�wie formuly dekom�
pozicii i rekonstrukcii� Pri approksimacii funkci� s osoben�
nost�mi ves�ma va�no ispol�zovat� neravnomernu� setku� po�
skol�ku �to daet vozmo�nost� uluqxit� pribli�enie funkci�
bez uslo�neni� vyqisleni�� Odnako� v �tom sluqae voznika�t
trudnosti pri postroenii vspleskovogo razlo�eni� i sootvet�
stvu�wih formul dekompozicii i rekonstrukcii� ibo ni pre�
obrazovanie Fur�e� ni apparat psevdosvertki v �tih uslovi�h�
po�vidimomu� ne da�t nu�nogo rezul�tata�
V predlagaemo� rabote �ti trudnosti preodoleva�ts� bla�

godar� ispol�zovani� vvedennyh v stat�e 	�
 nepreryvno dif�
ferenciruemyh �voobwe govor�� nepolinomial�nyh� spla�nov
�B��spla�nov�� kotorye opredel��ts� trehkomponenno� vektor�
funkcie� ��t�� V danno� rabote ustanavlivaets� vlo�ennost�

Rabota qastiqno podder	ana grantami RFFI��
��
����� i ��
��
������

��
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prostranstv upom�nutyh spla�nov pri proizvol�nom izmel�qe�
nii neravnomerno� setki� rassmatrivaets� pr�moe �vsplesko�
voe� razlo�enie cepoqek vlo�ennyh prostranstv B��spla�nov
na posledovatel�nosti izmel�qa�wihs� neravnomernyh setok�
stroits� vspleskovy� bazis iz funkci� s kompaktnym nositelem�
da�ts� sootvetstvu�wie formuly dekompozicii i rekonstruk�
cii� a tak�e predlaga�ts� prostye rexeni� nekotoryh inter�
pol�cionnyh zadaq v prostranstvah B��spla�nov� Dl� postro�
eni� vspleskovyh razlo�eni� cepoqek vlo�ennyh prostranstv
mo�no ispol�zovat� predlagaemye zdes� prostranstva stepen�
nyh i �ksponencial�no�trigonometriqeskih spla�nov� qastny�
mi sluqa�mi kotoryh �vl��ts� izvestnye polinomial�nye B�
spla�ny vtoro� stepeni i trigonometriqeskie spla�ny �vsple�
skovye razlo�eni� dl� poslednih poluqeny avtorom ranee� sm�
	�
��

�� Pervonaqal�nye oboznaqeni�

Pust� Z� mno�estvo vseh celyh qisel� R� � mno�estvo vseh
vewestvennyh qisel� a R� � line�noe prostranstvo vseh treh�
mernyh vektorov s vewestvennymi komponetami� v dal�ne�xem
vse vektory predstavl��ts� v vide vektor�stolbcov� Toqko� �
oboznaqaets� skal�rnoe proizvedenie vektorov �naprimer� a �b �
skal�rnoe proizvedenie vektorov a i b�� znak � me�du vektorami
oznaqaet ih vektornoe proizvedenie �naprimer� a � b � vektor�
noe proizvedenie vektorov a i b�� Kvadratnu� matricu tret�e�
go por�dka so stolbcami a�b� c � R� budem oboznaqat� �a�b� c�� a
ee opredelitel� � simvolom det�a�b� c�� Na vewestvenno� osi R�

vvedem setku

X� � � � � x�� � x�� � x� � x� � x� � � � � �����

i polo�im

lim
j���

xj � a� lim
j���

xj � b� �����

Pust� M
def
� �j�Z�xj� xj���� Sj

def
� �xj��� xj���� Jk

def
� fk � �� k� k	 �g�

k� j �Z� Rassmotrim trehkomponentnu� nepreryvno differenci�

ruemu� vektor�funkci� ��t�� t � �a� b�� pust� N�t�
def
� ��t�� � ��t��

�j
def
� ��xj�� �

�

j

def
� � ��xj�� Nj

def
� Nj�xj�� bj

def
� Nj �Nj��� ���
�
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Predpolo�im� qto fbjgj�Z� polna� cepoqka vektorov� t�e�

det�bj���bj�bj��� �� � �j �Z� �����

Rassmotrim funkcii 
j�t�� zadannye na M � ravnye nul� na mno�
�estveMnSj i udovletvor��wie approksimacionnym sootnoxe�
ni�m

P
j�Zbj
j�t� � ��t� �t � M � Ots�da po formulam Kramera

poluqaem

j�t� � � �t �MnSj� �j �Z� �����


j�t� �
det�bj���bj��� ��t��

det�bj���bj���bj�
pri t � �xj��� xj�� �����


j�t� �
det�bj��� ��t��bj���

det�bj���bj �bj���
pri t � �xj � xj���� �����


j�t� �
det���t��bj���bj���

det�bj�bj���bj���
pri t � �xj��� xj���� �����

Funkcii 
j�t� nazyvaem koordinatnymi B��spla�nami na setke
X� Line�nu� oboloqku �tih funkci� oboznaqim B��X� i budem ee
nazyvat� prostranstvom B��spla�nov vtorogo por�dka na setke
X�

�� Nekotorye algebraiqeskie to�destva

Dal�xe budet udobno ispol�zovat� sledu�wie dva varianta
izvestno� formuly dl� dvo�nogo vektornogo proizvedeni��

�x � y�� �z �w� � det�x� z�w�y � det�y� z�w�x� �
���

�x�y�� �z�w� � det�x�y�w�z�det�x�y� z�w �x�y� z�w � R�� �
���

Lemma �� Dl� a� b� c� d� e� f � R� spravedlivo to�destvo

det�a � b� c� d� e� f� � det�a� c�d�det�b� e� f� � det�b� c�d�det�a� e� f��
�
�
�

Dokazatel�stvo� Rassmatriva� opredelitel� det�a�b� c�d� e�f�
kak smexannoe proizvedenie vektorov a � b� c � d� e � f� zapi�
xem ego v vide skal�rnogo umno�eni� vektornogo proizvedeni�
pervyh dvuh iz nih na treti� vektor� det�a � b� c � d� e � f� �
��a � b� � �c � d�� � �e � f�� Ispol�zu� formulu ���
� pri x � a�
y � b� z � c� w � d� nahodim sootnoxenie det�a� b� c� d� e� f� �
�det�a� c�d�b�det�b� c�d�a�� ��e�f�� ots�da s pomow�� predstavle�
ni� smexannogo proizvedeni� v vide opredelitel�� prihodim k
�kvivalentno� zapisi ������ Lemma dokazana� �
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Lemma �� Dl� vektorov A� B� C� D � R� spravedlivo sootnoxe�
nie det�A�B�B�C�C�D� � det�A�B�C� det�B�C�D��

Dokazatel�stvo� Polo�im v ����� a � A� b � c � B� d � e � C�
f � D� Togda det�A�B�B�C�C�D� � det�A�B�C� det�B�C�D��
det�B�B�C� det�A�C�D� � det�A�B�C� det�B�C�D�� Lemma doka�
zana� �

Lemma 	� Dl� vektorov A� B� C� c � R� spravedlivo sootnoxe�
nie det�A�B�B�C� c� � det�A�B�C� �B � c��

Dokazatel�stvo� Rassmatriva� opredelitel� det�A�B�B� c�
c�� c� kak smexannoe proizvedenie vektorov A �B� B �C� c� po�
luqaem det�A � B�B � C� c� � ��A � B� � �B � C�� � c� i v kva�
dratnyh skobkah poslednego vyra�eni� vospol�zuems� formu�
lo� ���
� pri x � A� y � z � B� w � C� v rezul�tate polu�
qaem det�A � B�B � C� c� � �det�A�B�C�B � det�B�B�C�A� � c �
det�A�B�C�B � c� qto i trebovalos�� Lemma dokazana� �

Lemma 
� Dl� vektorov B� C� D� E� c � R�� takih qto C � c � ��
spravedlivo sootnoxenie det�B�C� c�D�E� � det�C�D�E� �B �c��

Dokazatel�stvo� Zametim snaqala� qto det�B � C� c�D � E� �
det�D � E�B � C� c�� Rassmatriva� posledni� opredelitel� kak
smexannoe proizvedenie vektorov D�E� B�C� c� imeem det�D�
E�B � C� c� � ��D � E� � �B � C�� � c� vospol�zuems� formulo�
����� pri x � D� y � E� z � B� w � C� v rezul�tate s uqetom
uslovi� C � c � � poluqaem det�B�C� c�D�E� � �det�D�E�C�B�
det�D�E�B�C� � c � det�C�D�E� �B � c�� Lemma dokazana� �

Lemma �� Dl� vektorov B� c� c �� D � R� spravedliva formula

det

�
B � c� B � c
D � c� D � c

�
� det�B�C�D�� gde C

def
� c � c ��

Dokazatel�stvo� V to�destve Lagran�a� det

�
x � z x �w
y � z y �w

�
�

�x � y� � �z � w�� polo�im x � B� y � D� z � c �� w � c i uqtem
ravenstva C � c � c �� �B�D� � �c � � c� � det�B�C�D�� �

Lemma �� Dl� proizvol�nyh vektorov P�Q�R� S� T iz R� spraved�
liva formula det�P�Q�R�det�R�S�T� 	 det�Q�R�S�det�P�R�T� �
det�Q�R�T�det�P�R�S��

Dokazatel�stvo �lementarno� ego privodit� ne budem� �
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�� Dostatoqnye uslovi� polnoty cepoqki vektorov

Dl� kratkosti budem sqitat�� qto interval �a� b� koneqen�

Lemma 
� Pust� vektor�funkci� ��t� tri�dy nepreryvno diffe�
renciruema� Esli vronskian det���t�� � ��t�� � ���t�� otliqen ot nul��
to vronskian det�N�t��N ��t��N ���t�� to�e otliqen ot nul��

Dokazatel�stvo� Budem dokazyvat� ot protivnogo� predpolo�
�im� qto det�N�t��N ��t��N ���t�� � �� Vvidu sootnoxeni� N � �
� � � � � 	 � � � �� � �� � ��� N �� � � � � � �� 	 � � � ���� naxe predpo�
lo�enie oznaqaet� qto det�� � � �� � � � ��� � � � � �� 	 � � � ���� � ��
tak qto pri nekotoryh qislah � i � spravedlivo sootnoxenie
� � � � �� 	 � � � ��� � �� � � � 	 � � � � ��� Umno�a� skal�rno na �
poslednee sootnoxenie� poluqaem det��� � �� � ��� � �� qto proti�
voreqit uslovi� lemmy� Lemma dokazana� �

Lemma �� Pust� K� 	 fiksirovannoe qislo� K� 	 �� a veliqiny �
i 	 udovletvor�
t uslovi


K��
� 
 �	�� 
 K�� �����

Predpolo�im� qto trehkomponentna� vektor�funkci� N�t� dva�
�dy nepreryvno differenciruema na otrezke �a� b� i dl� nekoto�
rogo qisla � 
 � vypolneno neravenstvo

jdet�N�t��N ��t��N ���t��j 	 � �t � �a� b�� �����

togda suwestvuet polo�itel�noe qislo � � ����K��N� takoe�
qto iz uslovi� � � ��� �� sleduet sootnoxenie

jdet�N�t��N�t	 � ��N�t	 � 	 	��j 	 ��� �t � �a� b�� ���
�

Dokazatel�stvo baziruets� na formule Te�lora i na ravno�
merno� nepreryvnosti vtoryh proizvodnyh komponent vektor�
funkcii N�t� na otrezke �a� b�� Detali dokazatel�stva opuskaem�
�

Setka ���
� nazyvaets� lokal�no kvaziravnomerno�� esli su�
westvuet takoe qislo K� 	 �� dl� kotorogo

K��
� 
 �xj�� � xj��xj � xj���

�� 
 K� �j �Z� �����

Klass setok ���
� so svo�stvom ����� oboznaqim K�a� b�K��� Polo�

�im hX
def
� supj�Z�xj�� � xj��
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Teorema �� Esli vektor�funkci� ��t� tri�dy nepreryvno diffe�
renciruema na otrezke �a� b� i

det���t�� � ��t�� � ���t�� �� � �t � �a� b�� �����

to pri fiksirovannom K� 	 � suwestvuet 
 
 �� 
 � 
�a� b�K�� ���
takoe� qto dl� X � K�a� b�K�� pri hX� 
 mno�estvo fNjgj�Z
�vl�ets� polno� cepoqko� vektorov�

Dokazatel�stvo� Iz uslovi� ����� teoremy soglasno lemme � �s�

no� qto dl� vektor�funkcii N
def
� ��� � vronskian det�N�N��N ���

otliqen ot nul� na otrezke �a� b� i� vvidu ego nepreryvnosti� su�
westvuet qislo � 
 �� � � ��a� b�N�� takoe� qto uslovie �����
vypolneno� Voz�mem � � ����K��N�� upom�nutoe v lemme �� i

polo�im 

def
� ����a� b�N��K��N�� Oqevidno� qto qislo 
 � isko�

moe� ibo esli hX� 
 i X� K�a� b�K��� to� oboznaqa� t � xj���
� � xj � xj��� 	 � xj�� � xj� nahodim� qto � 
 hX� 
� a krome
togo� vypolneno uslovie ���
�� Takim obrazom� v sootvetstvii
s lemmo� � spravedlivo neravenstvo ������ s uqetom vvedennyh
oboznaqeni� �to daet jdet�N�xj����N�xj��N�xj����j 	 ��� �j � Z�
Poskol�ku po opredeleni� Nj � N�xj�� to iz poslednego sootno�
xeni� sleduet polnota cepoqki fNjgj�Z� Teorema dokazana� �

Sledstvie �� Esli vypolneny uslovi� teoremy 
� to cepoqka
vektorov bj �vl�ets� polno��

Dokazatel�stvo� Dl� dokazatel�stva dostatoqno zametit�� qto�
po opredeleni�� bj � Nj�Nj��� i vospol�zovat�s� lemmo� � pri
A �Nj��� B � Nj � C � Nj��� D �Nj��� �

Zameqanie �� Esli vektor�funkci� ��t� zadana na intervale
�a �� b ��� soder�awem otrezok �a� b�� i na �a �� b �� komponenty �to�
vektor�funkcii obrazu�t fundamental�nu� sistemu rexeni�
differencial�nogo uravneni� vida y ���	a��t�y ��	a��t�y �	a��t�y �
� s nepreryvnymi ko�fficientami� to uslovie ����� vypolneno�

	� Nekotorye svo
stva B��spla
nov

Pri fiksirovannom j udobny oboznaqeni�� v kotoryh ne ot�
meqaets� zavisimost� ot j� po�tomu polo�im

a
def
� �j��� a

� def� ��j��� b
def
� �j��� b

� def� ��j��� c
def
� �j� c

� def� ��j �
�����
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d
def
� �j��� d

� def� ��j��� e
def
� �j��� e

� def� ��j��� f
def
� �j��� f

� def� ��j���
�����

A
def
� Nj�� B

def
� Nj�� C

def
� Nj � D

def
� Nj��� E

def
� Nj���F

def
� Nj���

���
�
Blagodar� sootnoxeni�m ����� i oboznaqeni�m ����� nahodim
bj�� � A�B� bj�� � B�C� bj � C�D� bj�� � D�E� bj�� � E�F�
Teper� soglasno formulam ����������� poluqaem


j�t� �
det�A �B�B�C� ��t��

det�A�B�B�C�C�D�
pri t � �xj��� xj�� �����


j�t� �
det�B�C� ��t��D� E�

det�B�C�C �D�D�E�
pri t � �xj� xj���� �����


j�t� �
det���t��D� E�E� F�

det�C�D�D�E�E�F�
pri t � �xj��� xj���� �����

Teorema �� Spravedlivy formuly


j�t� � B � ��t��det�B�C�D���� pri t � �xj��� xj�� �����


j�t� �
B � ��t�

det�B�C�D�
�

det�B�D�E��C � ��t��

det�B�C�D�det�C�D�E�
pri t � �xj � xj����

�����
a tak�e


j�t� �
E � ��t�

det�C�D�E�
�

det�B�C�E��D ���t��

det�B�C�D�det�C�D�E�
pri t � �xj� xj����

�����

j�t� � E � ��t��det�C�D�E���� pri t � �xj��� xj���� ������

zdes� ispol�zovany oboznaqeni� ������ ���
��������

Dokazatel�stvo� V sootnoxeni�h ����� i ����� preobrazuem qi�
sliteli soglasno lemme �� det�A�B�B�C� ��t�� � det�A�B�C��B�
��t��� det���t��D � E�E � F� � det�D�E�F��E � ��t��� a v formule
����� qislitel� preobrazuem po formulam ���
�������� poluqaet�
s� dva varianta takogo preobrazovani� det�B �C� ��t��D�E� �
det�C�D�E��B � ��t�� � det�B�D�E��C � ��t��� det�B � C� ��t��D �
E� � det�B�C�D��E ���t��� det�B�C�E��D ���t��� Znamenateli so�
otnoxeni� ����������� preobrazuem soglasno lemme �� det�A �
B�B � C�C � D� � det�A�B�C�det�B�C�D�� det�B � C�C �
D�D� E� � det�B�C�D�det�C�D�E�� det�C �D�D � E�E � F� �
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det�C�D�E�det�D�E�F�� Zamen�� qisliteli i znamenateli v for�
mulah ����������� v sootvetstvii s �timi preobrazovani�mi� po�
luqaem dokazyvaemoe utver�denie� �

Pust� u� v� w� y� t � vewestvennye peremennye� Predpolaga��
qto det�N�u��N�v��N�w�� �� � pri a � u � v � w � b� vve�

dem funkci� ��u� v� w� y� t�� zadannu� v oblasti D vida D
def
�

f�u� v� w� y� t� j a � u � v � w � y � b� t � �a� v� � �v� w� � �w� x� �
�x� y� � �y� b�g formulami

��u� v� w� y� t� � � �t � �a� u� � �y� b�� ������

��u� v� w� y� t� �
N�u� � ��t�

det�N�u��N�v��N�w��
�t � �u� v�� ������

��u� v� w� y� t� �
N�u� � ��t�

det�N�u��N�v��N�w��

�
det�N�u��N�w��N�y���N�v� � ��t�

det�N�u��N�v��N�w��det�N�v��N�w��N�y��
�t � �v� w�� ����
�

��u� v� w� y� t� �
N�y� � ��t�

det�N�v��N�w��N�y��
�t � �w� y�� ������

V sootvetstvii s oboznaqeni�mi ���
�������� ���

�����
�� iz
���������
�� imeem


j�t� � ��xj��� xj� xj��� xj��� t�� ������

Zameqanie �� Sledu� dokazatel�stvu formuly ����� v teoreme ��
netrudno ustanovit�� qto

��u� v� w� y� t� �
N�y� � ��t�

det�N�v��N�w��N�y��

�
det�N�u��N�v��N�y���N�w� � ��t�

det�N�u��N�v��N�w��det�N�v��N�w��N�y��
�t � �v� w�� ������

Teorema 	� Funkci� 
j�t� mo�et byt� doopredelena v uzlah set�
ki Xtak� qto v rezul�tate poluqits� nepreryvno differenciru�
ema� funkci�� zadanna� na intervale �a� b��

Dokazatel�stvo �to� teoremy legko poluqit� neposredstvenno
iz formul ���������
��� drugo� variant dokazatel�stva dan v ra�
bote 	�
� �
V dal�ne�xem budem sqitat�� qto funkci� 
j�t� i ee proiz�

vodna� prodol�eny v uzly setki Xpo nepreryvnosti�
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Lemma �� Spravedlivy formuly


j�xj��� �
d

dt

j�xj��� � �� 
j�xj��� �

d

dt

j�xj��� � �� ������


j�xj� �
B � c

det�B�C�D�
�

d

dt

j�xj� �

B � c �

det�B�C�D�
� ������


j�xj��� �
E � d

det�C�D�E�
�

d

dt

j�xj��� �

E � d �

det�C�D�E�
� ������


j���xj� �
D � c

det�B�C�D�
�

d

dt

j���xj� �

D � c �

det�B�C�D�
� ������

gde ispol�zu
ts� oboznaqeni� ���
��������

Dokazatel�stvo� Spravedlivost� formul ���
������
�� vyteka�
et iz sootnoxeni� ���������
��� formuly ������ poluqa�ts� iz
���
�� zameno� j na j � � i ispol�zovaniem formul ���
������� i
���
��� �

�� Biortogonal�na� sistema i interpol�cionna� zadaqa

V �tom punkte budet postroeno prodol�enie na C��a� b� siste�
my funkcionalov� biortogonal�no� k sisteme f
jgj�Z�

Teorema 
� Sistema line�nyh funkcionalov fFjgj�Z� zadannyh na
prostranstve C��a� b� formulami

Fj�u�
def
� det��j � �j��� �

�

j���u
��xj�� det�� �

j� �j��� �
�

j���u�xj�� �����

biortogonal�na k sisteme funkci� f
j �gj ��Z�

Fj�
j�� � �j�j� � �j� j� �Z� �����

Dokazatel�stvo� Poskol�ku pri j 
 j � � � i pri j � 	 � 
 j toq�
ka xj ne �vl�ets� vnutrenne� toqko� nositel� nepreryvno dif�
ferenciruemo� funkcii 
j � � to sama funkci� i ee proizvodna�
v �to� toqke ravny nul�� i potomu funkcional ���
� na tako�
funkcii obrawaets� v nul�� Sledovatel�no� dl� dokazatel�stva
����� dostatoqno rassmotret� sluqai j � � j i j � � j � �� Funk�
cional Fj v oboznaqeni�h ������ ���
������� mo�et byt� zapisan

v vide Fj�u�
def
� D �

�
cu��xj� � c �u�xj�

�
� Ots�da pri u � 
j s uqe�

tom formul ���
�� poluqaem Fj�
j� � D � �c 

�

j �xj� � c
� 
j�xj�� �
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��D�c��B�c ����D�c ���B�c���det
�
B�C�D

�
���� V silu lemmy � qisli�

tel� i znamenatel� poslednego vyra�eni� sovpada�t� i znaqit
Fj�
j� � �� Esli �e u � 
j��� to� ispol�zu� formuly ������� leg�
ko nahodim Fj�
j��� � �� Itak� spravedlivy sootnoxeni� ������
Teorema dokazana� �

Rassmotrim interpol�cionnu� zadaqu

Fj�eu� � vj �j �Z� eu � B��X�� ���
�

gde fvjgj�Z� zadanna� posledovatel�nost� qisel �beskoneqna� v
obe storony��

Teorema �� V prostranstve B��X� suwestvuet edinstvennoe re�
xenie zadaqi ���
�� i �to rexenie daets� formulo�

eu�t� �X
j�Z

vj
j�t�� �����

Dokazatel�stvo vytekaet iz teoremy �� �

Zameqanie 	� Pri ka�dom fiksirovannom t � �a� b� v summe �����
imeets� ne bolee treh nenulevyh slagaemyh�


� Kalibrovoqnye sootnoxeni�

V �tom punkte ishodnu� setkuXdopoln�em novym uzlom x� na
poluqenno� takim obrazom setke X� vvodim B��spla�ny �j ��t� i

daem predstavlenie spla�nov 
j�t� qerez �j ��t��
Itak� pust� x � upom�nuty� novy� uzel� x � �xk� xk���� sv��em

s �tim uzlom vektor X
def
� N�x�� Pust� �j � uzly vnov� poluqenno�

setki�

�j
def
� xj pri j 
 k� �k��

def
� x� �j

def
� xj�� pri j 	 k 	 ��

X�
def
� f�j j j �Zg� ���
�

Rassmotrim funkcii �i� opredel�emye ravenstvami

�i�t�
def
� ���i��� �i� �i��� �i��� t� �i �Z� �����

Oqevidno� qto dl� t � �a� b� verny to�destva


i�t� � �i�t� pri i 
 k � �� 
i�t� � �i���t� pri i 	 k 	 �� ���
�

Formuly ����� dopolnim predstavleni�mi funkci� 
k��� 
k i

k�� qerez funkcii �j�
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Teorema �� Spravedlivo to�destvo


k���t� � �k���t� 	 det�Nk�X�Nk����det�Nk���Nk�Nk����
���k�t��

�����

Dokazatel�stvo� Polo�im j � k � � i rassmotrim posledova�
tel�no qetyre sluqa� raspolo�eni� argumenta t� 
� t � �xj��� xj��
�� t � �xj� xj���� �� t � �xj��� x�� �� t � �x� xj���� Budem ispol�zo�
vat� oboznaqeni� ������

�� Pust� t � �xj��� xj�� Na rassmatrivaemom prome�ut�

ke funkci� �k�t� to�destvenno ravna nul�� a funkci� �k���t�
�v silu sootnoxeni� ���
��� ������ imeet vid �k���t� � B �
��t��det�B�C�D����� posledn�� drob� na rassmatrivaemom pro�
me�utke v sootvetstvii s formulo� ����� predstavl�et sobo�
funkci� 
k���t�� Pervy� sluqa� rassmotren�
�� Pust� teper� t � �xj� xj���� Ispol�zu� formuly ���
��

i ���
�������� nahodim� �k���t� � B � ��t��det�B�C�D���� � C �
��t�det�B�D�X� �det�B�C�D�det�C�D�X����� Dl� funkcii �k�t�
s pomow�� ravenstv ���
��� ���
������� vyvodim �k�t� � C �
��t��det�C�D�X����� Ots�da imeem

�k���t� 	 det�E�D�X��det�C�D�E�����k�t�

� B � ��t��det�B�C�D����

�C ���t�det�B�D�X��det�B�C�D�det�C�D�X����

	C � ��t�det�E�D�X��det�C�D�E�det�C�D�X�����

Itak�

�k���t� 	
det�E�D�X�

det�C�D�E�
�k�t� �

B � ��t�

det�B�C�D�
	

C � ��t�

det�C�X�D�

�
det�X�D�E�det�B�C�D�� det�B�X�D�det�C�D�E�

det�B�C�D�det�C�D�E�
� �����

Qislitel� posledne� drobi preobrazuem po lemme �� pola�
ga� v ne� P � B� Q � X� R � D� S � E� T � C�
V rezul�tate poluqaets� sootnoxenie det�B�X�D�det�D�E�C� 	
det�X�D�E�det�B�D�C� � det�X�D�C�� det�B�D�E�� otkuda pere�
stanovko� stolbcov prihodim k ravenstvu

det�B�X�D�det�C�D�E� � det�X�D�E�det�B�C�D�

� �det�X�C�D� � det�B�D�E��
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Takim obrazom iz ����� poluqaem

�k���t� 	 det�E�D�X��det�C�D�E�����k�t�

� B � ��t��det�B�C�D���� 	C ���t� det�X�C�D�det�B�D�E�

� �det�C�X�D�det�B�C�D�det�C�D�E����

� B � ��t��det�B�C�D����

�C � ��t�det�B�D�E��det�B�C�D�det�C�D�E�����

soglasno formule ����� poslednee vyra�enie pri rassmatriva�
emyh t predstavl�et sobo� funkci� 
k���t�� To�destvo �����
ustanovleno dl� t � �xj � xj����
��� Pere�dem k sluqa� t � �xj��� x�� Ispol�zu� formuly

���
��� ���
�������� nahodim �k���t� � X ���t��det�C�D�X����� Pri�
men�� formuly ���
��� ���
�������� prihodim k ravenstvu

�k�t� � E � ��t��det�D�X�E���� �X � ��t�det�C�D�E�

� �det�C�D�X�det�D�X�E�����

Ots�da nahodim

�k���t� 	 det�Nk�X�Nk���� �det�Nk���Nk�Nk����
���k�t�

� X � ��t��det�C�D�X����

	 det�E�D�X��det�C�D�E����
�
E � ��t��det�D�X�E����

�X � ��t�det�C�D�E��det�C�D�X�det�D�X�E����
�

� E � ��t��det�C�D�E�����

takim obrazom� pri t � �xj��� x� to�destvo ����� verno�
��� Rassmotrim� nakonec� sluqa� t � �x� xj���� Legko videt��

qto v �tom sluqae �k���t� � �� �k�t� � E � ��t��det�D�X�E����� i
potomu to�destvo ����� oqevidno� Teorema polnost�� dokazana�
�

Teorema 
� Spravedlivo to�destvo


k�t� �
det�Nk���Nk�X�

det�Nk���Nk�Nk���
�k�t� 	

det�X�Nk���Nk���

det�Nk�Nk���Nk���
�k���t��

�����

Dokazatel�stvo� Polo�im j � k i rassmotrim qetyre sluqa�
raspolo�eni� argumenta t� 
� t � �xj��� xj�� �� t � �xj� x�� �� t �
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�x� xj���� �� t � �xj��� xj���� Dal�xe ispol�zu�ts� oboznaqeni�
������

�� Pust� t � �xj��� xj�� Na �tom prome�utke funkci� �k���t�

to�destvenno ravna nul�� a funkci� �k�t� �v silu sootnoxeni�
���
��� ���
�������� imeet vid �k�t� � B���t��det�B�C�X����� Takim
obrazom� pri t � �xj��� xj� to�destvo ����� oqevidno�
��� Pust� teper� t � �xj� x�� Ispol�zu� formulu ���
�� i ra�

venstva ���
�� ������ nahodim �k�t� � B � ��t��det�B�C�X���� � C �
��t�det�B�X�D��det�B�C�X�det�C�X�D����� Dl� funkcii �k���t�
s pomow�� ravenstv ���
��� ���
� i ����� vyvodim �k���t� �
C ���t��det�C�X�D����� Iz poluqennyh formul imeem

det�Nk���Nk�X��det�Nk���Nk�Nk����
���k�t�

	 det�X�Nk���Nk����det�Nk�Nk���Nk����
���k���t�

� det�B�C�X��det�B�C�D����
�
B � ��t��det�B�C�X����

�C � ��t�det�B�X�D��det�B�C�X�det�C�X�D����
�

	 det�X�D�E�C � ��t��det�C�D�E�det�C�X�D����

� B � ��t��det�B�C�D����

�C ���t�det�B�X�D��det�B�C�D�det�C�X�D����

	C � ��t�det�X�D�E��det�C�D�E�det�C�X�D����

� B � ��t��det�B�C�D����

	C � ��t��det�C�X�D����
�
det�X�D�E��det�C�D�E����

� det�B�X�D��det�B�C�D����
�
�

Itak�

det�Nk���Nk�X��det�Nk���Nk�Nk����
�� � �k�t�

	 det�X�Nk���Nk����det�Nk�Nk���Nk����
���k���t�

� B � ��t��det�B�C�D����

	C � ��t��det�C�X�D�����det�X�D�E�det�B�C�D�

� det�B�X�D�det�C�D�E���det�B�C�D�det�C�D�E�����

Qislitel� posledne� drobi preobrazuem po lemme �� pola�
ga� v ne� P � B� Q � X� R � D� S � E� T � C�
V rezul�tate poluqaets� sootnoxenie det�B�X�D�det�D�E�C� 	
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det�X�D�E�det�B�D�C� � det�X�D�C�det�B�D�E�� otkuda priho�
dim k ravenstvu

det�B�X�D�det�C�D�E� � det�X�D�E�det�B�C�D�

� �det�X�C�D�det�B�D�E��

Vozvrawa�s� k rassmatrivaemo� drobi� poluqaem

det�Nk���Nk�X��det�Nk���Nk�Nk����
���k�t�

	 det�X�Nk���Nk����det�Nk�Nk���Nk����
���k���t�

� B � ��t��det�B�C�D����

	C � ��t� det�X�C�D�det�B�D�E�

� �det�C�X�D�det�B�C�D�det�C�D�E����

� B � ��t�� �det�B�C�D����

�C � ��t�det�B�D�E��det�B�C�D�det�C�D�E�����

soglasno formule ����� poslednee vyra�enie pri rassmatriva�
emyh t predstavl�et sobo� funkci� 
k�t�� Takim obrazom� to�
�destvo ����� ustanovleno dl� t � �xj� x��
��� Pere�dem k sluqa� t � �x� xj���� Ispol�zu� formuly

���
��� ���
� i ������ nahodim �k�t� �D ���t��det�C�X�D����� Ana�
logiqno� primen�� formuly ���
��� ���
�������� prihodim k ra�
venstvu

�k���t� � E � ��t��det�X�D�E����

�D ���t�det�C�X�E��det�C�X�D�det�X�D�E��

Ots�da nahodim

det�Nk���Nk�X��det�Nk���Nk�Nk����
���k�t�

	 det�X�Nk���Nk����det�Nk�Nk���Nk����
��

� �k���t� �D � ��t�det�B�C�X��det�B�C�D�det�C�X�D����

	 det�X�D�E��det�C�D�E����
�
E � ��t��det�X�D�E����

�D � ��t�det�C�X�E��det�C�X�D�det�X�D�E����
�

� E � ��t��det�C�D�E����

	D � ��t��det�C�X�D�����det�B�C�X�det�C�D�E�

� det�C�X�E�det�B�C�D���det�C�D�E�det�B�C�D�����
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V lemme � polagaem P � B� Q � X� R � C� S � D�
T � E� v rezul�tate vyvodim to�destvo det�B�X�C�det�C�D�E�	
det�X�C�D�det�B�C�E� � det�X�C�E�det�B�C�D�� Posle �lemen�
tarnyh preobrazovani� ots�da poluqaem

det�B�C�X�det�C�D�E�� det�B�C�D�det�C�X�E�

� �det�C�X�D�det�B�C�E��

Ispol�zu� levu� qast� tol�ko qto poluqennogo to�destva dl�
naxih preobrazovani�� nahodim

det�Nk���Nk�X��det�Nk���Nk�Nk����
���k�t�

	 det�X�Nk���Nk����det�Nk�Nk���Nk����
���k���t�

� E � ��t��det�C�D�E����

	D � ��t��det�B�C�X�det�C�D�E�

� det�C�X�E�det�B�C�D���det�C�X�D�det�C�D�E�det�B�C�D����

� E � ��t�� �det�C�D�E����

�D � ��t� det�B�C�E��det�C�D�E�det�B�C�D�����

Poskol�ku prava� qast� poslednego ravenstva sovpadaet s pra�
vo� qast�� formuly ������ prihodim k vyvodu� qto to�destvo
����� pri t � �x� xj��� ustanovleno�

��� Rassmotrim sluqa� t � �xj��� xj���� Legko videt�� qto v
�tom sluqae �k�t� � �� �k���t� � E � ��t�det�X�D�E����� i potomu
soglasno formule ���
�� pri t � �xj��� xj��� sootnoxenie �����
verno� Teorema polnost�� dokazana� �

Teorema �� Spravedlivo to�destvo


k���t� �
det�Nk�X�Nk���

det�Nk�Nk���Nk���
�k���t� 	 �k���t� �t � �a� b�� �����

Dokazatel�stvo� Oboznaqim j � k 	 � i rassmotrim posledo�
vatel�no qetyre sluqa�� 
� t � �xj��� x�� �� t � �x� xj�� �� t �
�xj� xj���� �� t � �xj��� xj����


�� Pust� t � �xj��� x�� Soglasno formulam ���

�����
�� i �����
na rassmatrivaemom prome�utke funkci� �k���t� to�destvenno
ravna nul�� a funkci� �k���t� s uqetom formul ���
������� mo�et
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byt� zapisana v vide �k���t� � B ���t��det�B�X�C����� otkuda vy�
tekaet spravedlivost� dokazyvaemo� formuly pri t � �xj��� x��
Pervy� sluqa� rassmotren�
��� Pust� teper� t � �x� xj�� S pomow�� formul ���
��

i ���
������� nahodim �k���t� � B � ��t��det�B�X�C���� � X �
��t�det�B�C�D��det�B�X�C�det�X�C�D����� Dl� funkcii �k���t�
vvidu sootnoxeni� ���
��� ���
�� ����� imeem �k���t� � X �
��t��det�X�C�D����� Ots�da poluqaem

det�Nk�X�Nk����det�Nk�Nk���Nk����
���k���t�

	 �k���t� � det�B�X�C��det�B�C�D����
�
B � ��t��det�B�X�C����

�X � ��t�det�B�C�D��det�B�X�C�det�X�C�D����
�

	X � ��t��det�X�C�D���� � B � ��t��det�B�C�D�����

soglasno formule ����� poslednee vyra�enie pri rassmatrivae�
myh t predstavl�et sobo� funkci� 
j�t�� Takim obrazom� to�de�
stvo ����� ustanovleno dl� t � �x� xj��
��� Pere�dem k sluqa� t � �xj � xj���� Ispol�zu� formuly

���
�� i ���
�������� nahodim �k���t� � D � ��t��det�X�C�D�����
Primenenie formul ���
��� ���
������� privodit k ravenstvu

�k���t� � E � ��t��det�C�D�E����

�D � ��t�det�X�C�E��det�X�C�D�det�C�D�E�����

Ots�da nahodim

det�Nk�X�Nk����det�Nk�Nk���Nk����
���k���t�

	 �k���t� �D � ��t�det�B�X�C��det�B�C�D�det�X�C�D����

	 E � ��t��det�C�D�E����

�D � ��t�det�X�C�E��det�X�C�D�det�C�D�E����

� E � ��t��det�C�D�E����

	D � ��t��det�B�X�C�det�C�D�E�

�det�X�C�E�det�B�C�D���det�B�C�D�det�C�D�E�det�X�C�D�����

Vvidu lemmy � imeem

det�B�X�C�det�C�D�E� 	 det�X�C�D�det�B�C�E�

� det�X�C�E�det�B�C�D��
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i znaqit

det�Nk�X�Nk����det�Nk�Nk���Nk����
���k���t� 	 �k���t�

� E � ��t��det�C�D�E����

�D � ��t�det�B�C�E��det�B�C�D�det�C�D�E�����

qto sovpadaet s pravo� qast�� formuly ������ Takim obrazom�
to�destvo ����� spravedlivo dl� t � �xj� xj����
��� Rassmotrim� nakonec� sluqa� t � �xj��� xj���� Legko videt��

qto pri �tom �k���t� � �� �k���t� � E ���t��det�C�D�E����� i poto�
mu to�destvo ����� na rassmatrivaemom zdes� prome�utke tak�e
spravedlivo�
Teorema polnost�� dokazana� �

Dal�xe rassmatriva�ts� beskoneqnye r�dy vida
P

j cj�j�t��

cj � R�� gde summirovanie po j rasprostraneno na vse celye
qisla� j � Z� Zametim� qto pri ka�dom fiksirovannom t � �a� b�
tako� r�d soder�it ne bolee treh nenulevyh slagaemyh� po�tomu
pri l�bo� posledovatel�nosti fcjgj�Zko�fficientov cj � R�

upom�nuty� r�d shodits� �v smysle potoqeqno� shodimosti��

Teorema �� Spravedlivy sootnoxeni�


i�t� �
X
j

di�j�j�t� �t � �a� b�� �����

gde dl� i� j �Zqisla di�j opredel�
ts� po formulam�

di�j � �i�j pri j 
 k � �� di�j � �i���j pri j 	 k 	 �� �i �Z� �����

dk���k �
det�Nk�X�Nk���

det�Nk���Nk�Nk���
� dk�k �

det�Nk���Nk�X�

det�Nk���Nk�Nk���
� ������

di�k � � pri �i �Znfk� �� kg� di�k�� � � pri �i �Znfk� k	 �g�
������

dk�k�� �
det�X�Nk���Nk���

det�Nk�Nk���Nk���
� dk���k�� �

det�Nk�X�Nk���

det�Nk�Nk���Nk���
�

������

Dokazatel�stvo neposredstvenno vytekaet iz formul ������
������ ������������ �

Sootnoxeni� vida ����� nazyva�ts� kalibrovoqnymi sootno�
xeni�mi� funkcii �j nazyva�ts� kalibru
wimi� a funkcii 
i �
kalibruemymi funkci�mi �sm� 	�
��
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Polaga� e�i
def
� ���i�� e� �

i

def
� � ���i� �i � Z� na prostranstve

C��a� b� zadadim funkcionaly fj�u�
def
� det�e�j � e�j��� e� �

j���u
���j� �

det�e� �

j� e�j��� e� �

j���u��j� �j � Z� V sootvetstvii s teoremo� ��
primenenno� v uslovi�h ispol�zovani� setki X�� vidno� qto si�
stema funkcionalov ffjgj�Zbiortogonal�na sisteme f�j �gj ��Z�
t�e� fj��j � � � �j�j � �j� j

� �Z�
Iz formul ���
� sleduet� qto

fj � Fj pri j 
 k � �� fj � Fj�� pri j 	 k 	 �� ����
�

�� Ve
vletnoe razlo�enie� Formuly dekompozicii

V sootvetstvii s opredeleniem� B��X�� �vl�ets� prostran�
stvom B��spla�nov vtorogo por�dka na setkeX� �sm� sootnoxeni�

���
��� B��X�� � f eu j eu def
�
P

j
cj�j�cj � R

� g� Soglasno teoreme �

spravedlivo vkl�qenie B��X�� B��X��� Rassmotrim operator P
proektirovani� prostranstva B��X�� na podprostranstvo B��X��

zadavaemy� formulo� P eu def
�
P

j Fj�eu� 
j �eu � B��X��� i vvedem

operator Q � I � P � gde I � to�destvenny� operator�

Prostranstvo W
def
� QB��X�� nazyvaets� prostranstvom

vspleskov 
ve�vletov�� a pr�moe razlo�enie

B��X�� � B��X�
�

	W� �����

� spla�n�ve�vletnym razlo�eniem prostranstva B��X���
V sootvetstvii s formulami ����� i ���
� imeem eu �

P
i ai
i	P

i� bi ��i � �
P

i�

�P
i aidi�i� 	 bi�

�
�i� � tak qto dl� qisel cj � fj�eu�

poluqaem

cj �
X
i

aidi�j 	 bj � j �Z� �����

Pust� izvestny ko�fficienty ck v razlo�enii �lementa eu �
B��X�� po �lementam bazisa �i� � a imenno� eu �

P
k ck�k� Ispol��

zu� ravenstvo ai � Fi�eu�� iz formul ����� imeem

bj�cj�
X
i

di�jai�cj �
X
i

di�jFi�
X
k

ck�k��cj�
X
i

di�j
X
k

ckFi��k��

Formuly ai �
P

k ckFi��k�� bj � cj �
P

i di�j
P

k ckFi��k� nazy�
va�ts� formulami dekompozicii�
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Lemma ��� Verny sootnoxeni�� Fj��i� � � pri �i� j� �� f�i�� i��ji� 

k � �g

S
f�i�� i� 	 ��ji� 	 k 	 �g

S
f�k� k� ��� �k� k�g�

Fj��j� � � pri j 
 k� �� Fj��j��� � � pri j 	 k	 �� ���
�

Fk��k��� �
det�X�Nk�Nk���

det�Nk���Nk�X�
� Fk��k� �

det�Nk���Nk�Nk���

det�Nk���Nk�X�
�

�����

Dokazatel�stvo� Ispol�zuem sootnoxeni� ���
��� Pri j 
 k� �
imeem Fj��i� � fj��i� � �j�i� i � Z� a pri j 	 k 	 � poluqaem
Fj��i� � fj����i� � �j���i� i � Z� Ostaets� rassmotret� lix� ve�
liqiny Fk��i�� i � Z� Vvidu nepreryvno� differenciruemosti
funkci� �i na �a� b� i s uqetom togo� qto supp �i � ��i��� �i����
vidim� qto Fk��i� � � pri i �� fk � �� kg� Snova ispol�zu� nepre�
ryvnu� differenciruemost� funkcii �k���t� na �a� b� i prime�
n�� formuly ���
��� ����� na prome�utke �xk� x�� imeem �k���t� �
��xk��� xk��� xk� x� t� � X � ��t��det�Nk���Nk�X���� pri t � �xk� x��
Soglasno formule ���
� Fk�u� � Nk�� � ��ku

��xk� � � �

ku�xk��� tak
qto iz ����� poluqaem Fk��k��� � ��Nk�� � �k��X � � �

k� � �Nk�� �
� �

k��X � �k���det�Nk���Nk�X����� primen�� zdes� lemmu �� vyvo�
dim pervu� iz formul ������ Analogiqnym obrazom s pomo�
w�� formul ���
��� ����� pri t � �xk��� xk� nahodim �k�t� �
Nk�� � ��t��det�Nk���Nk�X����� primen�� funkcional Fk k �k i
ispol�zu� lemmu � prihodim ko vtoro� iz formul ������ Lemma
dokazana� �

Teorema ��� Dl� spla�n�ve�vletnogo razlo�eni� ����� prostran�
stva B��X�� formuly dekompozicii ime
t vid

ai � ci pri i 
 k � �� ai � ci�� pri i 	 k 	 �� �����

ak �
det�X�Nk�Nk���

det�Nk���Nk�X�
ck�� 	

det�Nk���Nk�Nk���

det�Nk���Nk�X�
ck� �����

bk����
det�X�Nk���Nk���

det�Nk�Nk���Nk���det�Nk���Nk�X�

h
det�X�Nk�Nk���ck��

	det�Nk���Nk�Nk���ck
i
	ck�� �

det�Nk�X�Nk���

det�Nk�Nk���Nk���
ck��� �����

bj � � pri j �� k 	 �� �����
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Dokazatel�stvo� Ravenstva ����� legko sledu�t iz lemmy 
�
�sm� ������� Pri i � k v pervo� iz formul dekompozicii ostaets�
lix� dva slagaemyh� ak � ck��Fk��k���	 ckFk��k�� ispol�zovanie
ravenstv ����� privodit k sootnoxeni� ������
Dl� otyskani� bj vospol�zuems� sootnoxeni�mi ����� � ������

bj � cj � aj pri j 
 k � �� bj � cj � aj�� pri j 	 k 	 �� �����

bk � ck� ak��dk���k� akdk�k� bk�� � ck��� akdk�k��� ak��dk���k���
������

Iz ����� i ����� nahodim bj � � pri j 
 k � � i bj � � pri j 	
k 	 �� Podstavl�� v pervu� iz formul ���
�� na�dennye vyxe
veliqiny ak�� i ak i qisla dk���k i dk�k iz sootnoxeni� ���
���
vyvodim

bk � ck � ak��det�Nk�X�Nk����det�Nk���Nk�Nk����
��

� akdet�Nk���Nk�X��det�Nk���Nk�Nk����
��

� ck � ck��det�Nk�X�Nk����det�Nk���Nk�Nk����
��

� det�Nk���Nk�X��det�Nk���Nk�Nk����
��

�
�
ck�� � det�X�Nk�Nk����det�Nk���Nk�X����

	 ckdet�Nk���Nk�Nk����det�Nk���Nk�X����
�
� ��

Itak� sootnoxeni� ����� ustanovleny� Iz vtoro� formuly ���
��
poluqaem bk�� � ck���dk�k���ck��Fk��k���	ckFk��k���ck��dk���k���
Posle podstanovki s�da znaqeni� dk�k��� dk���k��� Fk��k��� i
Fk��k� iz ���
�� i ����� vyvodim sootnoxenie ������ Teorema pol�
nost�� dokazana� �

Sledstvie �� Soglasno formulam ������������ ve�vletnym ba�
zisom prostranstva W slu�it B��spla�n �k��� t�e� W �

fb �k�� j b � R
�g�

�� Formuly rekonstrukcii

Pust� teper� izvestny ko�fficienty ai i b v razlo�eni�h
proekci� �lementa eu � B��X�� na prostranstva B��X� i W � P eu �P

i ai
i� Qeu � b �k���

V sootvetstvii s formulami ����� nahodim ko�fficienty cj �
formuly ����� nazyva�ts� formulami rekonstrukcii�
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Teorema ��� Dl� rassmatrivaemogo spla�n�ve�vletnogo razlo�
�eni� ����� formuly rekonstrukcii ime
t vid

cj � aj pri j 
 k � �� cj � aj�� pri j 	 k 	 �� �����

ck�� � akdk�k�� 	 ak��dk���k��	 b� ck � ak��dk���k 	 akdk�k� �����

Dokazatel�stvo� Vvidu ravenstv ����� pri j �� fk� k 	 �g polu�
qaem sootnoxeni� ���
�� Pri j � k i pri j � k 	 � iz formul
���������
�� nahodim ������ �

��� O variantah teleskopiqeskih

sistem i ob ih ve
vletnyh razlo�eni�h

Rassmotrim beskoneqnu� posledovatel�nost� fXSg� s � �� �� ��
� � � � vlo�ennyh setok vida ���
� so svo�stvom ������ X� � X� �
X
� � � � � � priqem ka�da� sledu�wa� setka otliqaets� ot pre�

dyduwe� dobavleniem odnogo uzla� ne sovpada�wego s uzlami
rasxir�emo� setki� Predpolo�im� qto XS � K�a� b�K��� gde K� �
fiksirovannoe qislo� pust� ewe vypolneny uslovi� teoremy 

i pust� dl� ukazannogo tam 
 spravedlivy neravenstva h

XS
� 
�

s � �� �� �� � � � �
Po teoreme � B��X

S� � B��X
S���� s � �� �� �� � � � �sm� ���
�

pri X � XS� X� � XS���� tak qto poluqaets� sistema posle�
dovatel�no vlo�ennyh prostranstv �teleskopiqeska� sistema��
B��X

�� � B��X
�� � � � � � Oboznaqa� koordinatnye spla�ny pro�

stranstva B��X
S� qerez �i�S� i � Z� vidim� qto spravedlivy ka�

librovoqnye sootnoxeni�

�i�S�t� �
X
j

d
�S�
i�j �j�S���t� �t � �a� b�� ������

gde ko�fficienty d
�S�
i�j opredel��ts� soglasno teoreme �� v ko�

toro� sleduet vz�t� X � X
S� X� � X

S�� i proizvesti pod�
hod�wu� perenumeraci� uzlov� Zametim� qto vvidu upom�nu�
to� teoremy v ka�dom iz sootnoxeni� �
��
� imeets� ne bolee
dvuh nenulevyh slagaemyh� Primen�� k teleskopiqesko� siste�
me prostranstv predyduwie postroeni� �sm� ���
��� poluqaem

spla�n�ve�vletnoe razlo�enie vida B��X
S��� � B��X

S�
�

	WS � po�
sledovatel�noe ispol�zovanie kotorogo privodit k razlo�eni�

prostranstva B��
def
�

S
S B��X

S� v pr�mu� summu B�� � B��X
��
�
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W �
�

	W �
�

	W � � � � i k formulam rekonstrukcii i dekompozicii
�sm� teoremy 
� i 

��
Iz posledovatel�nosti qisel �� �� �� 
� � � � vydelim podposle�

dovatel�nost� s� � s� � s� � � � � � sp � � � � � sq � � � � i
rassmotrim sootvetstvu�wu� posledovatel�nost� setok XS� �
X
S� � XS� � � � � � Setka XSq poluqaets� iz setki XSp dobavle�

niem sq � sp uzlov� tak qto mo�no rassmotret� teleskopiqe�
sku� sistemu prostranstv B��X

Sp � � B��X
Sp��� � B��X

Sp��� �

� � � � B��X
Sq�� Rekurrentno primen�� sootnoxenie �
��
� pri

s � sp� sp 	 �� � � � � sq � �� nahodim kalibrovoqnye sootnoxeni�

�i�Sp �
X
j

d
�Sp�Sq�
i�j �j�Sq � ������

gde funkcii �i�Sp i �i�Sq stro�ts� po formulam ���
�� pri X�

X
Sp i pri X� XSq sootvetstvenno� Netrudno videt�� qto qi�

slo nenulevyh slagaemyh v sootnoxenii �
���� ne prevoshodit

qisla �Sq�Sp � Pri vyqislenii ko�fficientov d
�Sp�Sq�
i�j net ne�

obhodimosti v upom�nutom rekurrentnom processe� mo�no lix�
primenit� sistemu funkcionalov� biortogonal�nu� k sisteme

f�j�Sqgj�Z� Upom�nuta� sistema funkcionalov fF
Sq
i gi�Zoprede�

l�ets� formulami ���
� pri X� XSq � Fi � F
Sq

i � v rezul�tate
imeem

d
�Sp�Sq�
i�j � F

Sq
i ��j�Sp �� ����
�

s pomow�� biortogonal�nyh sistem v �tom sluqae legko polu�
qa�ts� formuly rekonstrukcii i dekompozicii�

Predpolo�im teper�� qto ob�edinenie eXdef
�
S��

S��X
S predsta�

vl�et sobo� setku vida ���
� so svo�stvom ������ priqem me�du
l�bymi dvum� sosednimi uzlami setki X� imeets� lix� ko�

neqnoe qislo uzlov setki eX� togda verny vkl�qeni� X� � eX�
B��X

�� � B��eX� i spravedlivy kalibrovoqnye sootnoxeni� �i �P
j
ed i�je�j me�du koordinatnymi spla�nami �i i e�j prostranstv

B��X
�� i B��eX� sootvetstvenno �qislo nenulevyh slagaemyh v ka�

�dom sootnoxenii koneqno�� Kak i pre�de� biortogonal�nye si�
stemy k upom�nutym koordinatnym spla�nam opredel��ts� te�

mi �e formulami ���
� pri X�X� i pri X� eXsootvetstvenno�

V qastnosti� esli f eFigi�Z� biortogonal�na� sistema funkci�
onalov k sisteme spla�nov fe�jgj�Z� to analogiqno �
���� ime�
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em ed i�j � eFi��j�� Ukazannye biortogonal�nye sistemy obyqnym
obrazom privod�t k formulam rekonstrukcii i dekompozicii�

Otmetim tak�e� qto provedennye zdes� postroeni� pozvol��
�t poluqit� spla�n�ve�vletnoe razlo�enie na otrezke� soder�
�awem koneqnoe qislo uzlov� ili na poluotkrytom intervale�
De�stvitel�no� pust� �c� d� � otrezok� soder�awi�s� v interva�
le �a� b�� Vvidu svo�stva ������ kotoroe vypolneno dl� l�bo� iz

rassmatrivavxihs� setok XS� mno�estva bXS def
� XS

T
�c� d� �vl��

�ts� koneqnymi setkami na �c� d�� suwestvuet k� n �Ztakie� qtobXS � xk�S � xk���S � � � � � xn�S� Oqevidno� qto bXS � bK�c� d�K���

gde bK�c� d�K�� � klass lokal�no�kvaziravnomernyh setok so svo��
stvom ����� �rassmatrivaemom dl� teh j� dl� kotoryh sootvet�

stvu�wie uzly prinadle�at setke bXS� bolee toqnye formuli�
rovki zdes� davat� ne budem�� Rassmotrim te funkcii �i�S � pe�
reseqenie nositele� kotoryh s intervalom �c� d� nepusto �t�e�
funkcii s indeksami i � k � �� k � �� � � � � n�� oqevidno� qto dl�
ih postroeni� mogut potrebovat�s� razve lix� uzly mno�estvabXS

S
fxk���S� xk���S� � � � � xn���S� xn���Sg� Su�eni� funkci� �i�S na

otrezok �a� b�� oqevidno� udovletvor��t kalibrovoqnym sootno�
xeni�m �
��
� pri t � �c� d�� i� sledovatel�no� sootvetstvu��
wie line�nye prostranstva B��spla�nov na rassmatrivaemom
otrezke obrazu�t teleskopiqesku� sistemu� Ve�vletnoe raz�
lo�enie posledne� obrazuets� s pomow�� primeneni� koneq�
no� biortogonal�no� sistemy funkcionalov �k sisteme funkci�
f�i�Sgi�k���k�������n�� poluqaemo� iz sistemy vida ���
� udaleniem
funkcionalov s nomerami i � k � � i i 
 n� Dl� poluotkrytogo
intervala rassu�deni� analogiqny�

��� Stepenn�ye B�spla
ny

V �tom punkte rassmotrim sluqa�� kogda ��t� � ��� t�� t��T �
gde vewestvennye qisla � i � razliqny i ne ravny nul�� a
� �� �a� b�� V �tom sluqae det��� � �� � ������� � ��t����� �� �� i zna�
qit v rassmatrivaemyh uslovi�h dl� dostatoqno melko� set�
ki �iz fiksirovannogo klassa lokal�no kvaziravnomernyh se�
tok� B��spla�ny suwestvu�t� Soovetstvu�wie koordinatnye

B��spla�ny 
�� �
j �t� nepreryvno differenciruemy� i supp 
�� �

j �
�xj��� xj����
Soglasno formulam ���������
���
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� pri t � �xj��� xj� poluqaem


�� �
j �t� �

�
�x���j�� �x

�
j�� � t�� 	 �x���j�� �t

� � x�j���
	

�
n
���� � ���xj��xjxj���

�������x��j � x��j����x
��
j�� � x��j���

��x��j � x��j����x
��
j�� � x��j����

o��
� ������

�� pri t � �xj� xj��� vyvodim


�� �
j �t� �

n
�x���j�� �x

�
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Spla�ny 
�� �
j nazyva�ts� stepenn�ymi B�spla�nami por�dka

��� ��� formuly dekompozicii i rekonstrukcii dl� sootvetstvu�
�wego im spla�n�ve�vletnogo razlo�eni� poluqa�ts� soglasno
teoremam 
� i 
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Zameqanie 
� Podstanovka � � �� � � � v sootnoxeni� �

�
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��� privodit k izvestnym formulam dl� polinomial�nyh B�
spla�nov vtoro� stepeni�
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��� �ksponencial�no�trigonometriqeskie B�spla
ny

Pust� �� � � razliqnye �vewestvennye ili kompleksnye� qi�
sla� otliqnye ot nul�� Polo�im ��t� � ��� e�t� e�t�T � Oqevid�
no� qto v rassmatrivaemom sluqae vronskian det��� � �� � ��� ot�
liqen ot nul� na otrezke �a� b�� ibo sistema �� e�t� e�t � fun�
damental�na� sistema rexeni� differencial�nogo uravneni�
y ������	��y ��	��y � � � na intervale ����	��� Po�tomu v naxem
sluqae dl� dostatoqno melko� setki iz fiksirovannogo klassa
lokal�no kvaziravnomernyh setok koordinatnye B��spla�ny su�

westvu�t� Oboznaqim �ti spla�ny e
�� �
j � Iz formul ���������
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Spla�ny� poluqennye po formulam �
��
���
����� nazyva�ts� �k�
sponencial�no�trigonometriqeskimi B�spla�nami por�dka ��� ���
spla�n�ve�vletnoe razlo�enie� sootvetstvu�wee �tim spla��
nam� stroits� soglasno formulam ���������
��� ������������ ������
������

Zameqanie �� Oboznaqim mnimu� edinicu qerez i� Podstanovka
� � i� � � �i v sootnoxeni� �
��
���
���� privodit k formulam
dl� trigonometriqeskih B�spla�nov vtorogo por�dka� poluqa�

�wies� pri �tom spla�ny e
 i��i
j posle umno�eni� na masxta�

biru�wi� mno�itel� ��i sinxj���xj
� sovpada�t so spla�nami�

poluqennymi ranee v rabotah 	���
�
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